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Das  Gesetz  der  elektrischen  Wirkung,  welches  in  der  ersten 
Allhandlung  über  Elektrodynamische  Maassbcstiinmungcn  (Leipzig 
1816  ausgesprochen  worden,  ist  \on  verschiedenen  Seiten  geprüft 
und  mehrfach  abgeitndert , auch  zum  Gegenstand  allgemeinerer  Be- 
trachtungen und  Speculationen  gemacht  worden,  die  noch  keines- 
wegs als  abgeschlossen  anzuschen  sein  dürften.  Die  folgende 
Abhandlung  beschrankt  sich  im  ersten  Abschnitte  auf  eine  Erfir- 
terung  des  Vcrhültnisses  dieses  Gesetzes  zum  Princip  der  Erhal- 
tung der  Energie,  dessen  grosse  Wichtigkeit  und  Bedeutung 
l>e sonders  in  der  mechanischen  Wiirmelheorie  hervorgetrelen  ist.  Da 
behauptet  worden  war,  dass  jenes  Gesetz  mit  diesem  Principe  im 
Widerspruch  stünde;  so  ist  nachzuweisen  versucht  worden,  dass 
kein  solcher  Widerspruch  statt  linde.  Jenes  Gesetz  gestaltet 
vielmehr,  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie  noch  einen  Zusatz 
beizufügen,  und  dasselbe  so  umzuforinen,  dass  seine  Anwendung 
auf  jedes  Paar  von  Theilchen  keineswegs  blos  auf  die  Zeit  be- 
schrankt ist , wo  ein  solches  Paar  durch  andere  Körper  weder  Ge- 
winn  noch  Verlust  an  lebendiger  Kraft  erleidet,  sondern  immer  gilt, 
unabhängig  von  den  mancherlei  Beziehungen,  in  welche  beide  Theil- 
chen zu  andern  Körpern  treten  können. 

Ausserdem  wird  im  zweiten  Abschnitte  noch  eine  Anwen- 
dung jenes  Gesetzes  auf  die  Entwickelung  der  Be wegungsgesetze 
zweier,  blos  ihrer  Wechselwirkung  überlassenen,  elek- 
trischen Theilchen  gemacht.  Fuhrt  diese  Entwickelung  direct 
auch  zu  keinen  Vergleichungen  und  exacten  Prüfungen  mit  vorhan- 
dener Erfahrung,  was  der  Grund  ist  warum  sie  bisher  wenig  Be- 
achtung gefunden;  so  führt  sie  doch  zu  manchen  Resultaten,  welche 
als  Leitfaden  bei  Erforschung  der  Molecularverhült  nisse  und 

t * 
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Molecularbewegungen  clor  Körper,  die  so  grosse  Bedeutung 
fUr  Chemie  und  Wärmelehre  gewonnen,  wichtig  erscheinen,  und  in- 
teressante Beziehungen  in  diesen  noch  dunkeln  Gebieten  der  weite- 
ren Forschung  darbieten. 


lieber  das  Verhältniss  der  elektrischen  Gesetze  zu 
dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

i. 

Elektrische  Theilchen  und  elektrische  Massen. 

Man  bezeichnet  Theilchen  des  positiven  und  des  negativen  elek- 
trischen Fluidums  mit  denselben  Buchstaben,  x.  B.  mit  e oder 
e u.  s.  w.,  legt  aber  e oder  e ...  einen  positiven  oder  negativen 
Werth  bei,  jcnachdcm  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen 
Fluidum  angehörl. 

Wird  die  messbare  Abslossungskraft  des  ersten  Theilchens 
e auf  ein  ganz  gleiches  Theilchen  e bei  der  incssba-ren  und  be- 
harrlichen Entfernung  r mit  /'bezeichnet,  ferner  die  mess- 
bare Abslossungskraft  des  zweiten  Theilchens  e auf  ein  ganz 
gleiches  Theilchen  e bei  derselben  Entfernung  r mit  f'\  so  wird 
■+■  r ]//'  als  Grössenwerth  von  e,  und  -+-  rVf  a*s  Grössen- 
werth von  e genommen,  wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  jenachdem  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen  Fluidum 
angehört.  — Der  Messung  der  Krülle  /',  f wird  dabei  das  in  der 
Mechanik  festgesetzte  kriiftemaass  zum  Grunde  gelegt,  nämlich  die- 
jenige Krall,  welche  wenn  sie  auf  die  in  der  Mechanik  festgesetzte 
Masseneinheit  (Milligramm)  wirkt,  dieser  Masseneinheit  in  der  Zeit- 
einheit die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ertlieill.  — Die  Ab- 
stossu  ngskraft  der  beiden  Theilchen  c,  e' , wahrend  ihre  Entfer- 
nung r unverändert  bleibt,  ist  daun,  dem  elektrostatischen  Ge- 
setze gemäss, 

_ n' 
rr 

Ein  negativer  Werth  dieses  Ausdrucks  bedeutet  Anziehungskraft. 
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Bei  dieser  Bezeichnungsweise  der  Thcilchcn  der  elektrischen 
Fluida  Italien  nun  c,  e nicht  die  Bedeutung  von  Massen,  im  Sinne 
der  Mechanik,  wie  inan  schon  daraus  ersieht,  dass  c,  c bald  posi- 
tive, halt!  negative  Wertlie  lialicn  können;  doch  stehen  die  Werlhe 
von  e,  e mit  den  Massen  der  Theilchcn  in  naher  Beziehung.  Be- 
zeichnet man  nitmlich  die  Massen  der  Theilchcn  'c,  e (im  Sinne 
der  Mechanik,  wonach  die  Masseneinheit  [Milligramm  durch  die 
Masse  eines  ponderalielen  Körpers  gegeben  ist,  und  verschiedene 
Massen  untereinander  verglichen  werden  nach  Proportion  der  reci- 
proken  Beschleunigungen,  die  ihnen  von  gleicher  Krall  crtheilt  wer- 
den mit  f.  die  stets  positive  Wertlie  haben ; so  ergiebl  sich  für 
positive  Werlhe  von  r,  c 

t e* 

T = 7 = •’ 

für  negative  Werlhe  von  c,  e 

- = 4 = b, 

e t 

wo  a einen  bestimmten  positiven,  b einen  liestimmten  negati- 
ven Werth  hat.  Oh  hierin  au  — bb  sei,  oder  in  welchem  Verhält- 
nisse an  zu  bb  stehe,  ist  bisher  ebensowenig  ermittelt  worden,  wie 
der  Zahlwerth  von  a oder  b seihst.  — ln  vielen  Fallen  ist  die  elek- 
trische Masse  t an  eine  pondcrabele  Masse  m so  gebunden,  dass 
sie  ohne  dieselbe  gar  nicht  bewegt  werden  kann,  wo  dann  nur  die 
Gesammbnasse  m -t-  e in  Betracht  kommt  und  e gewöhnlich  im  Ver- 
gleich mit  tu  als  verschwindend  betrachtet  werden  kann.  Es  kom- 
men daher  die  Massen  /,  t nur  selten  in  Betracht. 

Man  unterscheidet  nicht  immer  auf  die  angegebene  Weise 
zwischen  den  Theilchcn  e,  e und  ihren  Massen  r , t' , sondern  ge- 
braucht oft  die  Zeichen  der  Theilchcn  c , e auch  für  die  Massen, 
wobei  jedoch  zu  bemerken,  dass  dann  von  den  Vorzeichen  von  e,  e 
abgesehen  werden  muss.  Die  Weglassung  der  Faktoren  « und  6, 
welche  unbekannt  sind,  ist  immer  gestattet,  wenn  es  sich  nur  um 
relative  Werthbestimmungen  von  Massen  der  positiven  oder 
der  negativen  Elektricilitt  handelt. 
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± 

Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft. 

Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft  ist  in  den  »Elektro- 
dynamischen Maassbcstiiumungen«.  Leipzig  I81G,  S.  1 1 0 /nif  folgende 
Weise-  ausgesprochen  worden  : 

Bezeichnet  man  zwei  elektrische  Theilchen  mit  e und  c ; 
so  wird  die  von  Beiden  Theilchen  aus  tler  Entfernung  r 
auf  einander  ausgeilhte  ahstossende  Krall  dargestelll  durch 

ec'  / . 1 rfr*  ir  <idr\ 

rr  \ cc  dfi  cc  dl2/  ’ 

wo  c dieselbe  C.onstante  ist,  welche  a.  a.  0.  mit  - bezeichnet 
worden  ist.  • 

Dieser  Ausdruck  für  die  Kraft,  welche  die  Theilchen  e und 
e wechselseitig  auf  einander  ausUben,  ist  aber,  wie  man  leicht  über- 
sieht, von  einer  Grösse  abhiingig,  welche  die.  zu  bestimmende  Kraft 
selbst  als  Faktor  enthalt.  Man  erkennt  dies  leicht,  wenn  man  die 
relative  Beschleunigung  der  beiden  Theilchen,  niimlich  ~ , in  zwei 
Theile  zerlegt, 

Adr  ddr^  Adr" 

ifl  dr  i -*■  Hfl  ’ 

wovon  der  erstcre  Theil  diejenige  relative  Beschleunigung  ist, 
welche  von  der  Wechselwirkung  beider  Theilchen,  der  letztere  Theil 
-jp-  dagegen  derjenige  Theil,  welcher  von  anderen  Ursachen  (näm- 
lich von  der  vorhandenen  auf  r senkrechten  Bewegung  der  Theil- 
chen, und  von  den  Wechselwirkungen,  in  denen  sie  mit  andern 
Körpern  steheu)  herrührt.  Der  ersten;  Theil  nun,  welcher  von  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  herrührt,  ist  der  von  dieser  Wech- 
selwirkung herrührenden  Kraft  proportional  und  wird  durch 
den  Quotienten  dieser  Kraft  und  der  Masse,  auf  welche  sie  wirkt, 
dargestellt. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  a.  a.  O.  Seile  IG8  gezeigt  worden, 
leicht  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Kraft,  die  die  Theilchen  e.  und 
c wechselseitig  auf  einander  ausüben,  welcher  nur  Grössen  enthalt, 
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Hie  von  der  zu  bestimmenden  Kraft  unabhängig  sind,  nämlich 
der  Ausdruck 


Sr  , . 

«•  -£>+«) 


— fl—  ' 

m V « 


dr 2 Sr/- 


cc  rf<* 


)■ 


wo  / = ~ gesetzt  worden  ist,  oder,  wenn  man  die  elektrischen 


l'heilchen  e und  e von  ihren  Massen  * und  t auf  die  im  vorigen 
Artikel  angegebene  Weise  unterscheidet  (was  a.  a.  O.  nicht  geschehen) 
der  Ausdruck 


/. L **  j. 

Ir  t + 1’  ,\  cc  dfi  cc  ) 


Es  ergiebt  sich  hieraus  nun,  dass  das  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft  keineswegs  so  einfach  ist,  wie  von  einem  Grundge- 
setz erwartet  wird ; dasselbe  erscheint  vielmehr  in  zwei  Beziehungen 
besonders  verwickelt. 

Erstens  nitmlich  geht  aus  diesem  Ausdrucke  der  Kraft  her- 
vor, wie  a.  a.  0.  schon  bemerkt  worden,  dass  die  Kraft,  welche 
zwei  elektrische  Theilchen  auf  einander  ausllben,  nicht  ausschliess- 
lich von  diesen  Theilchen  selbst,  von  ihrer  Entfernung  und  relativen 
Geschwindigkeit,  sondern  auch  von  dem  mit  f bezeichnten  Theile 
ihrer  relativen  Beschleunigung  abhüngt,  der  zum  Theil  von  an- 
dern Körpern  herrllhrt.  Auch  ist  bemerkt  worden,  da  die 
von  zwei  Körpern  auf  einander  ausgellbten  Kräfte,  wenn  sie  von 
der  Gegenwart  eines  dritten  Körpers  abhangen,  von  Berzelius 
mit  dem  Namen  katalytischer  Kräfte  bezeichnet  worden  sind, 
dass  hienach  die  elektrischen  Kräfte,  allgemein  betrachtet,  ka- 
talytische Kräfte  seien. 

Zweitens  ergiebt  sich  aus  demselben  Ausdruck  der  Kraft 
noch  ein  anderes  merkwürdiges  Resultat,  dass  nämlich,  wenn  die 
Theilchen  e und  e gleichartig  sind,  dieselben  keineswegs  ein- 
ander immer  abslossen,  sondern,  wenn  ~ < cc  -+■  2rf  ist,  nur 

so  lange,  als  r>  ■^r*+,-ec'  ist,  dass  dagegen  Anziehung  eintritt, 

..»*  + «'  < 

wenn  r < — ec  . 

cc  «' 

Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  in  dem  Falle  statt,  wenn 
fr  — 2 ' **  , was  immer  Faktor  des  Nenners  ist,  zugleich  auch 
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Faktor  des  Zahler!*  wird.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  beiden 
elektrischen  Theilclien  in  beharrlicher  relativer  Kühe  sich  be- 
finden, so  dass  ~ — 0 und  = 0 ist. 

(tl  (U- 

Der  obige  allgemeine  Ausdruck  der  Krall  geht  nämlich,  wenn 


= 0 ist,  Uber  in 


V *~ür  ü) 


woraus  durch  Division  mit  der  .Masse  ( , derjenige  Theil  der  Be- 

schleunigung gefunden  wird,  welcher  von  der  von  beiden  elektrischen 
Theilclien  auf  einander  ausgeil bten  Kraft  herrührt,  niimlich 


(t  + 

ee'\ 

V + er  1) 

cc  / 

Filgt  man  hiezu  den  andern  Theil  der  Beschleunigung,  niimlich  /', 
welcher  aus  der  vorhandenen  Bewegung  der  Theilclien  senkrecht 
gegen  r,  und  aus  der  Einwirkung  anderer  Körper  sich  ergiebl;  so 
crhttlt  man  die  ganze  Beschleunigung,  niimlich 


[e  -+-  e j ee 

f 1 4.  ir  A 

V +cd) 

V ee  cc  ) 

welche  bei  beharrlicher  relativer  Buhe  = 0 ist.  Hieraus 
folgt,  bei  beharrlicher  relativer  Ruhe, 

P t er' 

i tt'  * rr 

Wird  dieser  Werth  für  /'  im  Ausdrucke  der  Kraft 

r(r_  -('-SO 

V * ff'  cc  J 

substiluirt,  so  verwandelt  sich  letzterer  in 

< (r  _ g * + f' . “'N 

r(r  _ 9 • +£  ."'V  r'  ' **'  re/ 

V ff'  er ) 

Man  sieht  also,  dass  im  Falle  beharrlicher  relativer  Ruhe 
der  Faktor  (r  — 2 -+,*  . — ) dem  Zahler  und  Nenner  gemeinschaft- 
lieh  ist.  Der  von  diesem  Faktor  unabhängige  Werth  des  Quotien- 
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len,  nämlich  — , giebt  hienach  für  den  Fall  beharrlicher  rcla- 
tiver  Ruhe  den  Ausdruck  der  Krall,  in  vollkommener  Ueberein- 
stimiuung  mit  dein  elektrostatischen  Grundgesetze,  wonach 
diese  Kraft  für  gleichartige  Theilchen  Ihm  allen  Entfernungen 
einen  positiven  Werth  behitlt.  ' 


3. 

Da * Gesell  i len  elektrischen  Potentials. 

Der  vorhergehende  Artikel  beweist,  dass  das  Gesetz  der 
elektrischen  Kraft  in  zwei  Beziehungen  von  sehr  zusammenge- 
setzter Art  ist,  nitmlich  erstens  in  Beziehung  darauf,  dass  die  Ab- 
slossungskraft  zweier  elektrischen  Theilchen  abhängig  ist  von  Dingen, 
die  weder  zum  Wesen  der  Theilchen,  welche  die  Krall  auf  einander 
ausilbcn,  noch  zu  ihrer  gegenseitigen  Lage  im  Raume,  noch  zu  ihrer 
vorhandenen  relativen  Bewegung  gehören,  nitmlich  von  andern  Kör- 
pern; zweitens  in  Beziehung  darauf,  dass  zwischen  denselben  Theil- 
chen, zwischen  welchen  in  einigen  Entfernungen  Ahstossung,  in 
andern  Entfernungen  Anziehung  statt  linde. 

Im  Vergleich  mit  diesem  complicirten  Gesetze  der  elektri- 
schen Kraft  ist  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials 
viel  einfacher. 

Der  Werth  des  Potentials  V zweier  elektrischen  Theilchen 
c,  e ist  nitmlich,  wie  schon  in  Poggendorffs  Annalen  1848.  Bel.  73, 
S.  229  von  mir  ausgesprochen  worden  ist,  durch  folgendes  Gesetz 
bestimmt,  nitmlich 

v- MY-  •£- 1). 

r \cc  dp  ) 

Beachtet  man  nitmlich,  dass  r sowohl  wie  ^ für  die  beiden  Theil- 
chen e und  e zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedene  Wcrlhe  haben, 
beide  also  Functionen  der  Zeit  sind;  so  ergiebt  sich  daraus,  dass 
rfr  auch  als  eine  Function  von  r betrachtet  werden  dürfe,  welche 

dt 

mit  fr  bezeichnet  werden  soll.  .Man  erhalt  hiernach 

y-TtrW’-O’ 

folglich  durch  Differentiation  den  Ausdruck  der  Kraft 
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oder,  wenn  darin  wieder  ~ für  fr  gesetzt  wird, 


,/ 

dr; 

u ee  1 , 

. t dr2 

, *r 

dr  dt 

dr  rr  * 

cc  * dt1 

+ cc  1 

dl  * dr  i 

wofür  geschrieben  werden 

kann 

dV  __  eer  i 

f . 1 dr- 

. *r 

ddr\ 

dr  rr\ 

L cc  dt - 

+ cc 

ir  ) ■ 

.Man  sieht  hieraus,  dass 

et'  / I dr ‘ . \ 

7 V rc  * dfi  ) 

eine  Funrlion  ist,  deren  Diirerentialquotient  nach  r die  Ahstossungs- 
kralt  der  beiden  Theilehen  e und  e darstellt , wenn  r ihren  Abstand 
und  *(r  ihre  relative  Geschwindigkeit,  als  Functionen  der  Zeit  be- 
trachtet, bezeichnen.  Da  nun  ” — i j = 0 wird,  wenn  c 

und  e sieh  unendlich  weit  von  einander  entfernen;  so  ist 
” ( * — l)  das  Potential  der  elektrischen  Theilehen  e und  e\ 

d.  h.  die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  beiden  Theil- 
ehen, unter  Einwirkung  ihrer  Abslossungskraft , aus  unendlicher  Ent- 
fernung his  zur  Entfernung  r genähert,  hier  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit ^ unlangen.  *) 

Es  gehl  daraus  zugleich  hervor,  dass  die  Arbeit,  welche  bei  der 
Ucherfuhrung  eines  Systems  von  Theilehen  e,  c,  aus  'einer  gewissen 
l.age  und  einem  gewissen  Bewegungszustande,  in  eine  andere  Lage 
und  in  einen  andern  Bewegungszustand  verrichtet  wird,  nur  von  der 
1-age  und  Bewegung  am  Anfang  und  am  Ende  abhängig  ist,  dage- 

*)  Von  diesem  Gesetze  <l«*s  elektrischen  Potentials  ist  auch  Beer  in  der  Ein- 
leitung in  die  Elektrodynamik  ausgegangen.  Siehe  »Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die 
Kehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  von  August  Beer.  Nach  dem  Tode 
iles  Verfassers  herausgegeben  von  Julius  Plüeker.«  ßraunschwcig  1865.  S. 250. — 
l>as  Gesetz  de»  Potentials  als  Grundgesetz  an  die  Spitze  zu  stellen  und  das  Gesetz 
der  Kraft  daraus  ahzuleiten  dürfte  kein  Bedenken  linden.  In  manchen  Beziehungen 
lasst  sieh  von  der  physischen  Existenz  d e r durch  das  Potential  nusge- 
d rückten  Arbeit  mit  mehr  Kerhl  sprechen,  als  von  der  physischen  Existenz 
einer  Kraft,  von  der  man  nur  sagen  kann , dass  sie  physische  Verhältnisse 
der  Körper  zu  ändern  sucht. 
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gen  unabhängig  von  dom  Wege,  auf  welchem  die  Ucberftlhrung  er- 
folgt ist,  und  unabhängig  von  den  Bewegungszustanden,  welche  auf 
diesem  Wege  statt  gefunden  haben. 

i. 

Elektrische  Grundycselze. 

Das  (jesetz  des  elektrischen  Potentials  scheint  zwar 
seiner  Einfachheit  nach  den  wahren  elektrischen  Grundgesetzen  weit 
naher  zu  stehen,  als  das  viel  complicirtere  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft;  jedoch  lasst  sich  auch  der  Ausspruch  jenes  Gesetzes 
noch  aullösen  in  zwei  einfachere  Gesetze,  welche  auf  folgende 
Weise  ausgesprochen  werden  können. 

Erstes  Gesetz.  Wenn  zwei  Thcilchcn  e und  e in' zwei  Enl- 
fumungen  r und  p in  relativer  Ruhe  oder  in  gleicher  re- 
lativer Bewegung  sich  betinden;  so  verhalten  sich  die 
Arbeiten  V und  U,  welche  verrichtet  werden,  wenn  beide 
Thcilchcn  unter  wechselseitiger  Einwirkung  aus  diesen  beiden 
Entfernungen  in  unendliche  Entfernung  gebracht  werden,  um- 
gekehrt wie  diese  beiden  Entfernungen,  d.  i. 

V:f/=p:r  (1) 

Zweites  Gesetz.  Die  Arbeit  U,  die  unter  Einwirkung  der 
Kraft,  welche  die  Theilchen  e und  e auf  einander  ausilben, 
verrichtet  wird,  wenn  diese  Theilchen  aus  einer  bestimm- 
ten mit  der  Grösse  ee  proportionalen  Entfernung, 
p = — , in  unendliche  Entfernung  gebracht  werden,  bildet  zu- 
sammen mit  der  lebendigen  Kraft  a*,  welche  den  Theil- 
chen in  Folge  ihrer  relativen  Bewegung  bei  der  Entfernung 
p zukam,  eine  constante  Summe,  nämlich  <t,  d.  i. 

V -t-  = (i  . (2) 

Aus  Gleichung  I)  folgt  nämlich 

V = r V, 

c 

und  hicinil  folgt  aus  Gleichung  2, 

— V'  -i-  x — a , 
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oder,  da  p = n war, 

Die  relative  lebendige  KraR  a1  ist  nun  alter  dem  Quadrate  der  relati- 
ven Geschwindigkeit  ^ proportional,  wonach  man  ftlr  ti  eine  neue 
(konstante  cc  einführen  kann,  indem  man  niimlich 

x I dr-  j, 

a cc  ' <U~  ■ 


* Bezeichnen  * uiiil  *'  Hie  Massen  der  Tlicilclicii  e iimt  c unit  u,  6 die  Ge- 
schwindigkeiten von  t in  der  Itirlituug  r und  senkrecht  darauf,  u . ?'  dieselben  Ge- 

(ff 

sch  windigk  eiten  für#  . wonach  n — a = — die  relative Geschwindigkeit  beider  Tlicil- 

a< 

chen  ist ; so  ist 

} t (aa  4-  66)  4-  J *'  [aa  -I-  6'6*} 

tlic  ganze  den  beiden  Tlieilrhcn  zugehörige  lebendige  Kraft.  Setzt  man  nun 


für  «, 


Ht  + f'n’  *'(<*  — «') 
* + *'  * + *' 


für  a\ 


nt  + t (a  — <*') 

( + t'  F+  *'  ’ 


so  erhält  man  die  ganze  lebendige  Kraft  der  beiden Theilchen  als  Summe  zweier  Theile 
folgendermassen  darge.stelll,  nämlich 


1 ft’  dr-  \ /(t« + *'«')* 

2 r+T'  + t v « + «' 


e€6  4-  $'6'6'^  . 


wovon  der  erste  re  Thcil , nämlich  * ff  dr  die  relative  lebendige  Kraft 

2 ( + t'df2 

tler  beitlen  Theilchen  ist,  welche  oben  mit  .r  bezeichnet  worden,  a ist  nun  auch  eine 
relative  lebendige  Kraft  derselben  Theilchen,  aber  bei  einer  bestimmten  relativen  Ge- 
schwindigkeit c derselben,  wonach  also  a = — • cc  isl.  Hieraus  ergiebl  sich 

X = 4 • $=-  , wie  oben  angegeben  wordeu. 
a cc  dp  ° 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  der  zweite  Theil  der  obigen  Summe, 
nämlich  * + *66  4-  , nochmals  getheili , wieder  als  Summe 

zweier  Theile  dargestcllt  werden  kann,  nämlich 


t u'  di*  i / [ta  + g V)2 
2 « + 2 \ e + t' 


• + «')  7/)  . 


wo  die  Geschwindigkeit  darstellt , mit  welcher  die  beiden  Theilchen  gegen  einan- 
der, im  Baume,  senkrecht  gegen  r sich  bewegen,  während  y die  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunkts  beider  Theilchen  senkrecht  gegen  r darstellt.  Es  ergiebl  sich  hiernach 
die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft  in  drei  Theile  zerlegt. 
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setzt  Alsdann  orhitll  man 

v=  ”Yi  — — . 

. — r V cc  it-J 

Hier  bezeichnet  V die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  bei- 
den Theilchen  aus  der  Entfernung  r in  unendliche  Entfernung  ge- 
bracht werden.  Soll  V die  Arbeit  bezeichnen,  welche  verrichtet 
wird,  wenn  die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die 
Entfernung  r gebracht  werden,  was  angenommen  zu  werden  pflegt, 
damit  positive  Werthe  von  Abs Inssung  bedeuten;  so  ergiebt  sich 

ee'  ( K dr-  . \ 

A r \ cc  dP  ) ’ 

d.  i.  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials. 


o. 

Princip  der  Erhaltung  der  Energie  für  zwei  Theilchen,  welche  ein 
abgexnndertex  Sgstrin  bilden . 

Die  beiden  im  vorigen  Artikel  ausgesprochenen  Grundgesetze, 
welche  sich  bezeichnen  lassen  als 

das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Potentials  von  der  Entfer- 
nung, bei  gleicher  relativer  Bewegung,  und  als 
das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Potentials  von  der  relativen 
Bewegung,  bei  einer  bestimmten  Entfernung, 
bedürfen  noch  einer  näheren  Erläuterung  in  Betreff  ihres  Verhältnis- 
ses zu  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

Nach  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  werden  drei 


nämlich 


1 


dr'1 


V 


i t + f’ 

wovon  der  erste  Tlieil , nämlich 


!ä-  ...  1 /ff« + *V)*  , , \ 

ü»  3 * { r+t-  + ■ 

die  relative  lebendige  Kraft 


1 t( ' ds - 
S f + *'  ' di1 
I ft'  dr 2 
S t + e'  dt’ 

der  beiden  Theilchen  ist,  ferner  die  beiden  ersten  Theile  zusammen,  nämlich 
- f*  , | ,r . | die  ganze  innere  lebendige  Kraft  oder  die  innere  Bowe- 

gu  ngseiiergie  des  Systems  darstellt,  im  Gegensatz  zum  dritten  Theile, 
uändieb  * ( . welcher  die  ii unsere  lebendige  Kraft  oder 

die  äussere  Bewegungsenergie  des  Systems  d.  i.  die  dem  Schwerpunkt 
beider  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft  darstellt. 
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Formen  der  Energie  unterschieden,  nämlich  ilie  Bewegungsener- 
gie, die  Po  teilt  i u le  ne  rg  ie  und  die  Wärmeenergie. 

Die  Bewegungsenergie  ist  der  von  der  vorhandenen  Bewe- 
gung abhängige  I'heil  der  Energie,  und  es  wird  eine  besondere  Be- 
stimmung darüber  gegeben,  wie  er  von  der  Bewegung  abhängt, 
nämlich  theils  von  der  Grosse  der  bewegten  Masse,  tiieils  von  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Masse  sich  bewegt. 

Dieselbe  Bestimmung  gilt  auch  von  der  Wärmeenergie,  wenn 
nach  der  mechanischen  NVürmelheorie  die  Wärme  als  eine  innere 
Bewegung  in  den  Körpern  betrachtet  wird.  Handelt  es  sich 
aber  um  ein  System  zweier  Elemcntartheilchen,  d.  i.  solcher 
Theilchen,  in  deren  Innerem  keine  Bewegung  statt  findet;  so  leuch- 
tet ein,  dass  bei  einem  solchen  Systeme  die  Wärmeenergie  wegfällt, 
und  dass  blos  die  Bewegungsenergie  und  die  Potcntialener- 
gie  übrig  bleiben. 

Die  Potentialenergie  endlich  ist  der  von  dem  vorhandenen 
Potentiale  abhängige  Theil  der  Energie,  und  es  bedarf  für  die  Poten- 
tialenergie einer  näheren  Bestimmung,  wie  sie  vom  Potential  ab- 
hängt, geradeso,  wie  es  für  die  Bewegungsenergie  einer  nähern 
Bestimmung  bedurfte,  wie  sie  von  der  Bewegung  abhinge. 

Eine  solche  nähere  Bestimmung  ist  nun  gegeben  worden,  indem 
man  die  Potentialenergie  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  dem  Po- 
tential gleich  gesetzt  hat.*) 

Die  Berechtigung  zu  dieser  Bestimmung  fand  man  darin , dass 
das  Potential  eine  der  Bewegungsenergie  homogene  Grösse  ist,  welche, 
wenn  sie  negativ  genommen  und  zu  der  Bewegungsenergie  hinzuge- 
fügt wird,  stets  die  nämliche  Summe  giebt,  solange  lieide  Theilchen 
ein  abgesondertes  System  bilden,  welches  weder  von  Aussen 
Energie  mitgetheilt  erhält,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 

*}  Das  Vorzeichen  des  Poteutials  V wird  so  bestimmt,  dass  posilnc  W’erllie 
von  jj-  nbslossende  Kräfte  bezeichnen;  das  Vorzeichen  der  Po  len  Malen  ergie  rich- 
tet sich  nach  dem  Vorzeichen  der  Arbeit , welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  der 
Theilchen  verrichtet  wird,  während  die  beiden  Theilchen  aus  der  Entfernung  r in  un- 
endliche Entfernung  gebracht  werden.  Für  zwei  ponderahelc  Theilchen  m,  m'  ist  da- 
her das  Potential  V = , die  Potenlialetiergie  =*  — . Für  zwei  elektrische  Theil- 

chen  c,  e ist  das  Potential  = re  ( — ~ — I V die  Potentialenergie  r=  ( \ — 1 

r \cc  dP  J . ® r \ cc  JP ) 
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Hat  man  z.  B.  ein  System  zweier  |mmierabelen  Tlieilchen  in,  m, 
so  ist  das  Potential 

1 7 mm* 


und  die  innere  lt*bt»mlit<«*  Kraft,  oder  die  innere  Bewegungs- 
energie des  Systems,  ist 


mm' 
m + mi' 


mi  -+- ««) , 


wenn  u = £ die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Tlieilchen,  « 
den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten  im  Baume  senkrecht  gegen 
r bezeichnet.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht  für  ein  solches  abgesonder- 
tes System,  wenn  r — r„  und  « = «„  für  u = 0 gesetzt  wird, 


tm  = + _ r"+r„«)  *)  , 

'o  V r *u  / ' ' 

folglich  die  Summe 


•)  Die  Kraft,  mit  welcher  die  beiden  Tlieilchen  auf  einander  wcrhselaeititt  wirken,  , 

nämlich  . mit  m di\  idirt,  siebt  die  llesrlileiinixims  des  Tlieileliens  in,  = — ~ ; mit 
ar  w ar 

m <ii\ idirt , die  Beschleunigung  des  Theilchens  iw\  = — ; folglich  ist  der  von  ihrer 

Wechselwirkung  Iierrührende  Theil  der  relnlixen  Beschleunigung  beider  Tlieilchen 

= ( -f-  , während  derjenige  Theil  der  relativen  Beschleunigung  beider 

\ »i  mi  / ar 

Tlieilchen,  welcher  \on  ihrer  Drehung  um  einander  herrührt  , durch  ““  ausgedrückt 

du 

wird.  Zieht  man  nun  den  letzteren  Theil  \oo  der  ganzen  Beschleunigung  — ab  : so 

di 

erhält  man  folgende  Gleichung 

du  an  / i ^ 4 \ dV 

dl  r \ mi  m' ) dr 

Setzt  man  für  den  Augenblick  wo  ti  = 0 ist,  r = r0  und  a = crw : so  ergiebt  sich  für 
den  Fall,  dass  auf  die  beiden  Tlieilchen  blos  die  \on  ihrer  Wechselwirkung  lierrübren- 
den  Anziehungskräfte  wirken, 

ar  = aur0  . 


Hiernach  ergiebt  sich  durch  Integration  obiger  Dillereulialgleichung , nachdem  sie  mit 
idr  = tudl  multiplicirt  worden, 


tifi  -4- 


und  hierau 


( \ \ \ /i  \ \ ( mm'  mnT\ 

- ~)  = * + -*){—  ~ r„  ) 

ro  — r / S(m  + m'|  r0  +•  r \ r0  — r/S  !m  + m'i  r„  + r \ 
— r V ro  r u“°")  ~ \ r r„  uu)  • 
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W - V = - =■' 

r0 


1 mm' 

, . «o«o  . 

2 t/i  m 


Diese  Summe  behalt  immer  denselben  Werth,  solange  als  die  Wert  he 
von  ru  und  «u  unverändert  bleiben,  d.  h.  solange  das  System  der 
beiden  Theilchen  weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhält,  noch 
nach  Aussen  abgiebt.  — Die  äussere  Bewegungsenergie  bil- 
det bei  einem  solchen  abgesonderten  Systeme  eine  constante 
Summe  für  sich.  — 

Dasselbe  gilt  nun  auch  ferner  für  zwei  elektrische  Theilchen 
e,  r',  deren  Potential  negativ  genommen,  zu  ihrer  Bewegungsenergie 
hinzugcfUgt , gleichfalls  immer  die  nämliche  Summe  giebt , solange 
beide  Theilchen  ein  abgesondertes  System  bilden. 

Denn  man  hat  IUr  ein  solches  System  zweier  elektrischen  Theil- 
chen das  Potential 


ferner  die  innere  Bewegungsenergie  des  Systems 


VI'  = 1 " , uu  • 

t i + » 


' 


«)  . 


wenn  u = die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Theilchen . n 
den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten  im  Baume  senkrecht  gegen 
r bezeiehnel.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht  für  ein  solches  abgeson- 
dertes System,  wenn  r = r»  und  « — «<,  für  u — 0 gesetzt  wird, 


*u 

« = — «o 


UM 


r - U \ ru 


r„  + r 


CCqCIq 


folglich  die  Summe 

VY  — V = — 

ro 


ee*  oofto  ee' 

Q * cc  r0 


1 **' 

2 t + 1' 


. Oo«o  • 


Audi  diese  Summe  beliUll  denselben  Werth,  solange  die  Wertlie  von 
r0  und  «u  unverändert  bleiben,  d.  h.  solange  das  System  beider  Theil- 
chen weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhült  noch  nach  Aussen 
abgiebt.  M)  — Für  die  Uussere  Bewegungsenergie  gilt  bei 


Siehe  Art.  II. 

Id  der  sehr  lehrreichen  Schrift  des  Herrn  Tail:  Sketch  of  Ihermodynamics. 
Edinburgh  1 868.  findet  ^.ieh  pag.  76,  mit  Beziehung  auf  die  >ou  Hiemann  und 
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einem  abgesonderten  Systeme  für  zwei  elektrische  Tlieil- 
chen  dasselbe  wie  für  zwei  ponderabele  Theilchcn.  — 

6. 

Ausdehnung  den  Principe  der  Erhaltung  der  Energie  auf  zwei  elek- 
trische Tlieilclten,  welche  kein  abgesondertes  System  bilden. 

Setzt  man  die  Potentialenergie,  wie  es  im  vorhergehenden  Ar- 
tikel geschehen,  dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich,  so  gilt  das 
Prineip  der  Erhaltung  der  Energie  für  zwei  Theilchcn  nur  so  lange, 
als  diese  beiden  Theilchcn  ein  abgesondertes  System  bilden,  d.  h. 
so  lange,  als  das  System  beider  Theilchcn  weder  Energie  von  Aussen 
mitgetheilt  erhalt,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 

War  die  ganze  Energie  eines  solchen  abgesonderten  Sy- 
stems zweier  Thcilchen  = A,  bleibt  aber  dieses  System  nicht  abge- 
sondert,  sondern  wird  ihm  von  Aussen  die  Bewegungsenergie 
= (i  mitgetheilt;  so  scheint  zu  folgen,  dass,  wenn  darauf  das  System 
wieder  abgesondert  würde,  die  ganze  Energie  wieder  constant 
werden  und  constant  bleiben  würde,  so  lange,  als  es  abgesondert 
bliebe;  dass  aber  die  dem  abgesonderten  Systeme  zukommende 
ganze  Energie  wahrend  seiner  letzteren  Absonderung  den  constan- 
len  Werth  A -+-  a haben  würde,  also  einen  um  a grösseren  Werth, 
als  wahrend  seiner  früheren  Absonderung.  Es  ist  hiemit  aber  die 
Unmöglichkeit  der  Ausdehnung  des  Princips  der  Erhaltung  der  Encr- 


Loreni  in  PoggomlorlTs  Annalen  1867  erschienenen  Untersuchungen , folgende 
Stolle  : But  the  investigations  of  these  nutliors  an*  entirely  based  on  Wcbcr's  inad- 
tlieorv  of  the  forees  oxerted  on  each  otlier  by  ui  o v i n g e I e c 1 r i c p a r t i c I e s , 
for  wich  tiie  Conservation  of  energy  is  not  true  — wliile  Maxwcll's  result  is  in  per- 
fect eonsistencc  witli  that  great  principlc.  Diese  Behauptung  des  Herrn  Tait  erscheint 
mit  Ohig(*m  in  Widerspruch.  Herr  Tait  hat  pag.  56  desselben  Werks  angeführt,  dass 
Hel  inh  olt  z die  Lehre  von  der  Energie  auf  Newton’s  Prineip  lind  auf  folgendes  Po- 
stulat gegründet  habe:  Matter  consists  of  ultimate  partieles  wliich  exert  upon  eacli 
olber  forees  wbo.se  direetions  an*  tboso  of  the  lines  joining  eaeli  pair  of  parlicles,  and 
whose  magnitudes  depend  solely  on  the  distanees  between  the  partieles.  Es  leuchtet 
der  Widerspruch  des  elektrischen  Grundgesetzes  mit  diesem  Postulale  wohl 
ein.  aber  keineswegs  m i t d e m P r i n c i p e der  E r halt  u 11  g der  Energie,  was 
Herr  Tait  verwechselt  zu  haben  scheint. 

AMijudl.  «I  K S.  Gmrllxrh  d.  WiniwtMcb.  XV.  £ 
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gie  auf  zwei  elektrische  Theilclicn,  welche  kein  abgesondertes  System 
bilden,  noch  keineswegs  vollständig  bewiesen. 

Denn  streng  genommen  ist  dies  nur  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen,  dass  die  Potentialenergie  dos  Systems  blos  von  der 
Entfernung  beider  Theilchen  abhange;  wenn  dagegen  die  Poten- 
lialenergie  nicht  blos  von  der  Entfernung  beider  Theilclicn,  son- 
dern auch  von  ihrer  gegenseitigen  Bewegung  ahhüngt;  so  leuchtet 
ein,  dass  das  System,  wahrend  es  von  Aussen  die  Bewegungs- 
energie = ii  mitgetheilt  erhalt,  dadurch  mittelbar  auch  eine  Aeu- 
derung  seiner  Potenlialenergie  erleiden  muss.  Es  wäre  dann 
also  möglich,  dass  diese  mittelbar  von  Aussen  herrührende  Aende- 
rung  der  Potentialenergie  = — a wäre,  so  dass  die  ganze 
Energie  Bewegungsenergie  und  Potentialenergie  zusammen)  beider 
Theilchen,  auch  wenn  sie  kein  abgesondertes  System  bilden,  immer 
denselben  Werth  behielte. 

Dies  tindet  nun  zwar  für  ein  System  zweier  elektrischen 
Theilchen  wirklich  nicht  statt,  weun  man  die  Potenlialenergie 
dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich  setzt,  was  also  jene 
Ausdehnung  des  Princips  unmöglich  machen  würde,  was  seihst  aber 
keineswegs  als  nuthweudig  nachgewiesen  ist.  Im  Allgemeinen  wurde 
nümlich  nur  eine  nähere  Bestimmung  darüber  erfordert,  wie 
die  Potentialenergie  vom  Potentiale  abhünge,  wobei  nur 
einleuchtete,  dass  zwischen  Potential  und  Potcntialencrgic,  weil  sie 
homogene  Grossen  waren,  ein  reines  Zahlcnverhültniss  statt  linden 
müsse.  Ob  aber  dieses  Zahlcnverhültniss  immer  das  VerhUllniss  von 
-+-  I zu  — 1 sei,  oder  ob  dieses  Verhültniss  anders  zu  bestimmen 
sei,  kann  noch  iui  Allgemeinen  als  zweifelhaft  betrachtet  werden,  wo- 
mit die  Möglichkeit  jener  Ausdehnung  des  Princips  bleibt. 

Unter  Potential  zweier  Theilchen  versteht  man  nümlich  die- 
jenige Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider  Theil- 
chen verrichtet  wird,  wahrend  die  beiden  Theilchen  auf  beliebige 
Weise  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  vorhandene  Entfernung  r 
mit  der  vorhandenen  relativen  Geschwindigkeit  ^ versetzt  werden. 

Man  sieht  aber  ein,  dass  Arbeit  in  Folge  der  Wechselwirkung 
beider  Theilchen  nicht  blos  verrichtet  werde  wührend  der  Ver- 
setzung aus  grösserer  Entfernung  in  die  Entfernung  r,  sondern 
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auch  während  der  Versetzung  aus  kleinerer  Entfernung  in  die 

Entfernung  r.  Und  es  liegt  gar  kein  Grund  vor,  die  dem  Systeme 

zuzuschreibende  Energie  blos  von  jener  Arbeit  und  nicht 

auch  von  dieser  Arbeit  abhängig  zu  machen. 

Zum  Beispiel  kennte,  wenn  jene  Arbeit  nach  Art.  4 mit  V, 

diese  Arbeit  mit  — 1"  bezeichnet  wird,  die.  dem  Systeme  zuzu- 

schreibende  Potentialenergie  der  Differenz  beider  Arbeiten  gleich 

sein,  nämlich'  =s  ^~rV — V = — --  V.  Diese  Differenz  bei- 
e e 

der  Arbeiten  ist  offenbar  die  Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wech- 
selwirkung beider  Theilchen  während  der  Versetzung  von  dem 
Grenzwerth  der  kleineren  Entfernung  zum  Grenzwerth  der 
grösseren  Entfernung  verrichtet  wird,  d.  i.  der  Werth,  welchen 

— V = ^(.|  — annimmt,  wenn  darin  r dem  Grenzwerthe  der 
kleineren  Entfernung  gleich  genommen,  oder  r = p gesetzt 
wird,  wo  p den  Grenzwerth  der  kleineren  Entfernung  be- 
zeichnet. Hiernach  ist  also  diese  Differenz  beider  Arbeiten 


Bei  solcher  Bestimmung  der  Potentialenergie  fttr  ein  System 
zweier  elektrischen  Theilchen,  wo  jene  erstere  Arbeit 

ist,  würde  also  zur  Bestimmung  der  letzteren  Arbeit  es  nur  noch 
der  Bestimmung  des  Werths  von  p bedürfen,  nämlich  der  kleine- 
ren Entfernung,  für  welche  letztere  Arbeit  gelten  soll. 

Diese  kleinere  Entfernung  muss  nun,  ebenso  wie  jene 
grössere  Entfernung,  für  sich,  unabhängig  von  den  vor- 
handenen Verhältnissen  der  beiden  Theilchen,  bestimmt  sein. 
Für  die  grössere  Entfernung  war  dies  dadurch  erreicht,  dass 
man  ihr  einen  unendlich  grossen  Werth  beilegte;  für  die  kleinere 
Entfernung  lässt  sich  dasselbe  erreichen,  wenn  man  ihr  den  Werth 
= 2 ' . beilegt,  eine  Entfernung  welche  durch  die  Theilchen 

e,  e,  durch  ihre  Massen  t,  t und  durch  die  bekannte  elektrische 
Gonstante  c gegeben  ist. 

Wird  nun  die  kleinere  Entfernung  diesem  Werthe  von  p gleich 
gesetzt,  so  erhält  man,  da 
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war,  «len  gesuchten  Werth  der  Potcnlialenergie 
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Zu  der  hier  gemachten  Unterscheidung  zwischen  Potential- und 
Potcnlialenergie  zweier  elektrischen  Theilchen  und  der  hiernach 
gegebenen  Bestimmung  ihres  Verhältnisses,  möge  nun  auch  noch 
eine  ähnliche  Bemerkung  über  den  zwischen  lebendiger  Kraft 
und  Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zu  machenden  Unter- 
schied hinzugefilgt  werden.  Denn  auch  die  Bewegungsenergie 
zweier  Theilchen  braucht  nicht  nothwendig  der  ganzen  beiden 
Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  gleichgesetzl  zu 
werden,  sondern  es  wird  im  Allgemeinen  nur  eine  nähere  Be- 
stimmung darüber  erfordert,  in  welcher  Beziehung  die 
Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zur  ganzen  den  bei- 
den Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  stehe. 

Die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige 
Kraft  ist  nun  in  der  Note  Art.  4 als  Summe  zweier  Theile  darge- 
slellt  worden,  wovon  der  erstere  Theil,  nümlich  die  re- 

lative lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  genannt  wurde. 
Der  andere  Theil  war  derjenige,  welcher  beiden  Theilchen  zukam  in 
Folge  ihrer  Drehung  umeinander  im  Baume  und  in  Folge  der  Be- 
wegung ihres  Schwerpunkts  im  Baume. 

Geht  man  nun  bei  der  Feststellung  des  Begriffs  der  Energie 
zweier  Theilchen  davon  aus,  dass  das  Princip  der  Erhaltung 
der  Energie  zweier  Theilchen  im  Wesen  der  beiden  Theilchen  be- 
gründet sein  soll,  und  zwar  im  Wesen  der  beiden  Theilchen 
als  abgesondertes  System  betrachtet,  so  leuchtet  ein,  dass 
zu  diesem  Zwecke  der  Begriff  der  Energie  zweier  Theilchen  (ganz 
unabhängig  von  den  Beziehungen  in  welche  diese  Theilchen  zu  allen 
andern  Körpern  im  Baume  stehen  mOgen)  nur  von  den  im  Systeme 
beider  Theilchen  als  solchem  dargebotenen  Verhältnissen  abhängig 
gemacht  werden  dürfe. 
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Wendet  man  diesen  Grundsatz  nun  auf  die  Bewegungsener- 
gie zweier  Tlieilchen  an.  wie  cs  soeben  in  Beziehung  auf  die  Po- 
lentialenergie  geschehen  ist;  so  sieht  man,  dass  die  Bewegungs- 
energie von  dem  ersten  Theile  der  ganzen  den  beiden  Theilchen 
ungehörigen  lebendigen  Kraft,  nünilich  von  der  relativen  leben- 
digen Kraft  der  beiden  Theilchen  abhängig  gemacht  werden  dllrfe, 
aller  nicht  von  dem  zweiten  Theile  der  ganzen  lebendigen  Kraft, 
welche  nämlich  den  beiden  Theilchen  nur  in  Folge  ihrer  Drehung 
umeinander  im  Raume  und  in  Folge  der  Bewegung  ihres  Schwer- 
punkts im  Raume  zukommt,  weil  dieser  Theil  von  Verhältnissen  ab- 
hangt, welche  von  den  Theilchen  selbst  unmittelbar  nicht  dargeboten 
sind.  Denn  die  beiden  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  bieten 
in  räumlicher  Beziehung  unmittelbar  nichts  dar  als  ihren  Abstand, 
woraus  keine  Kenntniss  von  Drehung  oder  Fortbewegung  des  Schwer- 
punkts im  Raume  zu  entnehmen  ist. 

Es  soll  daher  in  Folgendem  unter  Bewegungsenergie  zweier 
Theilchen  nicht  die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  leben- 
dige Kraft,  sondern  nur  die  relative  lebendige  Kraft  der  beiden 
Theilchen  verstanden  werden. 

Hiernach  würde  nun  aber,  wie  man  leicht  ersieht,  das  System 
zweier  elektrischen  Theilchen  c,  e während  es  von  Aussen  die  Be- 
wegungsenergie = ii  initgetheilt  erhielte,  wirklich  eine  Aende- 
rung  seiner  Potentialenergie  = — a erleiden,  so  dass  die 
ganze  Energie  des  Systems  beider  Theilchen  immer  denselben 
Werth  behielte,  sowohl  wenn  die  beiden  Theilchen  ein  abgesonder- 
tes System,  als  auch  wenn  sie  kein  abgesondertes  System  bilden. 
Denn  setzt  man  die  von  Aussen  mitgetheilte  Bewegungsenergie 

« = T^TPVV' 

während  die  vor  dieser  .Miltheilung  vorhandene  Bewegungsener- 
gie der  Theilchen 

4 «' 

= T7Ti'  ,hU" 

war,  so  ist  die  nach  dieser  Miltheilung  vorhandene  Bewegungs- 
energie 

t 7+7  uu  = T T+F^*»  + ")  ; 
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folglich  ist  die  Potentialenergie  vor  jener  Mitlheilung 

- j v»  — ’ 

die  Potentialenergie  nach  jener  Mittheilung  dagegen 


~ « V = i « “V  («  “ «“)  = ilT^<CC  ~ *+)  ~ 


i I + l’ 


also  ist  die  in  Folge  jener  mitgetheilten  Bewegungsenergie 
= -t - a eingetretene  Aenderung  der  Potentialenergie 


i « + 1 


vv  = — a . 


7. 

Anwendbarkeit  auf  andere  Körper. 

Unterscheidet  man  zwischen  Potential  und  Polen  tialenergie 
zweier  elektrischen  Theilchen  auf  die  im  vorigen  Artikel  angegebene 
Weise,  wonach  nämlich 

das  Potential  diejenige  Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  verrichtet  wird  während 
die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  vor- 
handene Entfernung  r mit  der  vorhandenen  relativen  Ge- 
schwindigkeit versetzt  werden ; 

die  Potentialenergie  dagegen  die  negativ  genommene 
Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider 
Theilchen  verrichtet  wird  während  die  beiden  Theilchen  aus 
der  grösseren  Entfernung  r = oo  in  die  kleinere  r = p, 
welche  durch  die  Theilchen  e,  e,  ihre  Massen  t,  i und  durch 
die  Constante  c gegeben  ist,  mit  der  vorhandenen  relati- 
ven Geschwindigkeit  -t.  versetzt  werden; 
so  kann  letztere,  nämlich  die  Potentialenergie  in  der  angege- 
benen Bedeutung,  in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  wovon  der 
eine  dem  Potential  entgegengesetzt  gleich,  folglich  diejenige  Grösse 
ist,  welche  früher  allein  als  Potentialenergie  bezeichnet 
worden,  und  welche  von  jetzt  an,  nur  als  Theil  der  Potentialenergie 
betrachtet,  die  freie  Potentialenergie  heissen  möge.  Der  übrig 
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bleibende  Rest  ist  der  zweite  Theil,  welcher  die  latente  Poten- 
tialen ergie  heissen  möge. 

Es  lüsst  sich  alsdann  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie 
erstens  im  früheren  weiteren  Sinne  folgendermassen  aus- 
sprechen : 

für  ein  abgesondertes  System  zweier  Theilcbcn  ist  die 
Summe  der  Bewegungsenergie  und  der  freien  Poten- 
tialenergie immer  gleich. 

Denn  , solange  keine  Bewegungsenergie  von  Aussen  mitgethcilt  noch 
nach  Aussen  abgegeben  wird,  wird  jede  Aenderung  der  freien  Po- 
tentialenergie durch  eine  entgegengesetzt  gleiche  Aenderung  der  Be- 
wegungsenergie ersetzt. 

Es  lasst  sich  aber  alsdann  auch  zweitens  das  Princip  der  Er- 
haltung der  Energie  im  engeren  Sinne  (wenn  hiebei  Potential- 
energie und  Bewegungsenergie  in  der  eben  festgesetzten  Bedeutung 
genommen  werden)  folgendermassen  aussprechen : 

die  relative  Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  und 
die  ihnen  bei  dieser  Bewegungsenergie  zukommende  ganze 
Potent  ialenergie  bilden  zusammen  eine  stets  gleiche  Summe, 
das  System  möge  abgesondert  sein  oder  nicht. 

Hieran  lassen  sich  nun  folgende  Bemerkungen  knüpfen: 

1)  einem  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  kommt  blosse  Be- 
wegungsenergie zu; 

2)  zweien  Theilchen  kommt  zunächst  ebenfalls  Bewegungsener- 
gie zu.  welche  die  Summe  von  denen  ist,  die  ihnen  einzeln  betrach- 
tet zukommen ; 

3)  diese  Summe  besteht  aus  einem  Theilo  A,  der  thcils  ihrem 
Schwerpunkte  zugeschrieben  werden  kann,  theils  der  Drehung 
der  beiden  Theilchen  im  Raume  um  einander,  und  aus  einem  Theile 
li.  welcher  beiden  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  relativ  ge- 
gen einander  zukommt.  Dieser  letztere  Theil  B heisst  die  rela- 
tive Bewegungsenergie  oder  die  des  Systems  beider 
Theilchen. 

i In  dem  Systemo  beider  Theilchen  ist  aber  ausser  seiner 
Bewegungsenergie  noch  Etwas  vorhanden,  was  beiden  Theilchen  ein- 
zeln nicht  zukomml,  niimlich  eine  grössere  oder  geringere  Arbeils- 
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fähigkeil,  iu  Folge  der  Wechselwirkung  beider  Theilchen  auf  ein- 
ander. Das  Maass  dieser  Arbeitsfähigkeit  wird  mit  dem 
Namen  Potentialenergie  des  Systems  oder  relative  Poten- 
tialenergie der  beiden  Theilchen  bezeichnet,  und  zwar  dient 
zu  diesem  Maasse  der  Arbeitsfähigkeit  diejenige  Arbeit,  welche 
verrichtet  wird,  in  Folge  der  Wechselwirkung  der  beiden  Theilchen, 
während  ihrer  Versetzung  aus  der  kleineren  Entfernung  r = p 
in  die  grössere  r — oo,  wo  p durch  die  Theilchen  e,  e selbst, 
durch  ihre  Massen  f,  t und  durch  die  (konstante  c bestimmt  ist. 

5)  Das  auf  die  oben  angegebene  Weise  näher  bestimmte  Prin- 
cip  der  Erhaltung  der  Energie  findet  nun  aber  auf  zwei  Theilchen 
nur  dann  Anwendung,  wenn  das  Potential  der  beiden  Theilchen 
von  gleicher  Form  ist,  wie  das  zweier  elektrischen  Theilchen, 
nämlich 


V=  *-(—  — — \\ 

r \cc  ' dfi  ')  • 


Das  Potential  zweier  ponderabelen  Theilchen  m, 


gegen 


m ist  da- 


was  (altgesehen  vom  Vorzeichen)  unter  jener  Form  nur  subsumirt 
werden  kann,  wenn  der  Werth  der  (konstanten  c für  ponderabele 
Theilchen  unendlich  gross  ist;  doch  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich- 
keit genügen  wird,  der  konstanten  c nur  einen  sehr  grossen  Werth 
zuzuschreiben,  statt  eines  unendlich  grossen  Werthes,  um  in  keinen 
nachweisbaren  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  zu  gerathen.  Und  bei 
dem  ausserordentlich  grossen  Werthc,  der  auch  für  elektrische  Theilchen 
der  konstanten  c zugeschrieben  werden  muss,  scheint  es  für  ponderabele 
Körper,  zur  Vermeidung  aller  nachweisbaren  Widersprüche,  gar  nicht 
nölhig  einen  andern  Werth  anzunchmcn,  sondern  es  dürfte  gestaltet 
sein,  für  zwei  ponderabele  Theilchen  m,  in  das  Potential 

v = — Yt  _ 4 d/\ 

r \ cc  dt?/ 

zu  setzen,  und  darin  der  Conslanlen  c denselben  Werth  wie 
im  Potential  elektrischer  Theilchen  beizulegen. 

Sollten  aber  auch  künftige  feinere  Beobachtungsresultate  ergeben, 
dass  eine  solche  Gleichsetzung  des  Werths  der  konstanten  c für 
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ponderabele  Theilchen  nicht  gestattet  sei;  so  würde  immer  übrig 
bleiben,  für  ponderabele  Theilchen  der  Constanten  c einen  noch 
grösseren  Werth  beizulegen,  der  leicht  so  gross  genommen  werden 
kann,  dass  jeder  nachweisbare  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  voll- 
kommen verschwindet. 


Leber  die  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen 
durch  Wechselwirkung. 

8. 

Durch  das  elektrische  Grundgesetz  wird  die  Wirkung  bestimmt, 
welche  irgend  ein  Theilchen  auf  ein  anderes  unter  beliebigen  Ver- 
hältnissen ausübt.  Als  nitchslliegende  und  einfachste  Anwendung, 
welche  dieses  Gesetz  linden  kann,  scheint  sich  die  Entwickelung  der 
Bewegungsgesetze  zweier  Theilchen  unter  wechselseitigem  Einflüsse 
darzubieten ; es  hat  aber  ein  grösseres  praktisches  Interesse  gehabt, 
zunächst  die  Vertheilungsgeselze  ruhender  ElektricitSt  in  Conduclorcn, 
und  die  Gesetze  der  von  strömender  Elektricitiit  in  einem  geschlos- 
senen Leiter,  durch  die  in  einem  andern  Leiter  strömende  Elcktri- 
cität,  auf  diesen  letzteren  Leiter  ausgeübten  Krittle,  sowie  die  Ge- 
setze der  von  geschlossenen  Strömen  (oder  von  Magneten)  auf  die 
Elektricitiit  in  geschlossenen  Leitern  ausgeüblen  (elektromotorischen) 
Krüfte  zu  entwickeln,  weil  die  Resultate  dieser  Entwickelungen 
directe  Prüfungen  und  Bestätigungen  durch  die  Erfahrung  gestatte- 
ten. Fehlt  nun  auch  dieses  wichtige  praktische  Interesse  der  Ent- 
wickelung der  Bewegungsgesotze  zweier  Theilchen  unter  blossem 
wechselseitigen  Einflüsse;  so  dürften  doch  manche  Resultate  dersel- 
ben in  andern  Beziehungen  Aufmerksamkeit  verdienen. 

Das  Interesse  an  diesen  Resultaten  betrifft  nUmlich  vorzugsweise 
die  Molecularbc wegungen  zweier  Theilchen,  welche  von  aller 
directen  experimentellen  Forschung  ausgeschlossen  sind,  und  für 
welche  daher  der  Anwendung  des  aufgestellten  Gesetzes,  insofern 
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es  als  Erfahrungsgesetz  betrachtet  wird,  keine  Berechtigung  zuge- 
schriebcn  werden  kann.  Die  Entwickelung  der  Mo I ecu lar be- 
weg ungen  zweier  Theilchen  nach  dein  aufgestellten  Gesetze  darf 
daher  nur  als  ein  Versuch  betrachtet  werden,  für  die  Theorie  der 
Molecularbewegungcn,  an  der  es  noch  giinzlich  fehlt,  einen  Leitfaden 
zu  gewinnen,  der  für  sich  allein  freilich  nicht  genügt,  sondern  noch 
einer  wesentlichen  Ergänzung  bedarf.  Denn  ohne  die  Kenntniss 
und  genaue  Berücksichtigung  der  ohne  Zweifel  bei  den  Molecular- 
bewegungcn  zur  Mitwirkung  kommenden,  auf  Molecularenlfer- 
nungen  beschränkten  Molecularkrüfte  kann  den  sich  erge- 
benden Resultaten  keine  genaue  quantitative,  sondern  nur  inner- 
halb gewisser  Schranken  eine  Art  qualitativer  Geltung  zugeschrie- 
ben werden,  welche  nur  für  die  erste  Becognoscirung  des  Gebietes 
Bedeutung  habe. 


9. 

Bewegnntjen  zweier  elektrischen  Theilchen  in  Hiehtumj  der  sie 
verbindenden  Geraden. 


Für  zwei  blos  unter  wechselseitigem  Einfluss  sich  bewegende 
Theilchen  e,  e hat  man  nach  den  Grundgesetzen  Art.  i,  wenn 


I \ ec'  1 ff'  dr-  < ff' 

V ) CC  ’ x ~ t T+tV  • dfi  * a — i 7+?  • cc 


gesetzt  wird,  und  wenn  daselbst  die  Vorzeichen  von  V und  V nega- 
tiv genommen  werden,  um  die  Boten  tiale  damit  zu  bezeichnen. 


r e=i(r->-  '.■) 


et* 

— : r 

cc 


folglich 


- U -+- 


I ii'  dt*  I «*' 

4 f + »'  ■ ic!  4 t + e 


cc  ; 


dr -■ 
dt 


Findet  keine  Drehungsbewegung  der  beiden  Theil- 
chen um  einander  im  Baume  statt;  so  ist  j di  die  Beschleuni- 
gung des  Theilchens  e in  Richtung  von  r,  und  J,  ist  die  Be- 
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schien  nigung  des  Theilchens  e in  entgegengesetzter  Richtung.  Man 
erhalt  hiernach  die  relative  Beschleunigung  beider  Theilchen 

ddr  /I  I \ iil' 

**  V f "*"*'  / dr  ’ 

und  hieraus  durch  Integration  von  r = r„  bis  r = r,  wenn  der 
Werth  von  r,  in  dein  Augenblicke  wo  ^ = u = 0 ist,  mit  r„  bezeich- 
net wird , da  p =*  2 ( | •+■  j, ) •—  gesetzt  worden. 


tfr3 

dP 


1111 


r-r0  ^ 

r — P ’ r0 


CC  . 


r hat  stets  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth ; denn  p = 2 -f-  ^ “ hat_  einen  gegebenen  end- 

lichen, wenn  auch  sehr  kleinen  Werth,  welcher  positiv  oder  nega- 
tiv ist,  jenachdem  ee  positiv  oder  negativ  ist,  und  r„  =s ~ — — - 

CC  p 

hat  ebenfalls  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  negativen 
Werth,  weil  die  anfänglichen  Werthe  von  r und  mm,  aus  denen  r0 
bestimmt  werden  soll,  positive  und  messbare  Grössen  sein 
müssen,  welche  durch  Beobachtung  liestinunt  gedacht  werden. 

Ist  — positiv,  indem  Zahler  und  Nenner  positiv  sind,  so  sind 
alle  Bewegungen  auf  die  Entfernungen  ausserhalb  der  Strecke  pr0 
beschrankt  und  zerfallen  in  Fernbewegungen  und  Molecular- 
bewpgungen,  die  von  einander  durch  die  Strecke  pr„  geschie- 
den sind. 

Ist  re  aber  positiv,  indem  Zahler  und  Nenner  negativ  sind;  so 
erstrecken  sich  die  Bewegungen  über  alle  möglichen  Entfernungen, 
weil  die  Strecke  pr„  ausserhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt. 

Ist  ~ negativ,  wo  die  Strecke  pr„  theils  ausserhalb,  theils 
innerhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt;  so  sind  alle  Bewe- 
gungen auf  den  innerhalb  möglicher  Entfernungen  liegenden  Theil 
der  Strecke  pr0  beschrankt,  und  sind,  wenn  p positiv  und  r0  nega- 
tiv ist,  Molecu  la  rbewegungen. 

Es  ergiebt  sich  hiernach,  wenn  p und  r0  positiv  sind,  erstens, 
dass  kein  Uebergang  von  Fernbewegungen  zu  Molecularbe- 
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weg un ge  11  slatllindcl;  zweitens,  dass  un  ininier  kleiner  bleibt 
als  cc,  wenn  es  anfangs  kleiner  war;  drittens,  dass,  wenn  uu  < er, 
r und  »o  (beide  zugleich)  entweder  grosser  oder  kleiner  als  p sind. 

Hüll  man  sich  blos  an  die  Erfahrung , so  können  einige  dieser 
relativen  Bewegungen  der  beiden  Thoilehen  von  der  Betrachtung  ganz 
ausgeschlossen  werden;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich- 
keit unendlich  grosse  relative  Geschwindigkeiten  gar  nicht  Vorkommen, 
im  Gegentheil  ist  . fast  immer  als  ein  sehr  kleiner  Bruch  zu 

° cc  dt* 

betrachten. 

Diese  aus  der  Natur  entnommene  Beschränkung  ist  auch  still- 
schweigend zum  Grunde  gelegt,  wenn  V = ” ( 'r  d'‘, — I j als  Po- 
tential angenommen  wird,  welches  = 0 sein  soll  für  einen  un- 
endlich grossen  Werth  von  r.  Denn  wäre  ^ unendlich  gross,  so 
könnte  ee  ( 4 **  — I ^ auch  filr  einen  unendlich  grossen  Werth  von 

r \ cc  nt*  / 0 

r einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben. 

dv~ 

Ist  aber  der  Werth  von  ^ niemals  unendlich  gross,  so  muss 
es  einen  endlichen  Werth  geben,  den  *'  niemals  überschreitet.  Als 
ein  solcher  Werth  mag  cc  angenommen  werden. 

Diese  Beschränkung  der  relativen  Geschwindigkeiten  vorausge- 
setzt, ist  r„  immer  positiv,  und  es  giebt  für  jeden  Werth  von  r,  nur 
eine  einzige  stetig  zusammenhängende  Reihe  zusammengehöriger 
Werlhe  von  r und  ^ , und  zwar  erstrecken  sich 

wenn  p positiv  und  r„  > p ist, 

• . dv~  » 

die  zusammengehörigen  Werthe  von  r und  rf(,  von  r = r«  bis  r = oo 
und  von  d^{,  = 0 bis  . Die  betreffenden  Bewegungen  sind 

Fernbewegungen. 

Ist  fj  positiv  und  r„  <p,  oder  ist  p negativ; 

so  ei*strecken  sich  die  zusammengehörigen  Werthe  von  r = r„  bis 
r = 0 und  von  = 0 bis  = cc.  Die  betreffenden  Bewegungen 
sind  im  erstem  Falle,  wenn  p positiv  und  r„  < p ist,  und  desgleichen 
im  zweiten  Falle,  wenn  p negativ  und  r„<p  ist,  .Molec u larbe- 
weg un  gen;  wenn  aber  im  zweiten  Falle  r0>p  ist,  sind  die  be- 


Digitized  by  Google 


Klkkthodvnamischü  Maassbestimmingkn  etc. 


29 


treffenden  Bewegungen  theils  Fernbewegungen,  theils  Mole- 
cularbewegungen. 

Unter  der  angegebenen  Beschränkung  der  Bewegungen  erhttlt 
inan  also  für  zwei  blos  unter  wechselseitigem  Einfluss  sich  bewe- 
gende Tlieilchen  e,  e , wenn  keine  Drehungsbewegung  der 
The i leben  um  einander  im  Baume  statt  findet,  folgende  Be- 
wegungsgleichung,  nllmlich  wenn  dJ  = u gesetzt  wird, 

uu  r — ro  q 

cc  r — q r<)  ’ 

wo  (j  einen  durch  die  Tlieilchen  e,  e,  ihre  Massen  t,  t und  durch 
die  Constante  cc  gegebenen  Werth  hat,  und  r0  eine,  nach  dieser 
Gleichung  selbst , aus  dem  positiv  und  von  p verschiedenen,  sonst 
beliebig  anzunehmenden,  Anfangswerth  von  r,  und  aus  dem  positiv 
und  kleiner  als  cc,  sonst  beliebig  anzunehmenden,  Anfangswerth  von 
uu  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet. 


10. 

Zuci  Ayyregalzwilände  eines  Systems  von  zwei  yleichartigen  Tlieilchen. 

Für  zwei  gleichartige  Theilclien  bat  p einen  positiven  Werth. 
Da  nun  ferner  ftlr  jeden  Werth  von  r die  relative  Geschwindigkeit 
ii  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werlhe  annehmen  kann;  so  kann, 
obiger  Gleichung  ““  = r-~—  . — gemiiss,  * 

entweder  r zuerst  abnehmen  von  r = oo  bis  r = r»,  und  da- 
bei nimmt  u zu  von  u — — cy  r bis  u = 0;  sodann 
wird 

r wieder  zunehmen  von  r = r„  bis  r = oo,  und  dabei  nimmt 

u zu  von  u = 0 bis  u ==  -+-  e j/  f ; 

oder  es  kann  r zuerst  abnehmen  von  r = r„  bis  r = 0,  und 
dabei  nimmt  u ab  von  u — 0 bis  u — — c;  sodann  wird 

r wieder  zunehmen  von  r = 0 bis  r = r„,  und  dabei  nimmt 

u ab  von  u = ■+•  c bis  u = 0. 

Man  sieht  leicht,  dass  die  erster«  Bewegung  keine  wiederkeh- 
rende ist;  denn  nachdem  die  Entfernung  r von  beliebiger  Grosse 
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bis  r,,  abgenommen  hat,  wachst  sie  wieder  und  zwar  bis  ins  Unend- 
liche, d.  h.  sie  nimmt  niemals  wieder  ab.  Die  letztere  Bewegung 
ist  dagegen  eine  wiederkehrende,  indem  die  Entfernung  r ab- 
wechselnd von  r„  bis  0 abnimmt  und  abwechselnd  von  0 bis  r« 
wieder  zunimmt. 

Im  Augenblicke,  wo  r = 0 wird,  scheint  zwar  im  Werthe  der 
Geschwindigkeit  u ein  Sprung  einzutreten  von  — c zu  -+-  c ; in  der 
Thal  findet  aber  kein  Sprung  statt,  weil  — e bei  verschwindendem 
r dieselbe  Geschwindigkeit  bezeichnet,  wie  -l-  c bei  dem  von  Null 
an  wachsenden  r. 

Diese  beiden  Bewegungen  sind  ferner  von  einander  dadurch 
unterschieden,  dass  kein  Liebergang  von  der  einen  zur  andern 
statt  findet;  denn  ein  solcher  liebergang  würde  nach  obiger  Glei- 
chung für  die  Strecke  pr„  oder  r„p  nur  durch  imaginitre  Werthe  von 
u vermittelt  werden. 

Auf  diese  Trennung  der  beiden  Bewegungszustiindo  lässt  sich 
nun  die  Unterscheidung  zweier  Aggregatzustande  eines  Sy- 
stems von  zwei  gleichartigen  Theilchen  begründen,  nämlich 
eines  Aggregalzustandes,  bei  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  nur 
in  Fernbewegung  befinden  können,  und  eines  Aggregalzustandes, 
bei  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  nur  in  Mol  ecu  larbewe- 
gung  befinden  können.  Einen  Uebergang  von  dem  einen  Aggregal- 
zustandc  zu  dem  andern  gielit  es  nicht,  solange  beide  Theilchen  sich 
nur  unter  wechselseitigem  Einflüsse  bewegen. 

Zu  bemerken  ist  nur  noch  der  Umstand,  dass  hiebei  vorausge- 
setzt worden,  dass  die  beiden  Theilchen,  im  Baume  betrachtet,  keine 
andere  Bewegung  halten,  als  nach  der  Richtung  r;  jedoch  wird  in 
den  folgenden  Artikeln  auch  der  entgegengesetzte  Fall  betrachtet 
werden. 
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I I. 

Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilcheu , welche  iw  Raume,  in  einer 
Richtung  senkrecht  iiuf  die  sie  verbindende  Gerade,  ungleiche 
Geschwindigkeiten  besitzen. 

Bezeichnet  « den  Unterschied  der  Geschwindigkeiten,  welche 
zwei  elektrische  Theilchcn  e und  e,  hei  der  Entfernung  r von  ein- 
ander, im  Itaumc  in  einer  Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbin- 
dende Gerade  r besitzen;  so  ergiebt  sich  als  der  von  « abhUn- 
gige  Theil  der  relativen  Beschleunigung  d“ . 

Bringt  man  diesen  Theil  ” von  der  ganzen  Beschleunigung 
in  Abrechnung,  so  giebt  die  Differenz  denjenigen  Theil 

der  relativen  Beschleunigung  der  beiden  Theilchcn,  welcher  von  den 
Kräften  herrtthrt,  die  sie  auf  einander  austlbcn.  Nach  Art.  9 war 
dieser  letztere  Theil  = '•'7')  ^’  wonac^  folgende  Gleichung 

erhallen  wird : 

du  a/t  __  / 1 < \dV 

— — ^7  ~V ) dr  * 

Mult iplicirt  man  diese  Gleichung  mit  udt  = dr,  so  erhalt  man 

„du  ~ ««  y “(■;*  + v)-Tr,lr  . 

und  hieraus  folgt  durch  Integration,  von  dem  Augenblicke  an  gerech- 
net, wo  i/  = 0 ist,  wenn  der  Werth  von  r in  diesem  Augenblicke 
mit  r0  bezeichnet  wird, 


wo  V = — { — — I)  und  V0  = — — ist,  wo  aber,  um  die  letzte 

r V,«-  ' ro  9 

Integration  auszufUhren,  an  als  Function  von  r dargestellt  wer- 
den muss. 

Nun  ist  r . udt  das  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  Tlieil- 
chen,  welche  durch  Abstossungs-  oder  Anziehungskräfte  auf  einander 
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wirken,  bei  der  Bewegung  des  einen  Theilehens  um  das  ander«*  in 
dem  Zcitelemenl  dl  beschriebene  Flachenelemenl,  welches  für  gleiche 
Zeitelemente  dl  immer  gleichen  Werlh  behalt,  woraus  null  = rauutll 
folgt.  Setzt  man  also  hiernach 

i 

aa  = r0r0r(,jUu  . — 
rr 

im  letzten  Gliede  der  ohigen  Gleichung  ein,  und  fuhrt  dann  die  In- 
tegration aus;  so  erhall  man  folgende  Gleichung: 


2 ('  _l_  ’ \“'  (r~  n>  ■ 1 wA uu  gQgQ  r0r0--^rr 

\ i *' ) cc  \ rr0  " r ' cc ) cc  cc  rr  ’ 

woraus,  wenn  2 ^ = (j  gesetzt  wird,  die  Bewegungs- 

gleichung 

HK  r—  r0  / P r + r»  «oKp\ 

cc  r — (»  \ ro  r cc  ) 

erhalten  wird.  Wird  dieser  Werth  von  — in  die  Gleichung 


V = 


gesetzt,  so  erhalt  man 


rr  _ «T  / r - Co  />  , r + r#  «o  «o\  . \ 

r V r - V V r„  r cv  ) ) 

dV  _ «'  r„  — (>  te'  /.  / j C'  \ r0 n0uu 

dr  ry  * (r  — «)*  {r  — i»)4  \ \ r ) rr  ) cc  ’ 


12. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  für  zwei  Theilchen,  die  sich  unter 
wechselseitigem  Einflüsse  beliebig  im  Raume  bewegen,  eine  Glei- 
chung zwischen  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  u und  ihrer  relativen 
Entfernung  r gegeben,  nämlich 

UM  _ r — r,j  / p r + ru  upOpN 

cc  r-p  \r0  r cc  ) ’ 

worin  fj  eine  fUr  zwei  gleichartige  Theilchen  positive,  für  zwei 
ungleichartige  Theilchen  negative  Constante  bezeichnet. 

Es  ergeben  sich  nun  hieraus  ganz  ähnliche  Folgerungen  fUr  die 
freien  Bewegungen  zweier  Theilchen  im  Raume,  welche  in  einer 
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Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbindende  Gerade  ungleiche  Ge- 
schwindigkeit besitzen,  unter  dem  Einflüsse  ihrer  eigenen  Wechsel- 
wirkung, wie  für  die  Art.  10  betrachteten  Bewegungen  zweier  Theil- 
chen  in  Riebt  ung  der  geraden  Linie  r.  Es  ergiebl  sich  nüm- 
lich  auch  hier  für  zwei  gleichartige  Theilchen  wieder  die  Unter- 
scheidung derselben  zwei  Aggregatzustande,  nämlich  eines  Aggregat- 
zustaudes,  in  welchem  die  beiden  Thejlchen  Bewegungen  machen 
mit  periodischer  Wiederkehr  derselben  Lage  gegen  einander,  und 
eines  Aggregatzustandes,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  Bewegun- 
gen machen,  durch  welche  sie  von  einander  immer  weiter  entfernt 
werden  und  niemals  zu  derselben  Lage  zurUckkchren.  Einen  Ucber- 
gang  von  dem  einen  Aggregatzustand  zu  dem  andern  giebt  es  nicht, 
so  lange  als  beide  Theilchen  sich  uur  unter  dem  Einflüsse  ihrer 
eigenen  Wechselwirkung  bewegen. 


13. 

Eine  Drehung  der  beiden  Theilchen  um  einander  fordert  das 
Vorhandensein  einer  gewissen  Anziehungskraft,  wenn  die  beiden 
Theilchen  bei  dieser  Drehung  in  gleicher  Entfernung  von  einander 
bleiben  sollen,  und  diese  durch  die  Drehung  geforderte  Anziehungs- 
kraft wächst  bei  unveränderter  Entfernung  quadratisch  mit  der 
Drehungsgeschwindigkeit.  Hiernach  sollte  man  erwarten,  dass  cs  für 
zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen  in  einer  Entfernung  r„<p 
'wo  sie  einander  anziehen)  stets  eine  gewisse  Drehungsge- 
sc  h w i ndigkei  l «„  geben  müsse,  bei  welcher  die  durch  die 
Drehung  geforderte  Anziehungskraft  der  aus  der  Wechselwirkung 
der  beiden  Theilchen  resullirenden  Anziehungskraft  gleich  wäre,  so 
dass  die  beiden  um  einander  sich  drehenden  Theilchen  bei  dieser 
Drehungsgeschwindigkeit  in  gleicher  Entfernung  r„  von  einander 
blieben.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  die  aus  der  Wechselwir- 
kung beider  Theilchen  resullirende  Anziehungskraft  nicht  blos  von 
der  Entfernung  i'„,  sondern  auch  von  der  Drehungsgeschwindigkeit 
<i„  uhhüngt.  und  mit  letzterer  in  solcher  Weise  wächst,  dass  sie  stets 
grösser  bleibt  als  die  durch  die  Drehungsgeschwindigkeit  geforderte 
Anziehungskraft,  wonach  also  mit  jeder  solchen  Drehung  immer  eine 
wechselseitige  Annäherung  der  beiden  Theilchen  verbunden  ist. 

Abhjodl.  d.  K.  8.  CrsellKb.  J.  Wiucsich.  XV.  3 
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Gs  ergiebt  sich  nämlich  leicht,  dass  bei  zwei  gleichartigen 
Theilchen  e und  e,  wo  p einen  positiven  Werth  hat,  wenn  r = r„ 
und  folglich  u = 0 ist,  es  keinen  Werth  von  n0  giebt,  filr  welchen 
^ = 0 wäre,  was  der  Fall  sein  müsste,  wenn  beide  Theilchen  in  unver- 
änderter Entfernung  r„  bleiben  sollten.  Denn  es  ergiebl  sich  für 
r = Tu  aus  der  Gleichung  am  Schlüsse  von  Art.  1 1 


f + J«'), 

ro(r„  — pl  V « / 

und  hieraus  ferner,  weil  ~ “ = (|  •+• 

du  I /£_  a «QgoA 

dl  i r»-f  U«  + « / ’ 


p rr  dV 
i ee'  * dr 


war. 


■ du 
wonach  — 

dt 


nur  dann  = 0 sein  kann,  wenn 


«o«o  = ~HCC 

wäre,  was  ab<‘r  für  einen  positiven  Werth  von  p , d.  i.  wenn  e 
und  e gleichartig  sind,  nicht  möglich  ist. 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  bei  zwei  gleichartigen  Theilchen, 
wenn  r = r„  ist,  dt  entweder  positiv  oder  negativ  sei,  jenach- 
dem  r„  > p oder  r„  < p ist.  Die  beiden  Theilchen  entfernen  sich 
also  stets  von  einander,  wenn  r = r„  > p,  und  sie  nähern  sich  stets 
einander,  wenn  r — r„  < p ist,  welchen  Werth  auch  haben'  möge. 


14. 

Veher  die  Schwingungsdauer  eines  elektrischen  Atomen- Paares. 

Zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen,  in  einer  Entfernung  ■ 
r„  < p von  einander  (wo  ihre  relative  Geschwindigkeit  = 0 ist) , 
bleiben  nicht  in  dieser  Entfernung,  sondern  nähern  sich  einander 
von  r = r„  bis  r = 0 mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  von  u = 0 

bis  « = jX^cc -t- r°r““,)a" . ^ wächst,  d.  i.  ins  Unendliche,  wenn  die 
Drehungsgeschwindigkeit  im  Augenblicke,  wo  r = r„,  von  Null 
verschieden  war.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Zeitraum  in 
welchem  beide  Theilchen  von  r = r„  bis  r = 0 sich  nähern,  einen 
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endlichen  Werth  hat.  Dass  im  Augenblicke,  wo  r = 0 wird,  der 
Werth  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Theilchen 


Y(ee  + 


ro^o«o«o  < \ . 

o * r)  ü: 


wird,  hat  hier  nur  die  Bedeutung,  dass  diese  relative  Geschwindig- 
keit von  nun  an  als  eine  Entfemungsgcschwindigkeit  = + oo  zu 
setzen  ist,  während  sie  bis  dahin  als  Näherungsgeschwindigkeit 
= — oo  geworden  war.  Dies  vorausgesetzt  ergiebt  sich  leicht,  dass 
die  beiden  Theilchen  in  einem  zweiten  gleich  grossen  Zeiträume  ß 
sich  von  r = 0 bis  r = r0  wieder  von  einander  entfernen  werden. 
Der  Zeitraum  2ß,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  von  der 
Entfernung  r = r„  bis  r = 0 einander  mit  zunehmender  Geschwin- 
digkeit nähern  und  darauf  von  r = 0 bis  r = r„  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit  sich  von  einander  wieder  entfernen,  kann  die 
Schvvingungsdauer  des  von  den  beiden  elektrischen  Theilchen 
gebildeten  Atomen-Paa  res  genannt  werden. 

Es  bleibt  hienach  noch  die  Aufgabe,  die  Schwingungs- 
dauer 2ß  eines  solchen  Atomen- Paa  res  zu  bestimmen. 


Diese  Schwingungsdauer  lässt  sich  aus  der  Gleichung 

uu  _ r — !•„/  p r«  + r «o«o\ 
cc  r — p \ro  r rr  ) 


leicht  ableiten,  wenn  man  annimmt,  dass  r„  darin  nicht  grosser  als 
(i  sei. 

Betrachtet  man  nämlich  zuerst  den  Grenzfall,  wo  r„  — (>  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 

w«  = cc  + it„n„  ■+■  (;«„«„  . i , 
und  hieraus,  u = ä*r  gesetzt, 


dl  = — dr  V rr^r 

r p“<>  <•„  + (er  + 


«0«o)  *■ 


Durch  Integration  wird  hieraus  erhalten 

0 


fei  = — (dr  V TT-T T • 

I V fw 0*0+  er  4-  "o  "o)  f 

•'f» 
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Hiernach  findet  man 


0 = -*—V (cc+2«^) Iog(lX ( • -+■— } ) 

<*+«o«o  y v n(’  (cc  + o^u)’  ovr  V V \ W / 

oder  für  kleine  Werthe  von  - 

C 


h = P-f  t - 'asüiog^  . 

Beschrankt  man  sich  sodann  auf  die  Betrachtung  kleiner 
Schwingungen,  d.  i.  solcher,  wo  ~ sehr  klein  ist,  so  erginbt  sich 
aus  obiger  Gleichung,  wenn  r„  und  r gegen  p darin  als  verschwin- 
dend angenommen  werden, 

iw  = ror"“""u . i + n - frc  + , 

und  hieraus,  u = ^ gesetzt, 


i-iU  = — r/r 


Vr“r".“9‘ 

t"v 


r _ (<  ’ 

\r.i  (>«■  / 


was  zu  einem  elliptischen  Integrale  fuhrt.  Für  verschwindend« 

« 

Werthe  von  erhalt  man 

rdl  = — ilr 


V'-v 


woraus  durch  Integration  folgt 


Wenn,  wie  vorausgesetzt  worden,  r <;  p ist,  kann  »■„  die 
Schwingungsaroplitüdc  genannt  werden,  und  es  ergieht  sich  für  kleine 
Werthe  von  dass  bei  kleinen  Scifwingungsaniplituden  die  Schwin- 
gungsdauer 20  eines  elektrischen  Atomen-Paares  der  Schwingungs- 
amplilude  rn  proportional  ist.  Der  Faktor  aber,  womit  r„  zu  mul- 
tipliciren  ist,  um  20  zu  erhalten,  welcher  für  kleine  Amplituden 
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conslant  ==  ~ ist,  nimmt  bei  grösseren  Amplituden  all  und  wird 
= * für  die  Amplitude  r = p. 

Setzt  man  c — 439450 . 1 0*  , so  ergiebl  sich  aus  letz- 

terer Bestimmung,  dass  der  Werth  von  p etw'a  zwischen  r-#  # und 
1 j .Millimeter  liegen  musste,  wenn  diese  Schwingungen  den  Lichl- 
schvvingungcn  an  Schnelligkeit  gleich  sein  sollten. 

Die  Verschiedenheit  der  elektrischen  Theilchen  e,  e und  ihrer 
Massen  t , *'  hat  bei  kleinen  Werthen  von  ^ und  bei  kleinen  Ampli- 
tuden auf  die  Schwingungen  gar  keinen  Eiinfluss,  bei  grösseren  Am- 
plituden aber  nur  insofern,  als  der  Werth  von  p davon  abhttngt. 


15. 

Anwendbarkeit  auf  rheinische  Atonieuyrupjien. 

Di»!  Unterscheidung  zweier  oder  mehrerer  Aggregat  zustande  der 
Körper,  jenachdem  sie  aus  einfachen  Atomen,  oder  aus  Atomenpaa- 
ren,  oder  aus  Gruppen  von  noch  mehr  als  zwei  Atomen  bestehen, 
hat  in  der  Chemie  grosse  Bedeutung  erlangt.  Eis  findet  bald  der 
eine,  bald  der  andere  Aggregatzustand  statt,  und  bei  vielen  che- 
mischen Processen  findet  ein  Uebergang  von  dein  einen  zum  andern 
statt , aller  die  bei  solchen  Ueberg&ngen  einlretenden  Zwiscbenzu- 
stttnde  können  nicht  beharren,  und  jene  Aggregatzustande  stehen  da- 
her als  beharrliche  Zustande  von  einander  ganz  isolirt  da. 

Nun  leuchtet  ein,  »lass  «lie  Beharrlichkeit  einiger  Atomen- 
zustande,  die  als  lavsondere  AggrcgatzuslUnde  unterschieden  werden, 
sowie  der  Mangel  der  Beharrlichkeit  aller  andern  Atomenzu- 
stände,  ihren  Grund  nur  in  den  Gesetzen  der  Wechselwirkung  der 
Atome  haben  könne,  d.  h.  in  der  Verschiedenheit  der  Kräfte,  welche 
die  Atome  auf  einander  ausitben  nach  Verschie»lenheil  der  Verhält- 
nisse, unter  denen  sie  sich  gegen  einander  befinden.  D»'r  Grund 
der  Bcliarrlichk»‘it  einiger  AtomenzusUtnde  und  des  Mangels  dieser 
Beharrlichkeit  bei  andern  ist  in  solchen  Gesetzen  »ler  Wechselwir- 
kung der  Atome  bisher  keineswegs  nachgewiesen  worden,  und  es 
durfte  auch  schwerlich  gelingen,  diesen  Gruml  in  solchen  Gesetzen 
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der  Wechselwirkung  aufzufinden,  wie  inan  fitr  ponderahele  Atome 
aufzustellen  und  anzunehmen  bisher  versucht  hat. 

Es  liegt  daher  die  Frage  nahe,  ob  der  Grund  von  der  Beharr- 
lichkeit gewisser  Atomenzustande  nicht  vielleicht  in  solchen  Gesetzen 
der  Wechselwirkung  zu  finden  sei,  wie  hier  für  die  elektrischen 
Theilchen  aufgestellt  und  angenommen  worden  sind.  Es  dürften 
daher  auch  in  dieser  Beziehung  die  in  den  vorhergehenden  Artikeln 
entwickelten  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen  unter  Ein- 
fluss der  ihnen  zugeschriebenen  Wechselwirkung  von  Interesse  sein, 
weil  dadurch  wirklich  ein  Grund , worauf  die  Existenz  solcher  be- 
harrlicher Aggregatzustände  beruhen  könne,  nachgewiesen  worden 
ist.  End  es  dürfte  hiebei  insbesondere  zu  beachten  sein,  dass  die- 
selben Kräfte,  welche  den  von  einfachen  und  den  von  Atomenpaaren 
gebildeten  Aggregatzustand  der  Elektricität  bedingen,  mög- 
licherweise auch  zwei  ebensolche  Aggregatzustiindc  pondera- 
beler  Körper  bedingen  können.  Denn  bei  der  allgemeinen  Ver- 
breitung der  Elcktricität  darf  angenommen  werden,  dass  an  jedem 
ponderabulen  Atome  ein  elektrisches  Atom  haftet.  Haften  aber  elek- 
trische Atome  fest  an  ponderabelen , so  wird  in  den  Verhältnissen 
der  elektrischen  Atome  nichts  geändert  als  die  Massen,  welche 
von  den  auf  die  elektrischen  Atome  wirkenden  Kräften  zu  bewegen 
sind.  Diese  Massen  sind  aber  in  obiger  Entwickelung  unbestimmt 
gelassen  und  blos  mit  e und  e bezeichnet  worden,  während  die 
elektrischen  Theilchen  selbst,  denen  die  Massen  e und  *'  angehören, 
unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Werthe  s und  durch  die  mess- 
baren Grössen  e und  p bestimmt  worden  sind.  Nimmt  man  nun 
die  Werthe  von  t und  t so  gross,  dass  darin  die  Massen  der  an 
den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit  einge- 
schlossen  sind;  so  linden  alle  zunächst  blos  für  elektrische  Atome 
gefundenen  Bestimmungen  auch  auf  die  mit  elektrischen  verbundenen 
ponderabelen  Atome  Anwendung. 
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16. 


L eber  Aggregatzustand  und  Schwingung  zweier  ungleichartigen 
elektrischen  Theilchen. 


Für  zwei  ungleichartige  elektrische  Theilchen  gelten  diesel- 
ben Gleichungen,  wie  für  zwei  gleichartige,  nämlich  die  Art.  1 i ge- 
fundenen 


uu  

r-r0f 

£ _|»  r~*~ro  “O^ 

\ 

er  “ 

r-p  V 

r0  r ’ rc  , 

1 

V = 

ee'  / r — 
r V r - 

ffc/e  , »•  + *0  q0«l>\  J \ 

- p \r0  r ' cc  ) ) 

dV  _ 
dr 

ee' 

(r  — p)s 

(V  - (<  - 

?L-i?  r r ^ 

fS  • roroJ 

>*r) 

worin  (t  = -t-  ist;  nur  hat  p bei  ungleichartigen  Theil- 

chen einen  negativen  Werth,  weil  das  Product  ee  negativ  ist. 
Hiezu  kommt  noch  ilie  Gleichung  «r  = «0r„  (weil  nlimlich  nur  solche 
Bewegungen  betrachtet  werden,  welche  zwei  elektrische  Theilchen 
unter  blossem  Einfluss  ihrer  eigenen  Wechselwirkung  machen), 
woraus  endlich  noch  die  Gleichung  folgt 


du  *_  goc  dV  _ r0r0«0O0 

dt  i ' dr  r8 


Hieraus  ergiebt  sich  ebenso  wie  bei  zwei  gleichartigen  elektrischen 
Theilchen,  dass, 

für  r = r,„  f +^")) 

dr  rofo-pj  \ « / 

du  ec  / p a “0%\ 

dl  i r0  — p Vro  ec  ) ’ 

und  dass,  wenn  zugleich  «0  = (was  jetzt  einen  reellen 

Werth  hat,  weil  — p = — fUr  ungleichartige  Theil- 

chen positiv  ist),  — = 0 wird,  wonach  also  beide  Theilchen,  wenn 

r = r„  und  «„  = J'  — ist,  bei  ihrer  Drehung  um  einander  in 
stets  gleicher  Entfernung  r„  bleiben,  ein  Fall,  der  bei  zwei 
gleichartigen  Theilchen  gar  nicht  Vorkommen  konnte. 

Es  ergiebt  sich  aber  ferner  aus  der  Gleichung 


Digitized  by  Google 


40 


Wilhelm  Weber, 


UH  = r — r0 (Q  . r + r<»  «<)«o\ 

CC  r—Q  \ro  r CC  ) ' 

oder,  wenn  der  conslante  Werth  — r*r"*»*»  — n »eselzt  wird , aus 
folgender  Gleichung 

-T*-S-(s-0-Ki  + j)-')- 

/ 

dass  ausser  dem  Werl  he  r = r„,  für  welchen  u = 0 gegeben  ist, 

im  Allgemeinen  noch  ein  anderer  Werth  von  r = nril  vorhanden 
^ n>  — n 

ist,  für  welchen  ebenfalls  u = 0 ist. 

Diese  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  u = 0 ist,  sind  aber,  nach 

dem  Werthe  von  »,  bald  mehr,  bald  weniger  von  einander  verschieden, 

und  fallen  für  n = ~ , d.  i.  für  «0  = j/~  — ganz  zusammen,  und 
nur  dann,  wenn  die  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  u = 0 ist,  so  zu- 
sammenfallcn,  tritt  der  vorher  erwähnte  Kall  ein,  dass  zugleich  ti  — 0 
und  -r  = 0 sind,  folglich  beide  Theilchen  bei  ihrer  Drehung  um 
einander  in  gleicher  Entfernung  bleiben. 

In  allen  übrigen  Fällen,  wenn  z.  H.  für  r = 2n — x (wo 
x < n sei)  die  Geschwindigkeit  « = 0 ist,  giebt  es  noch  einen 
zweiten  Werth  von  r = 2n  -+•  , für  den  ebenfalls  die  Ge- 

schwindigkeit  u = 0 ist.  hat  alsdann  für  r = in  — x einen 
positiven  Werth,  nimmt  aber  ab  und  wird  = 0 zwischen  r = in  — ,v 
und  r = 2«  -+■  — *r  . so  dass,  flirr  =2«  -+-  , <i“  einen  negativen 

Werth  hat.  Man  ersieht  hieraus,  dass  Abslossung  der  beiden  Theil- 
chen statt  findet  von  r = in  — x bis  zu  demjenigen  Werthe  von 
r,  für  welchen  ^ = 0 ist,  und  Anziehung  von  da  an  bis  zu 
r = 2«  •+■  "x  , wonach  beide  Theilchen  immer  in  schwingen- 
der  Bewegung  gegen  einander  innerhalb  der  angegebe- 
nen Grenzen  bleiben  müssen. 
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17. 

lieber  Amperesche  Muleculurslrömv . 

Der  eben  beschriebene  molecularc  Aggregatzustand  zweier  un- 
gleichartigen elektrischen  Theilchen,  bei  welchem  nämlich  die  Enl- 
fcrnung  der  beiden  Theilchen  abwechselnd  zunimmt  und  wieder  ab- 
nimmt,  zwischen  genau  bestimmten  Grenzen,  und  die  Dahn,  in 
welcher  das  eine  Theilchen  um  das  andere  sich  bewegt,  an  diesen 
beiden  Grenzen  in  eine  Kreisbahn  Übergeht,  verdient  besonders  in 
solchen  Fallen  nähere  Beachtung,  wo  das  eine  Theilchen  als  ruhend 
und  blos  das  andere  Theilchen  als  in  Kreisbewegung  um  ersleres 
befindlich  betrachtet  werden  darf. 

Das  Yerhaltniss  beider  Theilchen  in  Beziehung  auf  Theilnahme 
an  der  Bewegung  hangt  von  dem  Verhaltniss  ihrer  Massen  # und  t 
ab,  wobei  nach  Art.  15  in  den  Werl  heil  von  t und  t die  Massen 
der  an  den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit 
eingeschlossen  werden  müssen.  Es  sei  e das  |>ositiv  elektrische 
Theilchen;  das  negative  sei  demselben  entgegengesetzt  gleich  und 
werde  daher  mit  — e (statt  mit  e)  bezeichnet.  Nur  an  diesem 
letztem  hafte  ein  ponderalteles  Atom,  wodurch  seine  Masse  so  ver- 
grossert  werde,  dass  die  Masse  des  positiven  Theilchens  dagegen  als 
verschwindend  betrachtet  werden  dürfe.  Das  Theilchen  — e wird 
dann  als  ruhend,  und  blos  das  Theilchen  -+-  e als  in  Bewegung  um 
das  Theilchen  — e herum  hetindlich  betrachtet  werden  können. 

Es  stellen  alsdann  die  beiden  ungleichartigen,  in  dem  beschrie- 
benen molecularen  Aggregatzustande  befindlichen  Theilchen  einen 
Am  per  eschen  Molecularst rom  dar;  denn  es  lasst  sich  zeigen, 
dass  sie  den  Annahmen  ganz  entsprechen,  welche  Ampere  von  den 
Molecu larströmen  gemacht  hat. 

Um  dies  zu  zeigen,  werde  der  Ausdruck  der  Kraft  entwickelt, 
welchen  das  bewegte  Theilchen  e auf  irgend  ein  gegebenes 
Stroinelement  ausübt.  Man  bezeichne  mit  ds  die  Lange  des  gege- 
benen Stromelements,  ferner  mil  -t-  r'ils  die  positive  lind  mit  — eds 
die  negative  Elektricitat , die  es  enthalt;  endlich  mit  u die  Ge- 
schwindigkeit des  positiven  Theilchens  -+-  eds  und  mit  — u die 
Geschwindigkeit  des  negativen  Theilchens  — eds.  Sodann  bezeichne 
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r den  Abstand  des  Stromelements  vom  Theilchen  e,  ti  die  Geschwin- 
digkeit des  Theilchcns  e;  x,  y,  z die  Koordinaten  des  Theilchens  e; 
x,  y,  z die  (Koordinaten  des  Stromelements ; 0 und  ff  die  Winkel 
der  Richtungen  von  u und  u mit  r;  t den  Winkel  der  Richtung 
von  m mit  der  Richtung  von  u. 

Man  transformire  sodann  den  allgemeinen  Ausdruck  derAbstossungs- 
kral't  zweier  elektrischen  Theilchen  e und  e beim  Abstande  r,  nämlich 


- 

rr  \ cc 


4 dr'1 
dfi 


ir  ddr\ 
cc  dfi  ) 


auf  folgende  Weise  (siehe  Reer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die 
Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  S.  251).  Man  dif- 
ferenliire  nämlich  die  Gleichung 

it  = (x—x'y  iy—y')1  -+-  (z — z'y 

in  Beziehung  auf  die  Zeit  (;  so  erhält  man 

'S.-  (*—;(*-?)  - (S-S)  + (S -i)  • 


oder  auch 


r dl-  = r (m  cos  0 — u cos  ff  ) 


Durch  nochmalige  DiUerenliirung  erhält  man 

ddr 


dr 2 
dfi 


dfi 


IV  (dds 


wonn 


(di 

1 dx' 

Y+ 

(dy 

dy1' 

f+G 

dj’\* 

U 

dT 

) + 

\dl 

" dij 

dt) 

< ULr 
~dflj 

)- 

(y  — y)( 

(Uly 

dp 

ddy’- 1 
dl  ? ) 

+ 

V 

i 

-off  • 

ddz'  \ 

dfi'  ) 

— 

<b’  V 

di) 

'+( 

dz  dz' V 

di  dt) 

2 

H2  ■+■  U 

2 — 2 uu 

COS  t . 

Bezeichnet  man  nun  die  Beschleunigung  des  einen  Theilchens,  deren 
Komponenten  ^ sind , mit  iV,  und  mit  v den  Winkel 

ihrer  Richtung  mit  r,  und  auf  gleiche  Weise  die  Beschleunigung  des 
andern  Theilchens,  deren  Komponenten  ^ ~ sind,  mit  iV, 

und  mit  *’  den  Winkel  ihrer  Richtung  mit  r,  so  ergiebt  sich 


X-x'/ddLr  ddjc 

r\  dfi  dfi 


),  y — yVddy  ddjA  . 3-j7 ddz  ddi'\  »r  V»  ' 

+ ~r{dP  - ~ ( dr.  - dp  ) = A cos * - A cos  e . 
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Durch  Substitution  dieser  Werlhe  erhalt  man 

i ^ -t- 2r^r  = 2 <u-  ■+-  u'2 — iuu  cos#)  -+-  2r(N  COS  v — A”  cos  p) 

3 = 3{u  cos  ß — u cos  ß')2  . 

Die  letztere  Gleichung  von  der  ersteren  subtrahirt,  gieht 

— ^ + 2r^  s=  2 (u‘  -f-  u2  — 2««’  cos  e)  — 3 (u  cos  & — u cos  ß") 2 

-+-  2r  [N cos  v — iV cos v)  , 

woraus  der  allgemeine  Ausdruck  der  Abstossungskrafl  zweier  elek- 
trischen Theilchen  e und  e im  Abstande  r,  nämlich 

ee'  / . i dr2  irddr\ 

rr  \ cc  rff*  cc  dfi  ) 

transformirt  sich  ergiebt,  niimlich 

= ^ (cc  -h  2(aJ  -4-  u2  — 2 uh  cos  t)  — 3 (w  cos  ß — u'  cos  ß')2 

-+-  2 r (A  cos  v — AT  cos  »>')  . 

Setzt  man  nun  hierin  lur  das  Theilchen  e die  positive  Elektri- 
citat  im  gegebenen  Stromelemente,  nämlich  -+-  e'iUt',  so  erhalt  man 
die  Abstossungskrafl 

" ^ (cc  -+-  2(us  -+-  u 2 — 2 uu  cos  t)  — 3(u  cos  ß — u cos  ß'  2 

-+■  2r  (iV  cos  v — .V  cos  v)  ; 

setzt  man  aber  für  das  Theilchen  e die  negative  Elektricitat  im  ge- 
gebenen  Stromelemente,  nämlich  — edx,  so  erhalt  man,  weil  alsdann 
i n,  ß‘  -+-  7i  und  r’  + » an  die  Stelle  von  *,  ß‘  und  v tritt,  die 
Abstossungskrall 

( — cc  — 2{u2  -t-  u2  -+-  2 uu  cos f)  -4-  3 («cos  ß -+-  «'cos  ß')2 

— 2r  (A’  cos  f ■+■  N'  cos  p)  ; 

folglich  zusammen,  die  Abstossungskrafl  des  bewegten  Theilchens  e 
auf  das  ganze  Stromelement, 

— (3  uu'  cos  ß cos  ß'  — 2 uu  cos  t — r A"  cos  p')  . 
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Die  Ahslossungskrafl  des  nilienden  Theilchens  — e auf  das  ganze 
Slromelemcnt  dagegen,  wo  « = 0 zu  setzen,  ist 


. r ft"  cos  v 


wenn  r hierin  den  Ahsland  des  ruhenden  Theilchens  — e von  dem 
gegebenen  Stronieleniente  bezeichnet.  Der  Unterschied  dieses  letz- 
teren W'erlhes  von  r von  dem  früheren  (niimlieh  von  dem  Abstande 
des  in  Bewegung  um  — r.  herum  befindlichen  Theilchens  -+-  e von 
dem  gegebenen  Stromelemente)  darf  aber  als  verschwindend  kleiner 
Bruchtheil  von  r betrachtet  werden,  und  es  ergiebl  sich  alsdann  die 
Abstossungskraft  des  bewegten  Theilchens  -+-  e und  des  ruhenden 

— e zusammen  auf  das  Stromelement 

= — — (3  cos  & cos  &'  — 2 cos  *) . uu  . 

Wollte  man  an  die  Stelle  des  bewegten  elektrischen  Theilchens 
-+■  e ein  zweites  Slromelement  setzen,  dessen  positive,  mit  der  Ge- 
schwindigkeit -+-  j u bewegte,  Eick  trici  tat  mit  -+•«/«,  und  dessen 
negative,  mit  der  Geschwindigkeit  — } u bewegte,  ElektricittH  mit 

— edx  bezeichnet  werde;  so  erfüllt  man  die  Abslossungskralt  dieser 
beiden  Stronieleniente  auf  einander 

= cos  k)  cos  H — z cos  t ) . uu  , 

d.  i die  nUmlichc  Abstossungskrali  wie  vorher,  wenn  das  vorher  mit 
■+■  e bezeichnete  mit  der  Geschwindigkeit  u bewegte)  elektrische 
Theilchen  der  im  zweiten  Stronieleniente  enthaltenen  mit  -+•  eds  be- 
zeiclmeten  (mit  der  Geschwindigkeit  J u bewegten)  positiven  Elek- 
I ricitiit  gleich  gesetzt  wird. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Kreisbewegung  des  elektrischen 
Theilchens  -t-  r um  das  ruhende  Theilchen  — e einen  kreisförmigen 
elektrischen  Doppelstrom  vertritt,  wenn  die  in  letzterem  enthaltene 
positive  Elektricititl  = -t-  c ist  und  sich  mit  der  halben  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Kreisbahn  bewegt,  wie  jenes  elektrische  Theilchen  -+-  c, 
und  wenn  die  in  demselben  Strome  enthaltene  negative  Eleklricititt 
= — e ist  und  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  die  positive 
in  entgegengesetzter  Bichlung  bewegt. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  eiu  elektrisches  Theilchen  -+-  e,  wenn 
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es  in  Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  — e sich  befin- 
det, auf  alle  galvanischen  Ströme  dieselben  Wirkungen  ausiibt,  welche 
Ampere  von  seinen  Molecularströmen  angenommen  hat. 

Die  von  Ampere  angenommenen  Molecularströme  unterscheiden 
sich  aber  von  allen  andern  galvanischen  Strömen  wesentlich  dadurch, 
dass  sie,  nach  Amperes  Annahme,  ohne  elektromotorische  Kraft 
beharren,  während  alle  andern  galvanischen  Ströme,  dem  Ohm- 
schen Gesetze  gemäss,  der  elektromotorischen  Krall  proportional  sind, 
also  mit  der  elektromotorischen  Kraft  zugleich  verschwinden.  Es 
leuchtet  nun  aber  ein,  dass  obiges  elektrisches  Theilchen  -+-  e seine 
Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  — r,  ohne  elektromotorische 
Krall,  von  selbst  immer  fortsetzt,  und  also  auch  in  dieser  Beziehung  der 
Am  per  eschen  Annahme  vom  Molecularstrome  ganz  entspricht. 

Man  erhält  also  auf  diese  Weise  eine  einfache  Construction  der 
von  Ampere,  ohne  Beweis  von  ihrer  Möglichkeit,  angenommenen 
Molecularströme,  begründet  auf  die  Gesetzu  des  molecularen  Ag- 
gregat zuslandcs  zweier  ungleichartigen  elektrischen 
Theilchen.  wie  sie  im  vorigen  Artikel  gefunden  worden. 


IS. 

Beweijutnjeu  zweier  unyleichurliijen  elektrischen  Theilchen  im  Raume, 
nnlcr  Einfluss  einer  elektrischen  Scheidungskrafl. 

Bezeichnet  n -+-  v den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  elek- 
trischen Scheidungskraft  mit  r bildet,  und  bezeichnet  n die  Grösse 
der  von  der  Scheidungskraft  abhängigen  relativen  Beschleunigung 
beider  Theilchen ; so  sind  — n cos  v und  u sin  v die  Componentcn 
von  n,  von  denen  erste  re  den  von  der  Scheidungskrall  abhängigen 
Theil  der  relativen  Beschleunigung  jjj*  , letztere  den  von  der  Schei- 
dungskrafl  abhängigen  Theil  von  ausdruckt , wenn  « den  Unter- 
schied der  Geschwindigkeiten  bezeichne! , mit  denen  die  beiden 
Theilchen  in  einer  gegen  r senkrechten  Richtung  sich  bewegen.  — 
Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Richtung  der  Scheidungskraft  in  der 
Ebene  liegt,  in  welcher  die  beiden  Theilchen  sich  um  einander 
drehen.  — 
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Bringt  man  nun  die  erstere  Komponente,  nämlich  — a cos  e, 
als  den  von  der  Scheidungskraft  abhängigen  Tlieil  von  und 
ferner  , als  den  von  der  Geschwindigkeit  a abhängigen 
Theil  von  ^ , in  Abrechnung  von  dem  ganzen  Werthe  der  Beschleu- 
nigung **  ; so  ergiebt  die  Differenz  -+•  a cos  r — “”j  denjenigen 
Theil  der  relativen  Beschleunigung,  der  von  der  Kraft  herrührt, 
welche  die  beiden  Theilchcn  e und  e auf  einander  austtben,  nämlich 
■+■  j\dJr  = -j  e*.  ■’tjr  , wonach  folgende  Gleichung  erhalten  wird: 


du 

dt 


a cos  v — 


««  Q CC  dV 

r i ‘ dr 


Bringt  man  die  letztere  Komponente,  nämlich  «sine,  als  den 
von  der  Scheidungskraft  abhängigen  Theil  der  Beschleunigung 
, von  dem  ganzen  Werthe  in  Abrechnung,  so  giebt  die  Diffe- 
renz — n sin  vj  denjenigen  Theil  von  der  ganzen  Beschleunigung 
d°  , der  von  der  vorhandenen  Bewegung  unter  blosser 
Einwirkung  der  von  beiden  Theilchen  auf  einander  aus- 
ge übten  Kräfte  herrührt.  Unter  blosser  Einwirkung  der  von 
beiden  Theilchen  auf  einander  ausgeübten  Anziehungs-  oder  Ab- 
slossungskräfle  würde  aber  das  in  einem  gegebenen  Zeitelemente  dl 
beschriebene  Flächenelement  ardt  einen  constanten  Werth  Italien  (Klei- 
es würde  -4-  r~  = 0 sein;  folglich  der  hieraus  sich  ergebende 
Theil  der  Beschleunigung  d" 

a dr 
r dt 


Durch  Gleichsetzung  dieses  Theiles  mit  obiger  Differenz  erhält  man 
die  Gleichung 


1 In 

2 


a sin  v = 


tt  dr 
r dl 


Hiezu  kommt  endlich 
Gleichung,  nämlich 


noch,  wie  von  selbst  einleuchtet,  die  dritte 


Man  hat  hiernach  für  die  4 veränderlichen  Grössen  r,  «,  «,  v , 
folgende  3 Gleichungen : 
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Ö COS  V 

a sin  v 


aa  pcc  dF 

r 8«'  * dr 


erdr da 

rd*  d/ 


du 

dt 


«) 

(2) 

(3) 


Multiplicirt  man  Gleichung  (|)  mit  dr  = mH,  und  Gleichung  2)  mit 
rdv  = adl,  so  erhalt  man 

, aadr  gcc  dV  » , /#v 

« cos  t-  . dr = ~ . drdr  - u du  (4) 

ar  sin  « . dv  — = ada  . (5) 


Die  Differenz  dieser  beiden  Gleichungen  giebt 

a . d(r  COS  t')  = dr  — ada  — udu  . (6) 

Ferner  erhalt  inan  aus  (2)  und  (3) 

— 2ar'.  d (cos»)  = d(a1r1)  . (7) 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  (6)  erhalt  man,  nachdem 
man  mit  2 multiplicirt  und  V = “ — I J gesetzt  hat, 

2ar  cos  r = — 1 j — aa  — hu  -+■  Const.  (8) 

und  hi(>raus,  weil  r = r„,  u — a0  und  cos  v = — 1 ftlr  « = 0 ist, 

— 2ar„  = - ^ - «,0,  + Const.  (9) 

Die  Differenz  von  (8)  und  (9)  giebt  dann 

iar  cos  v -+■  2ar„  — — 1 J tut  -+-  pec  Q — — ««  -+■  «,,a„ . (10) 

Durch  Integration, der  Differentialgleichung  (7)  erhalt  inan,  nachdem 
man  mit  r1  dividirt  hat, 

o „ aa  m Paadr 

— za  cos  v = bol  — 

r J rr 

oder  mit  r multiplicirt 

— iar  cos  v — au  ■+■  3r  J , ( H) 
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wonach  die  Summe  von  (10  und  (11) 

2«r„  = (7  — l)««  + pcc(^-  — 7)  «0 “o ■+■  3r  f"-~  , 

und  also 

uu  = — - l)  •+■  ru„u„  -1-  3 n /~r  - 2«r„r)  . (12) 

Aus  Gleichung  (3)  ergiebt  sich  ferner,  weil  dr  = udt  ist, 


und  da  nach  Gleichung  (7) 


d(cosv)  = - ^ 
und  nach  Gleichung  (11) 

„ , ! /«<c  0 /*a2dr\ 

cos«  = -io(r  ; 

so  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  identische 
Gleichung 

ilv  = — 


d(cos  v) 
g'fl  — cost;*) 


nach  Gleichung  (13) 


tt  dr 
u r 


r/fa*r*i 
i ar1 


KO  -i(?  *»/"')■) 

und  hieraus  und  aus  (1 2) 

"»  = (iS, h-3/^7) 

— r^Cr„rV  ■+•  r(««1  — 2"r«)  + (I*) 

oder  folgende  Gleichung  für  die  zwei  Veritnderlicllen  r und  « : 

‘»■=(?+ »/")’+ TB?)’  CT  *)  e«) 


*)  Verschwindei  die  Scheidungskrafl  a,  so  soll  nach  Art.  1 1 «r  einen  constanten 
VVcrtli  aunehmcn.  Für  einen  constanten  Werth  von  ur  und  für  <*  = 0 reducirt  sich 
aber  Gleichung  I 5}  auf 
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Beschränkt  man  sich  nun  auf  kleine  Werthe  von  a,  filr  welche 
ar  zwar  nicht , wie  filr  u = 0 nach  Art.  I I , constant  ist , aber 
doch  nur  wenig  von  einem  constanten  Werthe  «,,r„  = » abweicht, 
so  kann 

ar  = n (1  -+-  t)  ( 1 6) 

gesetzt  werden,  wo  i stets  einen  sehr  kleinen  Werth  hat.  Es  folgt 
dann  hieraus 


a*  s b4 

r = (t  + it)  ^ 


d(«r)  dt 

— . = n - . 

dr  dr 


(17) 

(18) 


Ferner  folgt  aus  (11)  und  (17) 

C dt  a 

J ^ = - ü cos  I» 


oder 

aus  (18)  und  (19) 
und  aus  (17)  und  (19) 


ilt  = “j  r3  sin  v ilv  , 


«*  n*  So 

r r*  "**  r3 


J r3  sin  ti 


dv 


dv 


(19) 

(20) 

(21) 


Substiluirt  man  nun  die  Werthe  von  A-~  und  — aus  (20)  und  (21) 
in  folgender  aus  (11)  und  (15)  sich  ergebenden  Gleichung,  nämlich 

■ t t ( dlar  V /r— ru  Itr1  aj—in r«  a-  , \ , 

°5  s,n  1,5  = r— f • (V)  • ( V • V3  + — — — 2(1  cos  v)  , (22) 

so  erhält  man,  wenn  für  n wieder  sein  Werth  «0r„  gesetzt  wird, 
folgende  Gleichung  zwischen  r und  v,  nämlich 


«2 


• - ; - . 

*as  mit  dem  cunstanten  Werthe  a2r2  dividirt  die  identische  Gleichung 

•-ws 

gieht,  in  Uebereiristiminung  mit  Art.  H. 

AbhaudI  d.  H.  S.  (»esellscb.  d.  Wiswirli.  XV. 
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tf  •S-^0S+^-9-p&(v+  f/v’ “«’*)■•>  to 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung,  nachdem  sie  mit  r(r  — p) 
multiplicirt  worden,  erhalt  man 

i (fr-,)  # £)-*+  (r  + r.)=f  + (r-r.)  (i  + $) 

— äJ  (2r0r  -+-  3r2  cos  n)  . 


Setzt  man  hierin,  um  einen  speciellen  Fall  zu  betrachten, 

V = — ~ («o1  + '"■«)  > 

d.  i.  der  Fall,  in  welchem  für  a = 0 nach  Art.  16  beide  Theilchen 
bei  ihrer  Drehung  um  einander  in  gleicher  Entfernung  bleiben,  so 
erhalt  man 


rf  ( , , , «0*5*  dr‘\  _ 

dr  (, ,r  W rk*  ‘ dv*J  ~ 


*Jr=n±  (0 


<ir„)  — 


r cos  v) 


dessen  Werth  = 0 ist,  erstens,  wenn  « = 0 und  folglich  r = r0, 

« = «0  und  cos  v = — I ist ; zweitens,  wenn  r0  — r = — — £ - 

ist,  ein  Fall,  welcher  für  kleine  Werthe  von  « eintritt,  wenn 
cos  «=-+•!,  und  alsdann  naherungsweise  r — re  — 6 ^ wird. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  so  wie  ohne  Scheidungskraft 
nach  Art.  16  von  zwei  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen,  für 
welche  p = — ^ra'~  war,  das  eine  um  das  andere  in  einer  Kreis- 
bahn sich  bewegen  konnte,  so  auch  mit  Scheidungskraft  ( = o) 
von  zwei  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen , für  welche 


#)  Aus  obiger  Gleichung  erhält  man , da  für  ^ auch  ^ u gesetzt  werden  kann 


«o2  r0*  att 
«2  r • cc 


- - ’-V’-t)  - »ZA-  - '/-'“■*)  ■ 


was,  wenn  die  Scheidungskraft  a verschwindet  und  also  nach  Art.  I ! ar  = tr0r0  wird, 
in  die  Gleichung 

wt  _ r - r0  / q r + r0  «<>2\ 
cc  r — q \r0  r c* ) 

übergeht,  d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  für  diesen  Fall  Art.  H schon  gefunden 
wordeu  ist. 
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p bb  — 2r„ -+-  ar0)  ist,  das  eine  um  das  andere  in  einer  ge- 
schlossenen Bahn  sich  bewegen  könne,  die  jedoch  keine  Kreisbahn 
ist.  Der  Abstand  der  beiden  Theilchen  von  einander  ist  nämlich 
verschieden,  jenachdem  das  bewegte  Theilchen  von  dem  Centraltheil- 
ehen  aus  gerechnet  in  der  Richtung  der  .Scheidungskraft  vorwärts 
oder  rückwärts  liegt,  nämlich  in  letzterem  Falle  = r„,  im  erstercn 
= ru  — 6 — a . 

Man  kann  eine  solche  excentrische  Lage  des  einen  Theilchen« 
im  Flächenraume  der  um  dieses  Theilchen  vom  andern  beschriebenen 
Bahn  (unter  Einwirkung  einer  Schcidungskraflj  mit  einer  Scheidung 
ruhender  elektrischer  Fluida  unter  Einwirkung  einer  gleichen  Schei- 
dungskraft vergleichen,  wobei  jedoch  der  merkwürdige  Unterschied 
hervortritt,  dass  jene  Scheidung  im  umgekehrten  Sinne  statt  findet 
wie  diese. 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  in  allen  Conductoren,  welche  unter 
Einwirkung  von  elektrischen  Schcidungskräfleu  auf  bekannte  Weise 
geladen  werden,  die  Elektricität  nicht  blos  im  Aggregatzustande  von 
Ampere scheh  Molecularstrümcn  enthalten  sein  kann,  weil  sonst  die 
von  der  Scheidungskraft  hervorgebrachte  Scheidung  im  entgegenge- 
setzten Sinne,  als  es  wirklich  der  Fall  ist,  slaltlinden  müsste.  Ware 
auch  alle  Elektricitat  in  einem  solchen  Conductor,  ehe  die  Schei- 
dungskraft zu  wirken  begann,  im  Aggregatzustande  von  Anipere- 
schen Molecularstrümcn  vorhanden  gewesen ; so  müssten  doch  unter 
diesen  Molecularstrümcn  solche  gewesen  sein,  welche  unter  dem 
Einlluss  der  Scheidungskraft  nicht  fortbestehen  könnten  (indem  die 
beiden  Theilchen  fortfuhren  sich  in  geschlossener  Bahn  um  einander 
zu  drehen),  sondern  aufgelöst  wurden,  indem  die  beiden  Theilchen 
sich  immer  weiter  von  einander  entfernten,  bis  sie  zu  den  Grenzen 
des  Conductors  gelangten.  Unter  dem  Einlluss  der  Scheidungskraft 
würden  die  positiven  und  negativen  Theilchen  der  aufgelösten  Mole- 
cularstrüme  nur  bei  einer  gewissen  Verlheilung  an  der  Oberfläche 
des  Conductors  in  Ruhe  verharren  können ; beim  Aufhören  der  Schei- 
dungskraft würden  sie  aber  wieder  in  Bewegung  gerathen,  so  lange, 
bis  sie  sich  paarweise  wieder  zu  Am  per  eschen  Molecularstrümcn 
vereinigt  hätten. 


4* 
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19. 

Elektrische  Ströme  in  Condiicloren. 

Ware  in  Conductoren  alle  Elektrizität,  ehe  eine  Scheidungskruft 
zu  wirken  beginnt,  im  Aggregatzustande  Amperescher  Molecular- 
strünn*  enthalten,  die  aber  unter  dem  Einfluss  einer  Seheidungskraft 
nicht  fortbeslehen  könnten,  sondern  aufgelöst  würden,  indem  die  bei- 
den um  einander  sich  drehenden  ungleichartigen  elektrischen  Theil- 
chen  sich  von  einander  immer  weiter  entfernten,  bis  endlich  ihre 
Bahnen  asymptotisch  der  Richtung  der  Scheidungskraft  sich  näher- 
ten; so  würden,  bevor  die  sich  immer  weiter  von  einander  entfer- 
nenden Thcilchen  zu  den  Grenzen  des  Conductors  gelangten,  Begeg- 
nungen stattlinden  zwischen  den  von  verschiedenen  Molecularströmen 
kommenden  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen,  die  dann  mit 
einander  neue  Molecularströmc  bildeten.  Diese  neu  gebildeten  Mo- 
lecularströme  würden  sodann  auch  wieder  aufgelöst  werden  und 
die  Bahnen  der  sich  immer  weiter  von  einander  entfernenden  Theil- 
chen würden  wieder  asymptotisch  der  Richtung  der  Scheidungskraft 
sich  nähern  u.  s.  f. 

Hierdurch  entstünde  eine  elektrische  Strömung  im  Conductor 
in  der  Richtung  der  Scheidungskraft.  Hätte  der  Conductor  die  Ge- 
stalt eines  gleichförmigen  Ringes  und  hätte  die  Scheidungskraft  in 
jedem  einzelnen  Längenelemente  des  Ringes  bei  gleicher  Grösse  die 
Richtung  des  Elements;  so  würde  im  Ringe  ein  constanter  Kreisstrom 
gebildet  werden,  und  es  würden  die  im  vorigen  Artikel  entwickelten 
Bewegungsgesetze  elektrischer  Theilchen  unter  Einfluss  einer  elek- 
trischen Scheidungskraft  die  Grundlage  der  Theorie  dieser  constan- 
ten  elektrischen  Ströme  in  geschlossenen  Conductoren  bilden. 

Hiebei  leuchtet  ein,  dass  während  djeser  Strömung  von  jedem 
Theilchen,  indem  es  unter  Einwirkung  der  Scheidungskraft  in  Rich- 
tung der  Scheidungskraft  fortrückt,  Arbeit  verrichtet  wird.  Und 
da  alle  andern  Kräfte,  die  auf  ein  solches  Theilchen  im  Conductor 
wirken,  summarisch  einander  das  Gleichgewicht  halten;  so  tritt  jene 
Arbeit  als  äquivalente  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  des  Theil- 
eliens  hervor,  woraus  folgt,  dass  die  lebendige  Kraft  aller  im 
Conductor  enthaltenen  Am  per  eschen  Molecularströrae,  während  der 
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Strom  durch  den  Conductor  seht,  wachst,  nämlich  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Theilchen  in  den  Ampereschen 
Molecularströmen  sich  um  einander  drehen , proportional  der  Schei- 
dungskraft  •(elektromotorischen  Kraft)  und  proportional  dem 
in  der  Richtung  der  Scheidungskraft  zurilekgelegten  Wege  (der 
St romintensi tat).  Wird  das  Verhältnis*  der  elektromotorischen 
Kraft  zur  Stromintensititl  mit  dem  Namen  Widerstand  bezeichnet, 
so  kann  dafllr  gesetzt  werden,  die  lebendige  Kraft  aller  im  Con- 
ductor enthaltenen  Molecularströme  wachse,  wahrend  der  Strom  durch 
den  Conductor  geht,  proportional  dem  Widerstande  und  proportio- 
nal dem  Quadrate  der  Stromintensitat. 

Dieses  Wachsthum  der  Bewegungsenergie  der  in  einem 
Conductor  enthaltenen  elektrischen  Theilchen,  wahrend  ein  Strom 
durch  den  Conductor  geht,  ergiebt  sich  also  als  eine  nolhwendige 
Folge  von  der  Einwirkung  der  elektromotorischen  Kraft  auf  die  Theil- 
chen, wahrend  diese,  Theilchen  in  Folge  des  Stroms  in  der  Richtung 
dieser  Kraft  fortrllckeu. 

Diese  theoretische  Folgerung  wird  nun  durch  die  Erfahrung 
zwar  nicht  auf  directem,  aber  doch  auf  indirectem  Weg*'  bestätigt, 
nämlich  dadurch,  dass  ein  Wachsthum  der  Wärmeenergie  im 
Conductor,  wahrend  ein  Strom  durch  den  Conductor  geht,  beob- 
achtet wird.  Und  dieses  beobachtete  Wachsthum  der  Wärme- 
energie im  Conductor  ist  jenem  berechneten  Wachsthum  der 
Bewegungsenergie  der  elektrischen  Theilchen  in  den  Ampere- 
schen Molecularströmen  des  Cnnductors  gleich. 

Nun  ist  die  Wärmeenergie  eines  Körpers  eine  Bewegungs- 
energie, welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Körpers  her- 
rührt,  die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen.  Ebenso  ist 
die  den  elektrischen  Theilchen  der  Ampereschen  Molecularströme 
in  einem  Conductor  ungehörige  Bewegungsenergie  eine  Bewe- 
gungsenergie, welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conduc- 
tors  herrtlhrt,  die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen. 

Trotz  dieser  llebereinstimmung  wäre  es  möglich , dass  jene 
Wärmeenergie  eines  Körpers  und  diese  Bewegungsenergie  der 
elektrischen  Theilchen  der  in  demselben  Körper  enthaltenen  Ampere- 
schen Molecularströme  ihrem  Wesen  nach  ganz  verschieden  waren. 
Denn  es  wäre  möglich,  dass  jene  Wärmeenergie  eine  Bewegungs- 
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energie  wäre,  welche  von  Bewegungen  ganz  anderer  Theilchen  als 
elektrischen  herrtihrte,  und  die  Bewegungen  dieser  andern  Theil- 
chen könnten  ganz  anderer  Art  sein  wie  die  in  den  Ampereschen 
Strömen. 

Zur  Erklärung  der  Identität  des  oben  bestimmten  Wachsthums 
der  Energie  in  den  Am  pereschen  Molecularströmen  mit  dem  aus 
der  Beobachtung  gefundenen  Wachsthum  der  Wärmeenergie  würde 
dann  nach  dem  Principe  derErhaltung  der  Energie  schlech- 
terdings nothwendig  sein,  dass  eine  U ebertrag ung  der  Bewegungs- 
energie von  den  elektrischen  Theilchen  in  den  Ampereschen  Strö- 
men auf  die  andern  Theilchen,  deren  Bewegung  das  Wesen  der 
Wärmeenergie  mache,  statt  fände.  Und  zwar  müsste  alle  durch 
den  Strom  in  den  elektrischen  Theilchen  der  Ampereschen  Ströme 
erzeugte  Bewegungsenergie  auf  diese  andern  Theilchen  in  jedem 
Augenblicke  total  übertragen  werden. 

Abgesehen  davon,  dass  von  einer  solchen  totalen  Uebertragung 
Rechenschaft  zu  geben  nicht  möglich  ist,  leuchtet  von  selbst  ein,  dass 
eine  jede  auch  nur  partielle  Uebertragung  von  Bewegungsenergie 
Am  per  e scher  Molecularströme  auf  andere  Theilchen  in  Widerspruch 
stehen  würde  mit  der  allen  Am  per  eschen  Strömen  ihrem  Wesen 
nach  zukommenden  Beharrlichkeit,  fände  zwischen  elektrischen 
Theilchen  in  Molecularströmen  eine  solche  Uebertragung  von  Bewegungs- 
energie auf  andere  Theilchen  wirklich  statt,  so  würde  daraus  einfach 
blos  folgen,  dass  die  von  jenen  Theilchen  gebildeten  Molecularströme 
keine  Ampereschen  Molecularströme  wären,  weil  ihnen  keine 
Beharrlichkeit  zukäme,  w'orin  das  Wesen  der  Am  per  eschen 
Molecularströme  besteht. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  also  die  Folgerung,  dass,  wenn  in  den 
Conductoren  alle  elektrischen  Theilchen  im  Aggregatzustande  Ampere- 
scher Molecularströme  sich  befinden,  das  beobachtete  Wachsthum  der 
Wärmeenergie  eines  Conduclors,  während  ein  Strom  durch  ihn 
hindurchgeht,  unmittelbar  von  dem  Wachstliume  der  Bewegungs- 
energie der  elektrischen  Theilchen,  welche  die  Ampereschen 
Ströme  bilden , herrührt , d.  h.  dass  die  dem  Conductor  durch  den  - 
Strom  ertheille  Wärmeenergie  eine  Bewegungsenergie  ist, 
welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conduclors  herrührt,  und 
zwar  von  Bewegungen,  die  in  einer  Verstärkung  der  von  den 
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elektrischen  Theilchen  im  Conductor  gebildeten  Ampöre- 
schen  Molecularströme  besteht. 

Man  sehe  Uber  diese  Identität  von  Wärmeenergie  und 
Bewegungsenergie  Ampörescher  Molecularströme,  was 
»lieber  die  Umsetzung  der  Stromarbeit  in  Warme«  im  1 0.  Bande  der 
Abhandlungen  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  (1 862)  im  33.  Ar- 
tikel der  Abhandlung  »Zur  Galvanometrie«  gesagt  worden  ist. 


20. 

Ucber  Thermo mn gn eti sm  us . 

An  die  Voraussetzung  der  vorhergehenden  Artikel,  dass  die  Elek- 
tricitat  in  Conductoren  im  Aggregatzustande  Amperescher  Molecu- 
larströme  sich  befinde,  und  an  die  daraus  folgende  Identität  der 
Wärmeenergie  des  Conductors  mit  der  Bewegungsenergie  der 
Am pereschen  Ströme  im  Conductor,  knüpft  sich  leicht  noch  die  Be- 
merkung an,  dass  Temperaturgleichheit  zweier  Conductoren 
hiernach  zwar  auf  gewissen  Verhältnissen  in  Starke  und  Beschaffen- 
heit der  Ampereschen  Ströme  in  beiden  Conductoren  beruhen 
müsse;  dass  aber  bei  diesen  zur  Temperaturgleichheit  erforderlichen 
Verhältnissen  in  den  Strömen  Beider  Conductoren  noch  folgende 
Verschiedenheit  statt  finden  könne.  Es  kann  nämlich  in  den  Am- 
pereschen Strömen  des  einen  Conductors  grössere  Masse  von 
Elektricität  mit  geringerer  Geschwindigkeit,  in  denen  des 
andern  Conductors  kleinere  Masse  von  Elektricität  mit  grösse- 
rer Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Denkt  man  sich  nun  einen  Hing  aus  zwei  solchen  verschieden- 
artigen Conductoren  gebildet,  durch  welchen  ein  constanler  Strom 
geht,  so  dass  durch  alle  Querschnitte  des  Rings  in  gleicher  Zeit 
gleich  viel  Elektricität  strömt;  so  leuchtet  ein,  dass  auch  durch  die 
beiden  Querschnitte,  welche  die  erste  Schicht  des  zweiten 
Conductors  begrenzen,  gleich  viel  Elektricität  gehen  müsse.  Die 
durch  den  ersten  Querschnitt  gehende  Elektricität  kommt  aber  aus 
dem  ersten  Conductor,  wo  in  den  Molecularströmcn  grössere 
Masse  von  Elektricität  mit  geringerer  Geschwindigkeit  sich  bewegt. 
Wegen  dieser  geringeren  Geschwindigkeit  kommt  also  dieser  in  die 
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erste  Schicht  des  zweiten  Conductors  eindringenden  Elek- 
tricitat  eine  geringere  lebendige  Kraft  zu.  — Die  durch  den 
zweiten  Querschnitt  gehende  Elektricität  kommt  aus  der  betrachteten 
ersten  Schicht  des  zweiten  Conductors  selbst,  wo  in  den  Ampere- 
schcn  Strömen  kleinere  Masse  von  Elektricität  sich  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit bewegt,  und  es  kommt  ihr  also  wegen  dieser  grösse- 
ren Geschwindigkeit  eine  grössere  lebendige  Kraft  zu.  Es  er- 
giebt  sich  hieraus,  dass  in  Folge  des  Stroms  diese  erste  Schicht 
des  zweiten  Conductors  mehr  lebendige  Kraft  an  die  folgende 
Schicht  des  zweiten  Conductors  abgiebt  als  sie  von  der  letzten  Schicht 
des  ersten  Conductors  empfängt,  dass  also  eine  Abnahme  an  Be- 
wegungsenergie in  den  Ampereschen  Strömen  dieser  Schicht  statt 
findet,  d.  h.  eine  Abnahme  der  Wärmeenergie  oder  Tempe- 
ratur. 

Das  Umgekehrte  findet  man,  wenn  man  die  beiden  Querschnitte 
betrachtet,  welche  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductors 
begrenzen.  Die  durch  den  ersten  Querschnitt  in  diese  Schicht  ein- 
trelende  Elektricität  kommt  aus  dem  Ende  des  zweiten  Conductors 
mit  grösserer  Geschwindigkeit;  die  durch  den  zweiten  Querschnitt 
aus  dieser  Schicht  austretende  Elektricität  verlässt  diese  Schicht  mit 
geringerer  Geschwindigkeit,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  Folge  des 
Stroms  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductors  an  die  fol- 
gende Schicht  desselben  Conductors  weniger  lebendige  Kraft  abgiebt 
als  sie  von  der  letzten  Schicht  des  zweiten  Conductors  empfängt,  wo- 
nach also  eine  Zunahme  an  Bewegungsenergie  in  den  Ampereschen 
Strömen  dieser  Schicht  statt  findet,  d.  h.  eine  Zunahme  der  Wär- 
meenergie oder  Temperatur. 

Man  sieht,  dass  hiedurch  eine  Grundlage  für  die  Lehre  vom 
Thcrmomagnetismus,  insbesondere  für  den  Pellierschen  Fun- 
damentalversuch, dargeboten  wird,  deren  weitere  Verfolgung  hier 
jedoch  zu  weit  fuhren  würde. 

Es  genüge,  hier  nur  noch  eine  ähnliche  Bemerkung  in  Beziehung 
auf  den  Seebeckschen  Fundamentalvcrsuch  des  Thermomagnetismus 
beizufügen.  In  einem  Körper,  der  in  allen  seinen  Theilchcn  gleiche 
Temperatur  besitzt,  wird  der  Wärme  ein  mobiles  Gleichgewicht 
zugeschrieben,  oder  man  spricht,  nach  Fourier,  von  einer  wech- 
selseitigen Strahlung  der  Körpertheilchen,  vermöge  deren  jedes 
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Theilchen  an  die  umgebenden  Theilchen  ebensoviel  Wörme  verliert, 
als  es  von  ihnen  empfängt.  Besteht  nun  die  Wörme  in  Ampöre- 
schen  Molecularströmen,  die  sich  aber  auflösen,  indem  das  positive 
und  negative  Theilchen  sich  von  einander  entfernen,  bis  sie  andern 
Theilchen  begegnen,  mit  denen  sie  neue  Molecularströme  bilden;  so 
würde  die  Temperaturgleichheit  darin  bestehen,  dass  die  lebendige 
Kraft  der  aus  einem  Körpertheile  austretenden  elektrischen  Theilchen 
gleich  der  lebendigen  Kraft  der  in  diesen  Körpertheil  einlretenden 
elektrischen  Theilchen  wöre. 

Betrachtet  man  nun  die  Berührungsfläche  zweier  Conducloren, 
welche  sich  blos  dadurch  unterscheiden,  dass  in  den  Anipereschen 
Strömen  des  einen  grössere  Massen  von  Elektricitöt  mit  geringerer  Ge- 
schwindigkeit, in  denen  des  andern  kleinere  Massen  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit sich  bewegen;  so  würde  bei  gleicher  Temperatur  der 
beiden  Conductoren  zwar  die  lebendige  Kraft  der  aus  dem  ersten 
Conductor  in  den  zweiten  übergehenden  elektrischen  Theilchen  gleich 
sein  der  lebendigen  Kraft  der  aus  dem  zweiten  Conductor  in 
den  ersten  übergehenden  Theilchen;  aller  die  Masse  der  elektrischen 
Theilchen,  welche  aus  dem  ersten  Conductor  in  den  zweiten  über- 
geht, würde  grösser  sein  als  die  Masse  der  elektrischen  Theilchen, 
welche  aus  dem  zweiten  Conductor  in  den  ersten  übergeht,  woraus 
sich  (wenn  es  immer  positive  Elektricitöt  ist,  welche  übergeht,  wäh- 
rend die  negative  Elektricitöt  im  Conductor,  an  dessen  Theilchen  sic 
haftet,  zurückbleibt)  eine  Differenz  der  elektrischen  Ladung 
zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  ergäbe,  d.  h.  es  ergäbe 
sich  das  Vorhandensein  einer  elektromotorischen  Kraft 
an  dieser  Contactfläche;  denn  die  elektromotorische  Kraft  einer  Con- 
tactfläche ist  eine  Kraft,  von  welcher  eine  Differenz  der  elektrischen 
Ladung  zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  hervorgebracht  wird. 

Sind  nun  die  beiden  Conductoren  so  beschaffen,  dass  jene  Dif- 
ferenz der  Ladung  zu  beiden  Seiten  ihrer  Contactfläche  nicht  immer 
die  nämliche  ist,  sondern  nach  Verschiedenheit  der  Tempe- 
ratur grösser  oder  kleiner,  so  ergiebt  sich  daraus  die  Strorn- 
•erregung  in  einem  aus  diesen  beiden  Conductoren  gebildeten  Ringe, 
wenn  an  den  beiden  Contactflächen  der  Conductoren  verschiedene 
Temperaturen  statt  finden. 
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21. 

Ilelmholtz,  über  den  Widerspruch  zwischen  dem  Gesetze  der  elek- 
trischen Kraft  und  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft. 


Helmholtz  hat  in  der  Abhandlung:  »lieber  die  Bewegungs- 
gleichungen der  ElcktricitUt  für  ruhende  leitende  Körper«  im  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  72,  Seite  7 und  8 
aus  dem  Gesetze  der  elektrischen  Kraft  die  Bewegungsgleichung 
zweier  elektrischen  Theilchen,  für  Bewegungen  in  Richtung  der  Ent- 
fernung r beider  Theilchen,  abgeleitet,  nämliöh 


I dr‘ 
cc  * dfi 


. ee' 

\mcc 

* r 


oder,  V = “ und  ^ = p gesetzt,  die  Gleichung 


1 dr*  ^ r — rp  q 
cc  dft  r — p * r0 


d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  Art.  9 gefunden  worden  ist. 

Ist  “ > 4 mcc > C,  d.  i.  ? > 1 > y , so  ist*!*  positiv  und  grösser 
als  cc,  also  ~ reell.  Ist  letzteres  selbst  positiv,  so  wird  r wachsen, 
bis  ~ = Jmcc,  d.  i . r — p,  dann  wird  ^ unendlich  gross. 

Dasselbe  wird  geschehen,  wenn  itn  Anfänge  C >■  {mcc  >■  — , d.  i. 
und  £ negativ  ist. 

Diese  Folgerungen  stehen  nach  Ilelmholtz  in  Widerspruch 
mit  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Es  ist  dabei  nun  erstens  zu  bemerken,  dass  hier  zwei  elek- 
trische Theilchen  angenommen  werden,  die  sich  zwar  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  zu  bewegen  beginnen,  die  aber  grösser  ist  als  die 
Geschwindigkeit  c,  d.  i.  grösser  als  439450. 10f’  . Der  Fall, 

das>  zwei  Körper  mit  solcher  Geschwindigkeit  sich  gegen  einander» 
bewegen,  ist  nirgends  in  der  Natur  nachzuweisen;  bei  allen  prak- 
tischen Anwendungen  des  Gesetzes  pflegt  man  vielmehr  ^ im- 
mer als  einen  sehr  kleinen  Bruch  anzunehmen,  was  Beachtung  verdient. 
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Denn  nach  Helmholtz,  a.  a.  0.  Seite  7,  widerspricht  ein  Ge- 
setz dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  wenn  zwei 
Theilchen,  die  sich  demselben  gemäss  bewegen  und  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander  un- 
endliche lebendige  Kraft  erreichen  und  also  eine  unendlich 
grosse  Arbeit  leisten  können. 

Es  scheint  hierin  der  Satz  ausgesprochen  zu  sein,  dass  nach 
dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft  zwei  Theilchen  überhaupt  nie- 
mals unendliche  lebendige  Kraft  besitzen  können. 

Denn  man  würde  offenbar  obigen  Ausspruch  auch  umkehren 
und  sagen  können: 

Ein  Gesetz  widerspricht  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft, 
wenn  zwei  Theilchen,  die  sich  demselben  gemäss  bewegen  und  mit 
unendlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung 
von  einander  endliche  lebendige  Kraft  erreichen  und  also  einen 
unendlich  grossen  Verlust  an  Arbeit,  die  sie  leisten  können,  erleiden. 

Die  beiden  Theilchen  müssten  also  immer  unendliche  Geschwin- 
digkeit behalten,  denn  haben  sie  dieselbe  in  koincr  noch  so  grossen 
endlichen  Entfernung  verloren,  so  werden  sie  dieselbe,  nach  der 
Natur  der  Potentiale,  auch  darüber  hinaus  niemals  verlieren.  Körper 
aber,  die  sich  immer  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  gegen  einander 
bewegen,  sind  vom  Bereich  unserer  Forschungen  ausgeschlossen. 

Besitzen  aber  zwei  Theilchen  immer  nur  endliche  lebendige 
Kraft;  so  muss  es  einen  endlichen  Grenzwerth  der  lebendigen  Kraft 
geben,  den  sie  niemals  überschreiten.  Es  ist  dann  möglich,'  dass 

dieser  Grenzwerth  fttr  zwei  elektrische  Theilchen  e und  e = “ ist, 

e 

d.  h.  dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  beide 
Theilchen  gegeneinander  bewegen,  nicht  grösser  als  cc  sein  könne. 

Der  von  Helmholtz  gerügte  Widerspruch  würde  hiernach  nicht 
in  dem  Gesetze  liegen,  sondern  in  seiner  Annahme,  wonach  die  beiden 
Theilchen  mit  einer  Geschwindigkeit  begönnen,  deren  Quadrat 
Mt  >cc  wäre. 

Wird  eine  solche  Grenzbestimmung  der  lebendigen  Kräfte  im 
Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft  nach  Helmholtz  mit  auf- 
genommen; so  kann  sie  in  dem  Grundgesetze  der  elektrischen 
Wirkung  Art.  4 ebensogut  mit  aufgenommen  werden,  indem  man 
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die  dort  mit  V bezeichnet^  Arbeit,  ebenso  wie  die  mit  x bezeich- 
nete  lebendige  Kraft  (im  Gesetze  U - f-  .r  = beide  als  ihrer 
Natur  nach  positive  Grössen  betrachtet. 

Zweitens  ist  zu  bemerken,  dass  jene  beiden  elektrischen  Theil- 
chen  zwar  in  endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige 
Kraft  erreichen ; diese  endliche  Entfernung  ist  aber  p = ^ , 

eine,  nach  unsorn  Maassen  unangebbar  kleine  Entfernung, 
aus  gleichen  Gründen,  aus  denen  die  elektrischen  Massen  e und  *' 
selbst  nach  unscrn  Maassen  unangebbar  sind.  Diese  Entfernung  ist 
daher  Art.  9 als  eine  Molecularentfernung  bezeichnet  worden. 

Die  Theorie  der  Molecularbe'wegungen  bedarf  jedenfalls 
einer  besonderen  Entwickelung,  an  der  es  überall  noch  fehlt;  so- 
lange aber  als  eine  solche  Theorie  von  den  mechanischen  Unter- 
suchungen noch  ausgeschlossen  bleibt,  haben  alle  Zweifel  an  physi- 
scher Zulässigkeit,  die  sich  auf  das  Bereich  der  Molecular- 
bewegungen  beziehen,  keine  Berechtigung. 

Drittens  möge  bemerkt  werden,  dass  derselbe  Einwand,  dass 
nitmlich  zwei  Theilchen,  die  mit  endlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in 
endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige  Kraft  erreichen, 
auch  das  Gravitationsgesetz  trifft,  wenn  man  die  Massen  ponderabe- 
ler  Theilchen  in  Punkten  concentrirl  annimmt.  Beseitigt  man 
aber  diesen  Einwand  beim  Gravitationsgesetze  dadurch,  dass  man 
die  Massen  auch  der  kleinsten  Theilchen  als  einen  Rauin  erfüllend 
sich  vorstellt;  so  wird  man  dasselbe  auch  bei  elektrischen  Theil- 
chen thun  müssen,  wo  sich  dann  auch  ergiebt,  dass  nur  ein  ver- 
schwindend kleiner  Theil  eines  solchen  Theilchons  in  einem  bestimm- 
ten Augenblicke  zur  Entfernung  p gelangt;  ein  anderer  verschwindend 
kleiner  Theil,  der  schon  im  Augenblicke  vorher  zur  Entfernung  p 
gelangt  war,  würde  die  unendlich  grosse  Näherungsgeschwindigkeit 
mit  unendlich  grosser  Entfernungsgeschwindigkeit  vertauscht  haben. 
Sind  aber  diese  verschwindenden  Theile  kleinster  Theilchen  fest  an 
einander  gekettet,  so  dürfte  von  solchen  unendlichen  Geschwindig- 
keiten gar  keine  Rede  sein. 

Auch  Weltkörper  können  ihre  Bewegung  unter  physisch  zu- 
lässigen Verhältnissen  beginnen  und  können,  indem  sie  sich  nach 
dem  Gravitationsgesetze  weiter  bewegen,  in  physisch  unzulässige  Ver- 
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haltnisse  geralhen,  die  nur  durch  .Mitwirkung  der  auf  Molecular- 
entfernungen  beschrankten  Molecularkrüfte  beseitigt  wer- 
den. Ein  Absehen  von  dieser  Mitwirkung  ist  streng  genommen  nur 
temporär  gestattet,  solange  nämlich  die  Verhältnisse  so  beschaffen 
sind,  dass  ihr  Einfluss  entweder  Null  ist  oder  als  verschwindend  klein 
betrachtet  werden  darf.  Ebensowenig  aber  wie  daraus  ein  Einwund 
gegen  das  Gravitationsgesetz  entnommen  wird,  durfte  aus  den  physisch 
unzulässigen  Verhältnissen,  zu  denen  das  Grundgesetz  der  elek- 
trischen Wirkung  nach  Helmholtz  führt,  ein  Einwund  gegen  dieses 
Gesetz  sich  ergeben,  wenn  mau  beachtet,  dass  diese  unzulässigen 
Verhältnisse  nur  an  gewisse  Molecularentfernungcn  gebunden  sind. 
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Die  Dioptrik  luit  im  Laufe  «ler  Z«'it,  gleichwie  andere  malhe- 
matischc  Theorien,  an  Vollkommenheil  gewonnen,  indem  Unltcsliminl- 
lieiten,  di«*  sie  sonst  besass , und  di«!  zu  Ungenauigkeiten  in  deren 
Residtatcn  Anlass  galten,  daraus  <>nlfcrnl  worden  sind.  Den  Weg 
zu  diesen  Verbesserungen  hat  Möbius  in  einer  von  ihm  im  Jahre  1 830 
vcrolTenl  lichten  Abhandlung  ungebahnt,')  in  welcher  er  mehrere  neue 
Kelatiomm  bekannt  machte,  mul  unter  andern  «las  Vorhandensein 
von  vier  Punkten  von  besonderer  Wichtigkeit  nachwies,  die  sich  in 
jedem  Linsensvstem  Ixdinden.  Zur  vollständigen  Verwerlhung  seiner 
Entdcckungi'n  halle  er  sich  freilich  den  W«*g  dadurch  abgcschnillen, 
«lass  er  unterlassen  halte,  die  Dicken  der  Linsen  mit  in  Betracht  zu 
ziehen,  und  es  war  (iauss  vorhi'halten , diese  Theorie  zu  ergänzen 
mul  ihre  Wichtigkeit  zu  erkennen.") 

Im  § 2 «lieser  Abhandlung  halte  ich  diese  Theorie  in  der  Ge- 
stalt entwickelt,  ili<*  mir  für  ein  leichtes  Vcrslttndniss  derselben  am 
Angemessensten  schien,  und  halte  noch  einen  Zusatz  zugefügt,  wel- 
cher bei  Gauss  nicht  vorkomml , mul  in  der  Benutzung  der  Ver- 
cinigungswciten  besieht,  durch  deren  Zuziehung  sich  eine  Anzahl 
neuer  Relationen  abh'iten  lassen.  Als  einen  besonderen  Umstand, 
welcher  herv«trlrill,  lUssl  sich  anführen,  dass  mit  geringer  Ausnahme 
alle  <lio|ilrischcn  Relationen  dieselbe  üuss«*re  Form  amu'hmen,  die  sie 
in  der  früheren  l)io|itrik  hatten,  nur  tritt  di«?  Eigenschaft  «'in,  dass 
sie  all«*  bestimmt  sind,  mul  in  «l«*r  Voraussetzung  kli'iner  Kinfalls- 
und  Rreclumgsw inkel , strenge  stall  finden,  wahrend  sie  früher  mit 
einer  Uul>i*slimmlheit  beim llrl  ers<-hienen,  ili«*  in  der  Uebergeltung 

* Möbius.  Kurz«*  llarslrlliiiii.’  ili*r  llnu|>li'iRnisoliafti*n  rillt'S  Systems  von 
l.insonaläsorn . In  Crcllo's  Journal  f.  r.  u.  a.  Matli.  Hand  V. 

")  (iauss.  Dioplnsclio  l'nlrrsucliunp'u.  «inuin^on  IStl. 
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der  Dieken  der  Linsen  ihren  Grund  liatle.  Diese  Lieborgelmng  liess 
ncmlicli  den  einen  Endpunkt  einer  Anzahl  von  Linien,  deren  Be- 
Iraehlung  nicht  enthehrl  werden  kann,  unbestimmt,  und  Versuche, 
die  von  einigen  Schriftstellern  gciuachl  worden  waren,  um  diese 
unbestimmten  Endpunkte  zu  dclinircn,  müssen  als  fehl  geschlagen 
betrachtet  werden . 

Möbius  hatte  ausser  den  beiden  Haupt-  und  den  Iteiden  Brenn- 
punkten eines  Linsensystems  auf  noch  zwei  Punkte  aufmerksam 
gemacht,  die  man  spüter  die  Knotenpunkte  genannt  hat,  und  die  die 
Eigenschaft  besitzen , dass  in  denselben  Bild  und  Gegenstand  zwar 
gleiche  Grösse,  aber  entgegengesetzte  Lage  haben.  Gauss  hat  diese 
beiden  Punkte,  die  in  der  Thal  geringere  Wichtigkeit  besitzen  als 
jene,  nicht  in  Betracht  gezogen;  auch  hier  sind  sie  nicht  berück- 
sichtigt worden. 

Die  Theorie,  von  welcher  das  Vorstehende  handelt,  setzt  vor- 
aus, dass  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  nicht  grösser  seien,  als 
tlass  mau  ihre  Sinusse  den  Bogen  gleich  setzen  könne,  und  findet 
unter  diesem  Vorbehalt  eine  ausgedehnte  Anwendung;  es  treten 
jedoch  auch  Füllt*  ein.  in  welchen  man  mit  dieser  Annahme  nicht 
ausreicht,  sondern  den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen 
erlittenen  Brechungen  oder  Zurück« erfungen  beschreibt,  strenge  ver- 
folgen muss.  Im  § I habe  ich  (liest*  Aufgabe,  mit  Rücksicht  auf 
den  allgemeinsten  Fall,  welcher  einlrelen  kann,  strenge  gelöst,  und 
zwei  verschiedene  Verfahrungsarlen  zu  diesem  Zwecke  entwickelt. 
Geht  man  von  dem  allgemeinsten  Fallt*  zu  dem  spcciellcn  über,  in 
welchem  der  Lichtstrahl  und  die  die  Mittelpunkte  der  brechenden 
Oherflüchen  verbindende  grade  Linie  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  gehen  beide  eben  genannten  Verfahrungsarlen  in  eine  und 
dieselbe  Verfahrungsarl  alter,  tlie  sehr  einfach  ist. 

Der  § 3 enthüll  numerische  Beispiele,  zur  Anwendung  des  Vor- 
hergehenden. 

Ich  habe  allenthalben  nur  von  Brechungen  geredet,  es  ist  aber 
an  sich  klar,  dass  alle  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn 
Zurück  werfungen  statt  Brechungen  Vorkommen.  Man  braucht  in 
solchen  Füllen  nur  die  helrcITcnden  Brechungsverhültnisse 
in  hu  : — n”  zu  verwandeln.  Ich  habe  ferner  in  dieser  Abhandlung 
immer  nur  einen  bestimmten  Lichtstrahl  für  sich  betrachtet,  mul  auf 
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di«  gemeinschaftliche  H«tra«liliing  mehrerer,  durch  welche  der  Chro- 
matismiis  mul  die  Abweichung  wegen  Kugelgestalt  möglichst  geho- 
ben  werden  können,  hier  keine  Rücksicht  genommen.  Ich  gedenke 
meine  Ausarbeitungen,  die  sich  darauf  beziehen,  in  einer  späteren 
Abhandlung  nieder  zu  legen  und  zu  veröffentlichen. 


§ I. 

Entwickelung  strenger  Ausdrücke  zur  Berechnung  der 
Lage  eines  Lichtstrahls  nach  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Brechungen  durch  sphärische  Oberflächen. 

1. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Anzahl  sphärischer,  brechender 
Olierflächen , deren  Mittelpunkte  alle  auf  Einer  graden  Linie  liegen, 
die  zur  Abscissenachse  angenommen  werden  soll.  Nennen  wir  die 
Abscissen  der  Durchschniltsp linkte  der  genannten  Oberflächen  mit 
der  Abscissenachse  der  Reihe  nach  q,  q,  q",  etc.  und  die  Abscissen 
der  .Mittelpunkte  dieser  Oberflächen  p,  p\  p",  etc.;  alle  Abscissen 
sollen  von  einem  beliebigen,  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  an 
gezählt  werden.  Durch  diese  Bestimmungen  ist  die  Lage  der  bre- 
chenden Oberflächen,  so  wie  der  Umstand,  ob  sie  ihre  convexe  oder 
ihre  concave  Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahl  darbieten,  unzwei- 
deutig gegeben.  Denn  nehmen  wir  an,  dass  die  Abscissen  über- 
haupt in  derselben  Richtung  wachsen  sollen,  in  welcher  der  Licht- 
strahl fortschreitend  gedacht  wird,  so  entspringt  die  Regel,  dass 
wenn  von  irgend  zjvei  beliebigen,  einander  zugehörigen  p<m>  und  i/<") 

p >q 

die  belrefl'ende  brechende  Oberfläche  ihre  convexe  und  wenn 

(«*)  ^ f/w) 

dieselbe  ihre  concave  Seile  dem  einfallenden  Strahl  darhiclet. 

2. 

In  der  Regel  handelt  es  sich  in  der  Anwendung  der  hier  gestell- 
ten Aufgabe  nicht  um  einzelne  brechende  Oberflächen  oder  .Mittel, 
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sonilern  jo  zwei  dieser  OberHilelien  begrenzen  verschiedene,  aus 
gleichen  oder  verschiedenen  durchsichtigen  .Mitteln  bestehende,  Kör- 
per von  linsenartiger  Gestalt.  In  diesen  Fällen  sind  statt  der  im 
vorigen  Artikel  eingeführten  Ahscissen  gemeiniglich  die  Halbmesser 
der  einzelnen  brechenden  Oberflächen,  so  wie  die  Dicken  der  Lin- 
sen in  ihrer  Achse,  und  die  in  letzterer  gezählten  Entfernungen  der 
Linsen  von  einander  gegeben.  Es  wird  daher  nolhvvcndig  zu  zeigen, 
wie  aus  diesen  Daten  jene  des  vorigen  Artikels  erhalten  werden. 

bezeichnet  inan  der  Reihe  nach  die  Halbmesser  der  brechen- 
den Oberflächen  mit  r,  r,  r",  etc.,  so  folgt  aus  den  Erklärungen 
des  vorigen  Artikels,  dass  ohne  irgend  welche  Ausnahme 

r = p — 7 

■ ''  = V ~ '/' 

r"  = p — ./" 
etc. 

sind,  und  bezeichnen  wir,  wieder  der  Heilte  nach,  die  Dicken  und 
Entfernungen  der  Linsen  von  einander  mit  d,  d\  r/ ”,  etc.,  so  dass 
d die  Dicke  der  ersten  Linse,  tl'  die  Entfernung  der  zweiten  Ober- 
fläche der  ersten  Linse  von  der  ersten  Oberfläche  der  zweiten  Linse, 
d"  die  Dicke  dieser  u.  s.  w.  bedeuten,  so  gieltl  der  vor.  Art. 

d = </'  — 7 

d'  = ./”  — </' 

d"  = — <i" 

etc. 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  bekommt  man  leicht 


7 

beliebig 

P 

— 

r 4-  7 

= d -t-  7 

P 

= 

r 4-  il  4-  7 

•l" 

= d'  + d 4-7 

P 

= 

r ■+■  d'  4-  i/ 

+ 7 

= d"  4-  </’  4-  d -t-  7 

f 

= 

r 4-  il  4-  d 

+ t/  + 7 

etc. 

etc. 

oder 

'/’  = '>  + ‘1 

P 

= r'  -+•  7 ' 

7 = 11  ■+■  7 

P 

= r 4-  q" 

q " = d ' 4-  q" 

P 

— r 4-  7 

etc. 

etc. 
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durch  welche,  wenn  die  r und  die  d gegeben  sind,  ftlr  jeden  Im'Üc- 
big  angenommenen  Werth  von  </,  alle  p und  q berechnet  werden 
, können.  Zu  bemerken  ist  hiebei,  dass  zwar  in  jedem  Falle  alle  d 
positiv  angenommen  werden  müssen,  zufolge  des  vor.  Art.  aber  die 
r nur  in  den  Füllen,  in  welchen  ihre  Lage  im  System  der  Ober- 
flächen so  beschaffen  ist,  dass  sie  dem  einfallenden  Lichtstrahl  ihre 
convexe  Seite  zukehren,  positiv  werden;  bieten  sie  dagegen  ihre 
concave  Seile  dem  einfallenden  Lichtstrahl  dar,  so  werden  sie  ne- 
gativ. Ls  kann  sich  also  ereignen,  dass  in  den  folgenden  Ent- 
wickelungen eine  an  sich  convexe  Oberfläche  einen  negativen,  und 
eine  concave  einen  positiven  Halbmesser  bekommt. 

3. 

Da  die  im  Art.  I eingeftlhrlen  Bezeichnungen  an  Bestimmtheit 
und  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen,  und  ausserdem 
den  zu  entwickelnden  Gleichungen  eine  Gleichförmigkeit  verleihen, 
die  auf  andere  Art  nicht  zu  erreichen  ist,  so  sollen  sie  im  Folgenden 
beibehalten  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Abseissen  überhaupt  mit  x,  und  die 
dazu  gehörigen  reehtwinklichen  Ordinalen  mit  ;/  und  :.  Denken  wir 
uns  irgend  einen  Lichtstrahl,  dessen  Lage  vor  der  ersten  Brechung 
bis  auf  ilie  Bedingung  willkührlich  ist,  dass  er  die  erste  brechende 
Olierflüchc  schneiden  muss.  Ziehen  wir  zur  graden  Linie,  die  dieser 
Lichtstrahl  vor  der  ersten  Brechung  beschreibt,  eine  Parallele,  die 
die  Abscissenachse  in  irgend  einem  Punkte  schneidet,  und  nennen 
« den  Winkel,  den  diese  beiden  Linien  mit  einander  machen.  Legen 
wir  eine  Ebene  durch  diese  Linien,  und  bezeichnen  mit  ß den  Win- 
kel, «len  diese  Ebene  mit  der  Ebene  der  xij  macht.  Führen  wir 
ferner  den  Punkt  ein,  in  welchem  der  Lichtsrald  die  erste  brechende 
Oberfläche  schneidet,  und  nennen  dessen  Coordinaten  «,  l>,  c,  dann 
sind  die  Gleichungen  des  Lichtstrahls  vor  der  ersten  Brechung 
ij  = («  — x)  tg«  COS  ß -I-  I) 
z = n — ,r)  tg  n sin/J  -f-  c 

Bezeichnen  wir  ferner  die  analogen  Winkel,  die  derselbe  Lichtstrahl 
nach  «ler  ersten  Brechung  mit  der  Abscissenachse  und  der  Ebene 
der  xij  macht,  mit  u und  ß\  so  sind  die  Gleichungen  desselben 
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nach  der  ersten  Brechung 

;/  = (a  — x)  tg«'  cos  ff  -+-  h 
z — la  — .r)  tg  «'  sin  (i  -4-  c 

da  der  gebrochene  Strahl  auch  durch  den  Punkt  («,  li,  r)  geht. 

Die  Winkel  « und  ic  können  immer  |M>sitiv  und  < !>0*  an- 
genommen werden,  wahrend  (i  und  (i‘  sich  durch  (hm  ganzen  Um- 
kreis erstrecken  können.  In  den  Anwendungen , die  Vorkommen 
können,  werden  tiberdiess  « und  cc  nie  sehr  gross  sein. 


Der  Punkt,  in  welchem  der  entfallende  Lichtstrahl  die  brechende 
Oberfläche  schneidet,  kann  auf  andere  Weise  bestimmt  werden,  als 
im  vor.  Art.  geschehen  ist.  Man  kann  statt  der  rechtwinkliehen 
Ordinalen  b und  c die  kürzeste  Entfernung  desselben  von  der  Ab- 
seissenachse,  und  den  Winkel,  den  diese  mit  der  xij  Ebene  macht, 
anwenden;  da  diese  Bestimmung  in  vielen  Fallen  die  geeigneteste 
zu  sein  scheint,  so  soll  sie  hier  eingefUhrt  werden.  Sei  die  kür- 
zeste Entfernung  A , und  der  Winkel  zwischen  A und  der  xij  Ebene 
ip , so  werden 

I)  = A cos  i (i  , r = A sin  t/> 
die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  werden 
ly  =?  («  — ,r)  lg«  cos (i  ■+■  A cos i/< 

= («  — ,r)  tg«  sin/?  -t-  A sinip 


(1) 


und  die  des  gebrochenen 


(2) 


|;/  = (n  — .r)  lg  ic'  cos  (f  -+-  A cos  ip 
=s  («  — x)  tg«’  sin ti  ■+■  A sin  ip 
Da  der  Einlallspunkl  (fl.  b . r)  oder  («,  A,  tp)  auf  einer  bestimmten 
Oberfläche  liegt,  so  ist  dessen  Abscisse  </  von  den  Ordinalen  dessel- 
ben nicht  unabhängig.  Zieht  man  eine  grade  Linie  von  diesem 
Punkt  an  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberfläche,  und  nennt  den 
Winkel  zwischen  dieser  und  der  Abscissenachse  0 , so  wird 


sin  0 = 


p - 1 


(3)  

und  hieraus  folgt  sogleich 

(4)  . . « = p — (/»  — q)  cos  U = q 


2 p — q sinJ4  ö 
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Da  k immer  positiv  angenommen  werden  kann,  so  kann  sieh  der 
Winkel  0 zwischen  den  Grenzen  — 00"  und  ■+■  0 0"  bewegen,  wah- 
rend ip  den  ganzen  Umkreis  durchlaufen  kann.  Es  soll  ip  jeden- 
falls in  derselben  Richtung  gezahlt  werden,  wie  fl  und  fl'. 


Es  werden  /.•  und  xp  immer,  und  in  vielen  Pallen  auch  « und  fl 
unmittelbar  gegebene  Grössen  sein,  sollte  jedoch  statt  der  letzt 
genannten  ein  zweiter  Punkt  gegeben  sein,  durch  welchen  der  ein- 
fallende Lichtstrahl  gehen  muss,  so  kann  man  jene  daraus  leicht 
berechnen.  Seien  die  rcchtw  inkliehen  Goordinaten  dieses  zweiten 
Punkts  a, , k, , c, , so  sind  die  Gleichungen  des  Lichtstrahls  auch 

II  as  («,  — x)  lg«  cos  fl  -t-  b, 

Z = («,  — ,r)  tgo'sinf*  -+-  c, 


aus  deren  Verbindung  mit  den  I ) man  ohne  Muhe 


r,  — k sin  i !> 
« — a, 


lg«  sin pf  = 

. b,  — k cos  i/# 

lg«  COS,*  = 

bekommt,  aus  welchen  « und  fl  berechnet  werden  können. 


6. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Obeiflache 
eine  auf  die  Abscissenachse  senkrecht  stehende  Ebene,  und  ver- 
längern den  einfallenden  Lichtstrahl  bis  er  diese  Ebene  schneidet. 
Die  Abscisse  dieses  Durchsclmiltspunkts  ist  offenbar  ,r  = p,  und 
nennen  wir  die  Entfernung  des  Durchschnittspunkts  von  der  Ab- 
scissenachse p,  so  wie  den  Winkel  zwischen  p und . der  xxj  Ebene 
/f.  so  werden  die  Ordinalen  dieses  Durchschnittspunkts  ij  = p cos  /{, 
i = p sin  fl.  Die  Gleichungen  (1}  gehen  durch  die  Substitution  die- 
ser Werlhc  von  ,r,  ;/,  z über  in 

p cos  II  = k cos  xp  ■+•  ,«  — p)  tg«  cos  fl 
p sin  /{  = /.'  sin  t p ■+■  [it  — p)  tg«  sin  fl 
oder  nach  der  Elimination  von  n durch  die  (i)  in 

p cos  II  — k cos  t p — p — q)  cos  IJ  tg  « cos  fl 
p sin  H = k sin xp  — p — q)  cos 0 lg«  sin,* 
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die  auch  leicht  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  können, 

I?  sin  ß — ß)  = k sin  [x p — ß) 

"|p  cos  /( — ß)  ss  k cos  (y  — ß,  — (p — q)  cosö  tg« 
und  zur  Berechnung  von  p und  /(  dienen,  die  nicht  als  unmittelbar 
gegeben  betrachtet  werden  können. 

Dieselbe  Construction  lasst  sich  mit  <lem  gebrochenen  Licht- 
slrahl  ausftlliren.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Durchschnilts- 
punkts  dieses  Lichlstrahls  mit  derselben  senkrechten  Ebene  von  der 
Abscissenachse  durch  n,  und  den  Winkel,  den  a mit  der  xp  Ebene 
macht,  durch  S,  so  sind  die  Koordinaten  dieses  Durchschnitlspunkls 
j • = ]!,  f/  = ncosS,  : = n sin  S,  wodurch  ähnliche  Gleichungen 
wie  die  vorstehenden  entstehen.  Aber  legt  man  eine  Ebene  durch 
den  Einfnllspunkt,  den  zuerst  betrachteten  Durchschnittspunkt,  und 
den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberllache,  so  liegt  der  durch  den 
Einfallspunkt  gezogene  Halbmesser,  die  Normale  am  Einfallspunkt, 
auch  in  dieser  Ebene.  Da  nun,  zufolgt!  des  ersten  Fuudamcntalsatzcs 
der  Dioplrik  diese  Normale,  der  einfallende  und  der  gebrochene 
Lichtstrahl  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  liegt  auch  der 
gebrochene  Lichtstrahl  in  der  elien  betrachteten  Ebene,  und  p und  n 
sind  Abschnitte  einer  und  derselben  graden  Linie.  Es  wird  dem- 
zufolge 

S = /{ 

und  die  Gleichungen  2)  des  gebrochenen  Lichtstrahls  geben 

a cos/}  = k cos w -+-  (« — p lg«'  cos ß 
fi  sin  II  = k sin xp  -f-  («  — p)  lg«  sin // 

die  man  eben  so  wie  oben  in 

|u  sin  (/}  — ß)  = k sin  xp  — ß 
|u  cos  [R  — ß)  = k cos  (xp — ß -4-  Ui  — p lg«' 
uniformen  kann. 

7. 

Bezeichnen  wir  den  Durchsclmittspuiikt  des  verlängerten  cin- 
falletiden  Lichtstrahls  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  p gelegten  senk- 
rechten Ebene  mit  Q,  führen  die  Ebene  der  ,r ;/  parallel  mit  sich 
selbst  fort,  bis  sie  durch  (J  geht,  und  beschreiben  um  Q als  Miltel- 
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[»unk i eint*  KugeloberflOche  von  unbestimmtem  Halbmesser,  so  ent- 
stellt auf  dieser  letzteren  die  folgende  Figur: 


X 


in  welcher  -V  der  Dureliselmills|umkl  der  Abseissenaelise,  /*  der  der 
Verlängerung  der  graden  Linie,  von  welcher  (/  und  n Ahsehnillc 
sind,  und  P"  der  des  eiiifallenden  Lichtstrahls  mit  dieser  Kugelobcr- 
fliiche  sind.  Hs  ist  ferner  in  dieser  Figur  «l«>r  Bogen  A V ein  Tlieil 
des  grössten  Kreises,  in  welchem  die  xy  Ebene  die  Kugeloberfliiche 
schneidet,  und  es  soll  die  Richtung  von  X nach  Y die  nach  dem 
positiven  ij  bezeichnen.  Hs  werden  demzufolge  die  Bögen  grössten 
Kreises 

XP  = 90" 

XP  = « 

PP'  = ,t 

wenn  unter  it  der  Winkel  verstanden  wird,  den  der  eiufallende  Licht- 
strahl mit  der  Verlängerung  der  Linie  (i  macht.  Endlich  sind  diu 
sphärischen  Winkel 

YXP'  = ß 

YXP  = ll 

In  dem  sphiirischcn  Dreieck  A PP'  linden  nun,  wenn  man  den  Win- 
kel an  /’  mit  l‘  bezeichnet,  die  folgenden  Relationen  statt, 
sin  it  sin  /’  = sin  a sin  (II  — fl  | 

sinty  cos  P ss  cos«  : 7 

cos  ij  = sin  ii  cos  fl  — ß J 

welche  sowohl  /'  wie  it  durch  ihre  Tangenten,  also  auf  möglichst 
sichere  Art  geben.  In  den  Anwendungen  kann  man  aber  die  Kcnnl- 
niss  »les  Winkels  /*  entbehren,  da  immer  »;  sich  nicht  weit  von  dem 
Werlhe  90"  entfernen  wird.  Man  wird  daher  in  allen  verkommenden 
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Fllllen  den  Winkel  tj  durch 

(8) cos»/  = sinn  cos  II — fl 

sicher  und  unzweideutig  berechnen  können,  da  die  Bedingung  hinzu- 
konimt,  dass  ij  immer  im  ersten  Halbkreise  liegen  muss. 

8. 

Bezeichnen  wir  den  Durrhschnitlspunkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahls mit  der  oft  genannten  senkrechten  Ebene  durch  0 , fuhren 
die  .r y Ebene  parallel  mit  sich  selbst  fort,  bis  sie  den  Punkt  (J ' 
schneidet,  und  beschreiben  um  Q'  als  Mitlel|mnkt  eine  Kugelohcr- 
flüclie  von  unbestimmtem  Halbmesser,  so  bekommen  wir  auf  dieser 
eine  ähnliche  Figur  wie  im  vor.  Art.  Wir  können  sogar  diese  Figur 
dadurch,  dass  wir  den  Bogen  grössten  Kreises  XP'  in  derselben 
ziehen,  auf  den  gegenwärtigen  Fall  ausdehnen,  wenn  wir  unter  dem 
Punkt  /*'  den  Ihirchschnittspunkl  des  gebrochenen  Strahls  mit  un- 
serer Kugelobcrflüchc  verstehen.  Da  nun  die  übrigen  Theile  dieser 
Figur  dieselbe  Bedeutung  l>eibehnl(cn , die  sie  vorher  hatten,  so 
werden 

XP  = «’ 

PP  = x 

wenn  x den  Winkel  bezeichnet,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der 
Verlängerung  der  Linie  n macht.  Ferner  w ird  der  sphärische  Winkel 

YXP  = fl’ 

und  das  Dreieck  XPP'  giebl  die  Helalionen 

[sin  x sin  P = sin  n sin  II  — fl') 

ü; [sin  x cos  P ==  cos  a 

[cos  x = sin  (t  cos  (/I  — fl') 

die  den  (7)  ähnlich  sind. 


0. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  Eirene,  in  welcher  der  Kinfalls- 
punkt.  der  Mittelpunkt  p der  brechenden  Oberfläche,  und  die  Punkte 
Q und  Q'  liegen,  die,  wenn  der  Einfallspunkt  mit  E bezeichnet  wird, 
folgende  Verbindung  mit  einander  besitzen. 
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f 

p V'  V 

In  dieser  Figur  sind  vor  Allein  die  graden  Linien  und  ebenen 
Winkel 

pQ  = e 
EQF  = ,, 
pQ'  = a 
E (JF  = x 

und  da  Ep  der  Halbmesser,  oder  die  Normale  der  brceliemlen  Ober- 
fläche am  Kinlalls|>unkl  K ist,  so  sind  die  Winkel  pEQ  der  Einfalls-, 
und  p E Q'  der  Brechungswinkel.  Seien 

pEQ  ==  A 
pEQ'  = /i 

Da  p E = ]>  — <i  ist,  so  gieht  die  Figur  erstens 

sin*  sin v v'°) 

und  wenn  das  Brcchungsverhitllniss  der  beiden  Mittel,  welche  die 
erste  brechende  OherfliU'he  von  einander  absondert,  durch  «':«  aus- 
gedrilckt  wird,  so  gieht  das  zweite  Funduiiientalgeselz  der  Dioptrik 

sin p = - sinA II) 

Die  Figur  gieht  ferner 

x =»/  + //—  A (14 

°=  :p-9)  w 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  (ileichungen  (7  und  (9  . Die 
Division  der  ersten  durch  die  zweiten  gieht 

tg«  sin  l(  — (i  = lg«  sin  It — ({) 
und  die  zweite  7,  gieht 

< sin  tj 

cos  P mmm  cos  lf 

wtthrend  aus  der  Division  der  dritten  9 durch  die  zweite 
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= lg«'  COS  (11  — ß'i 


folgt.  Wir  bekommen  hieraus  zur  Berechnung  von  «’  tmil  ß'  sofort 
die  Gleichungen 

flg«'  sin  ß' — U = 1««  sin  ß — II 
14  1 J ° ' 

llga'cos  ß' — II  = cotgx 

womit  die  Aufgabe  für  Eine  brechende  Oberfläche  gelüst  ist , da 
nunmehr  die  Gleichungen  2 des  ein  Mal  gebrochenen  Strahls  Willig 
bekannt  sind.  Man  kann  bemerken,  dass  in  dieser  Auflösung  die 
Gleichung  (13  , oder  die  Kennlniss  der  Linie  a gar  nicht  verlangt 
wird,  es  wird  aber  die  Kennlniss  derselben  nützlich,  wenn  mehr 
als  Eine  brechende  Oberfläche  vorhanden  ist,  wie  man  gleich  sehen 
wird. 


10. 

Gehen  wir  zu  einer  zweiten  brechenden  Oberfläche  über,  welche 
zwei  Mittel  von  einander  absondert,  in  welchen  das  Brechungsv  er- 
htiltniss,  dem  Vorhergehenden  analog,  durch  n":  n ausgedrückt  wer- 
den soll.  Legen  wir  wieder  durch  den  Mittelpunkt  dieser  zweiten 
Oberfläche  eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Abscissenachse  steht,  und 
verlängern  den  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen  Lichtstrahl, 
welcher  jetzt  der  einfallende  ist,  so  weit,  dass  er  diese  senkrechte 
Ebene  schneidet.  Die  Coordinaten  dieses  Durchschnitlspunkls  sind 
nun  offenbar 

x = //,  ji  — (j ' cos  /{’,  : = p'  sin  II 

wenn  man  p'  und  II'  in  Bezug  auf  die  jetzt  eingcführle,  zweite  senk- 
rechte Ebene  dieselbe  Bedeutung  beilegt,  die  p und  II  in  Bezug  auf 
die  erste  haben.  Die  Gleichungen  2 des  ein  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahls  geben  Idemit  sogleich 

p'  cos  II  = k cos  i/i  •+•  ii  — p lg«'  c.osß' 
p'  sin  II'  = k sin tfi  -+-  u — ji)  lg«’  sin(V 
die  man  ohne  Mühe  in  die  folgenden  uniformen  kann, 
p'  sin  ß' — II'  = k sin  ß' — i/’ 
p'  cos  ß' — IC  ==  />•  cos  ß' — f -f-  II  — ji  lg«' 
die  schon  p'  und  II  geben.  Vergleicht  man  sie  aber  mit  den  G) 
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mul  subtrahirt,  so  geben  sie 

ß sin  (ß' — /{'}  = <j  sin  Iß' — II)  ) 

(j’  cos  ß' — IC)  = n cos  ß' — II',  -+-  (p — p')  Igre'i 
die  aucli  (/  und  IC  geben,  und  jedenfalls  angewahdt  werden  müssen, 
wenn  mehr  als  zwei  brechende  Oberfliichen  vorhanden  sind. 

Es  sind  hierauf  die  für  die  erste  Brechung  erhaltenen  Glei- 
chungen 8,  (10)  bis  1 1 wiederholt  anzuwenden,  in  welchen  zur 
Unterscheidung  alle  Grössen  mit  einem  Striche,  oder  einem  Striche 
mehr,  versehen  werden  sollen.  Nenilicli 


cos»/  = sin«'  cos  ß' — IC 

sin  / = , " , sin »/ 

v-v  ‘ 

sin  «'  = -V  sin/ 

‘ »I 

x = q -H  fi'  — / 

• rt  #.  sinu' 
c>  ==  ;>  — u . 1 — 

* 7 .Hin* 

tg«”  sin  ß" — ff’  se  lg«'  sin  iß' — K) 
tg  «”  cos  ß" — IC  = 7 , cotg  x 

r>  J cos«  75 


womit  die  Aufgabe  für  zwei  Brechungen  gelöst  ist,  da  in  den  Glei- 
chungen des  zwei  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls,  welche  sich  jetzt 
unter  der  Form 


U = n'  cos  R ■+■  ( p — x tg  «”  cos  ß" 
z = d sin  IC  -+-  p” — x)  lg«”  sing 

darstellen.  Alles  bekannt  ist.  Die  Entwickelungen  brauchen  auch  nicht 
weiter  fortgesetzt  zu  werden,  da  die  bis  jetzt  entwickelten  Gleichungen 
auf  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Oberfliichen  ausgedehnt  wer- 
den können. 


Die  eben  gelöste  Aufgabe  kann  in  der  Anwendung  einen  Zu- 
satz erfordern,  welcher  darin  besteht,  den  Punkt  zu  bestimmen,  in 
welchem  der  ein  Mal  gebrochene  Lichtstrahl  die  zweite  brechende 
Oltcrflttchc  schneidet.  Durch  Hülfe  dieses  Punkts,  welcher  zwar  in 
der  vorstehenden  Auflösung  enthalten  ist,  aber  nicht  ausdrücklich 
darin  vorkommt,  lassen  sich,  namentlich  in  den  Füllen,  wo  mehr  als 
zwei  brechende  Oberfliichen  Vorkommen,  und  in  der  Anwendung  der 
Aullösung  auf  ein  Linsensyslcm , die  Ausdehnungen  bestimmen,  die 
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den  brechenden  Oberflüchen,  oder  den  Linsen  gegeben  werden  müs- 
sen, damit  der  gegebene  einfallende  Liclilslra til  durch  sic  hindurch 
gehen  könne. 

Die  strenge  Heslimmung  dieses  Punkts  kann  auf  verschiedene 
Arten  uusgcfithrl  werden.  Man  kann  den  Durchschniltspunkt,  ent- 
weder des  ein  Mal,  oder  des  zwei  Mal  gebrochenen  Strahls  mit  der 
zweiten  brechenden  Oberflüche  'bestimmen , und  da  der  ein  Mal 
gebrochene  Strahl  zwei  ausdrücklich  bekannte  Punkte  durbietet,  so 
kann  die  Bestimmung  des  Durchschnittspunkts  auf  zwei  verschiedene 
Arten  ausgefUhrt  werden.  Endlich  kann  man  auch  den  Dureli- 
sclmittspunkl  des  ein  Mal  gebrochenen  Strahls  mit  dem  zwei  Mal 
gebrochenen  bestimmen.  Da  alle  diese  Durehschnittspunkte  identisch 
sind,  so  müssen  alle  diese  Auflösungen  auf  identische  Resultate 
führen. 

Die  erst  genannten  Auflösungen  führen  auf  (piadratisehe  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Abscisse  des  Durchschnittspuukls,  wah- 
rend die  letztgenannte  auf  eine  linearische  Glgichung  führt.  Man 
könnte  aus  diesem  Grunde  diese  Auflösung  als  die  einfachste  und 
angemessenste  bezeichnen,  wenn  nicht  in  den  Anwendungen  der 
störende  Umstand  eintrütc,  dass  die  beiden  gebrochenen  Strahlen 
einen  sehr  spitzen  Winkel  mit  einander  machten.  Dieser  Umstand 
verursacht,  dass  bei  der  Anwendung  dieser  Auflösung  die  Nenner 
der  Gleichungen  sehr  klein  werden , und  ungeachtet  der  geometri- 
schen Strenge  wenig  genaue  Resultate  gelten  können.  Die  anderen 
Auflösungen  sind  von  diesem  Uebclstandc  frei. 


12. . 

Es  sollen  jetzt  beide  im  vorigen  Artikel  angeführten  Arten  der 
Auflösung  unserer  Nebenaufgabc  entwickelt  werden,  und  zu  dem 
Ende  führe  ich  zuerst  die  allgemeinen  Gleichungen  an,  die  wir  im 
Vorhergehenden  für  laude  gebrochene  Strahlen  erhallen  haben.  Für 
»hm  ein  Mal  gebrochenen  Strahl  bekommen  wir,  wenn  wir  ihn  auf 
die  erste  senkrechte  Ebene  beziehen  und  demzufolge  p,  n cos  /<,  o sin  ff 
stall  u,  k cos  ifi , k sin  i/<  in  die  Gleichungen  (2)  setzen 

»/  = o cos  H -+-  (p — A’)  lg«'c()S|!f' 

1 = 0 sin  /?  -f-  p — ,r  lg  «'  sin  (S 
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und  wenn  wir  denselben  auf  die  zweite  senkrechte  Ebene  beziehen, 

1/  s=  p'  ros  fl'  -+■  (p — X)  tga’cos/?’ 
z = p'  sin  Zf  -+-  (p  — x)  tg«'  cos/9' 

Kür  den  zwei  Mal  gebrochenen  Strahl  haben  wir  im  Art.  1 0 schon 
y = d cos  fl”  -+-  {p — x lg«"  cos/?" 
z ==  d sin  /I'  -+-  lp  — x)  tgrt'sin/J” 

erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  die  Abscisse  des  gesuchten  Durcli- 
schnittspunkts  mit  und  die  rechlwinklichcn  Ordinalen  desselben 
mit  k'  cos  ip'  und  k'  sin  i p\  und  substituiren  diese  statt  x,  */,  z in  die 
vorstehenden  Gleichungen,  so  werden  diese  nach  einer  leichten  Um- 
formung 

k'  sin  'ip  — II)  = [p  — a)  tga'  sin  ß' — fl 

k'  cos  (ip  — It)  = [p  — o')  tg «'  cos  \ß' — II t -4-  n 

k sin  {ip — II  = ( p — a ) tg«'  sin  ß' — II) 

k' cos  (V — II  = p — a)  tg«'  cos  ß' — II)  -+-  (j 

k'  sin  ip' — ß')  = (p  — u)  tg«"  sin  ß" — II) 

k' cos  (i p — K ) = p — d)  tg«"cos  ß' — II)  -I-  d 
Nehmen  wir  zuerst  die  letzt  genannte  Auflösung  vor,  und 
benutzen  dazu  die  vier  letzt  angeführten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen. Da  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  um  Eins  grösser  ist 
als  die  der  Unbekannten,  so  bekommt  man  aus  denselben  Eine 
Gleichung,  die  keine  der  letzteren  enthalt,  und  bekanntlich  die  Be- 
dingung ausdrückt,  dass  die  beiden  graden  Linien,  deren  Durch- 
schnittspunkt man  sucht,  sich  in  der  Tliat  schneiden.  Setzen  wir 
nun  die  rechten  Seiten  der  dritten  und  fünften,  so  wie  die  der  vier- 
ten und  sechsten  der  Gleichungen  (46)  einander  gleich,  so  erhalten 
wir 

tg«"  sin  ß" — JT)  — lg«'  sin  ( /?' — II)  = 0 
( p'—d ) jtga’eos  (ß" — II)  — tg«'  cos  Iß' — H)  j = p' — d 
von  welchen  die  erste  die  erwähnte  Bedingungsgleichung  ist,  die  mit 
einer  der  Gleichungen  des  Art.  10  Ubereinstimmt.  Multiplicirt  man  die 
erste  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  (p  — d)  sin  (ßiß"+ß') — fi'), 
die  zweite  mit  cos  (J  ß"+  ß') — fl'),  und  addirl  die  Producte,  so 
giebt  eine  leichte  Reduction 

> t t • »v  cos  (4M*+  p)  — H‘)  cos  ft"  cos«' 

n = P — ü — ff  — -JT  l n 7T~ 

i / cos  | ip  — fi)  sin  ,«  — a j 

die  zur  Bestimmung  von  d dient,  aber  den  sehr  kleinen  Divisor 

Abhaadl.  d.  K.  S.  Grsellwli.  d.  Wissrosrh.  XV.  (j 
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sin  ( a" — a)  enthüll.  Alle  Umformungen , die  man  mit  dieser  Glei- 
chung vornehmen  möchte,  würden  diesen  Uebelstand  nicht  beseitigen 
können.  Die  Elimination  von  a aus  dem  dritten  Paar  der  Gleichun- 
gen (16)  giebt  nun 


k'  sin  (i p' — R)  = 
k'  cos  (t fi' — R’'  = 


(e  — <0 


/ / t\ 


cos  I IJF+  ft')  — R'i  cos  n"  sin  «' 
eos^  (fl"—  fl’\  sin  u"—  «*') 
cos  ß')  — H'\  cos  ft"  sin  n' 

cos  }jß"—  fl'\  sin  «',i 


sin  iß"—  R) 
cos  {jf  — R'j  -+-  n 


und  ühnlichc  Gleichungen  bekommt  man  durch  die  Anwendung  der 
anderen  (16).  Wegen  des  kleinen  Divisors  ist  diese  Auflösung  nur 
in  den  Füllen  anwendbar,  in  welchen  man  nicht  die  grösste  Ge- 
nauigkeit in  die  Bestimmung  von  k'  zu  legen  braucht. 


Um  eine  der  anderen  Gattung  von  Auflösungen  zu  erhalten, 
haben  wir  für  die  Gleichung  der  zweiten  brechenden  Oberfläche 

(/>'— 9')*  = (p—x)'*  + y-  + J2 

oder  wenn  für  x,  »/,  z die  oben  eingefiihrten  Goordinaten  des  Durch- 
schnittspunkts gesetzt  werden 

(p'—q'Y  — (p  — «V  -+■  k'- 

Erheben  wir  nun  die  beiden  letzten  (16)  ins  Quadrat  und  addiren, 
so  ergiebt  sich 

k'1  = (p  — a )2  tg 2 «”  -+-  2 [p — a)  a tg a"  cos  iß" — R')  -+■  a‘ 
und  eliminirt  man  hiemit  k - aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  so 
ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  p — a die  quadratische  Gleichung 
ö = (p — a)2  -+-  2 (p — a)  a sina"  cosa"  cos  iß’ — R') 

— [ (/*' — 9*)* — a*]  cos2«” 

deren  Auflösung,  wenn 

_ VlP'-t'-eg'M  P'-l'-  <Ö 
^ o'  sin  «"  cos  [fl"—  H', 

gesetzt  wird, 

u’  = v — 2 VTF— 7+  «Tip'—  9 — •) 

= p + 2 c:^r  / p— 9 + «)  (p— 9— " 


ist.  Der  erste  dieser  beiden  Werthe  Air  a'  ist  anzuwenden,  wenn 
V — 9 positiv,  der  zweite,  wenn  p — q negativ  ist.  Hat  man  hieraus 
«'  erhalten , so  giebt  ein  beliebiges  Paar  der  Gleichungen  1 6 k' 
und  ß.  Die  andern  noch  möglichen  Auflösungen  brauchen  nicht 


Digitized  by  Google 


(9  Unterscching  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  81 

du  rclige  führt  zu  werden,  da  sie  durch  Vertauschung  der  lx'lreffenden 
Buchstaben  aus  der  vorstehenden  folgen. 

Die  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Strahls  nehmen 
hierauf  die  folgende  Form  an 

y = k' cos  y -+-  (a  — x tg«"cos/?" 
t — k'  sin  v’  -+-  Ui'—iv)  tg  (t  sin  ß" 

Zu  bemerken  ist,  dass  man  in  den  gewöhnlichen  Fallen  <j  statt 
a in  die  Hi  setzen,  und  damit  die  entsprechenden  Werthe  von  U 
und  ip'  berechnen  könnte,  die  von  jenen  sehr  wenig  verschieden  sein 
würden.  Man  würde  hierauf  strenge  für  den  zwei  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahl  die  Gleichungen 

1/  = k'  COS  lf/'  -+-  (j  — X)  tgrt”  COSß" 

i = k’  sin  ip  -+•  [q — x)  tg  a sin  ß" 

erhalten. 


13. 

Die  oben  entwickelte  Auflösung  der  Hauptaufgabe  wird  un- 
bestimmt. wenn  eine  der  beiden  brechenden  Oberflächen,  oder  beide, 
Ebenen  sind;  es  sind  daher  die  Abänderungen,  welche  die  Auflösung 
in  diesen  Fallen  erfordert,  zu  entwickeln. 

Sei  die  erste  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  dann  wird  nicht 
nur  ji . sondern  i^s  werden  auch  p und  a unendlich  gross,  ferner 
wird  fl  = 0.  Der  Quotient  -*  - wird  jetzt  = 0 , aller  der  Quo- 
tient — - — behalt  einen  endlichen  Werth , den  ich  V nennen  will. 

9-9 

Die  Gleichungen  (5  geben  hiemit 

y=  = tg«  , R = ß + \ 80° 

Die  Gleichung  (8)  und  die  folgenden  geben  hierauf 

tj  — 90“  -+■  (t  , ).  — n , x = 90“  -t-  u , fi  = n 
und  folglich  wird  sogleich 

sin  a = — , sin  « 

n 

die  (14)  endlich  geben  R = ß'  -»-  180“,  woraus 

ß'  = ß 

folgt,  und  die  Lage  des  ein  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls  völlig 
bekannt  ist,  da  dieser  jeden  Falls  durch  den  Punkt  (k,  \p)  geht. 

6* 
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Die  Gleichungen  (15)  können  jetzt  nicht  ungewandt  werden,  aber 
die  denselben  vorangehenden,  die  wir  jetzt,  da  a = </  wird,  wie 
folgt  schreiben  können, 

p'  sin  ß — R')  = k sin  [ß — y) 
p' cos  ß — R')  = k cos  ß — y)  -+-  (<j  — p)  Iga 
gelten  p'  und  R,  worauf  die  'Lage  des  zwei  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls eben  so  wie  oben  erhalten  wird. 

Wenn  statt  der  ersten  brechenden  Oberfläche  die  zweite  eine 

Ebene  ist,  wodurch  ;t,  p',  a unendlich  gross  werden,  so  wird  die 

erste  Brechung  nach  den  obigen  allgemeinen  Gleichungen  durch- 

gefllhrt,  bis  dass  inan  durch  die  Gleichungen  (1  i)  u und  ß erhalten 

hat.  In  «len  (15)  darf  jetzt,  ohne  die  Slreuge  zu  verletzen  — j! — >\  • 

stall  (p — p')  gesetzt  werden,  und  es  wird  der  Quotient  — 0, 

wahrend  , " , eine  endliche  Grösse  bleibt , die  mit  V'  bezeichnet 
v-i 

werden  soll.  Die  (15)  geben  hierauf 

V’  = tg«'  , R'  = 1 80°  -+•  jf 

und  die  ferneren  Gleichungen  für  die  zweite  Brechung  erleiden  die- 
selben Abkürzungen  wie  oben  die  der  ersten  Brechung.  Es  werden 
also 

sin  «”  = -A-  sin  «' 

W 

ß"  = ß' 

womit  schon  a und  ß"  bekannt  sind. 

Die  im  Art.  10  erhaltenen  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebroche- 
nen Lichtstrahls  werden  gegenwärtig  auch  unbestimmt  und  können 
nicht  angewandt  werden , aber  da  die  Gleichungen  des  ein  Mal 
gebrochenen  Strahls  immer  noch  wie  im  Art.  12 
»/  = <j  cos  R -+■  (p  — x)  Iga  cos ß' 

: = o*  sin  R -+-  (p  — x)  tg a sin/?' 

und  die  (Koordinaten  des  Punktes,  in  welchem  dieser  jetzt  die  zweite 
brechende  Oberfläche,  die  Ebene,  schneidet, 

x = ((  , y = k'  cos  y , s = k'  sin  y' 
sind,  so  erhallen  wir  durch  Substitution  dieser  (Koordinaten  aus  den 
vorslehemlen  Gleichungen 
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k'  sin  (y — (f)  = a sin  (R  — ft') 
k'  cos  (1// — ft')  = a cos  (/I  — ft')  ■+■  p — q)  lg«' 
welche  k'  und  y\  sowie  die  Gleichungen 

y = k'  COSl p -+-  (q — x)  lg«”  COS  ft" 
z — k'  siny  (q — x)  tg  et"  sin  ft“ 
des  zweimal  gebrochenen  Strahls  geben. 

Wenn  beide  brechende  Oberflächen  Ebenen  sind,  so  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres  aus  dem  Vorhergehenden 

sin  u — -5;  sin  « 

sin  a = Ar  «in  a 

n 

ft" = ^ = ft 

und  da  die  Coordinalen  des  Punkts,  in  welchem  der  ein  Mal  ge- 
brochene  Lichtstrahl  die  zweite  Oberfläche  schneidet,  dieselben  sind 
wie  vorher,  ferner  « = q ist,  so  geben  die  Gleichungen  (1)  des  ein- 
fallenden Lichtstrahls 

k'  sin  (i p — ft)  = k sin  (y  — ft) 
k'  cos  (y — ft)  — k cos  (y  — ft)  (q  — q)  lg « 
und  mit  den  hieraus  folgenden  Werthen  von  k'  und  y werden  die 
Gleichungen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls  dieselben  wie 
im  vorhergehenden  Falle. 

Denken  wir  uns  unter  den  zwei  brechenden  Ebenen  und  dem 
Mittel,  welches  sic  einschliesscn,  einen  durchsichtigen  Körper,  z.  B. 
ein  Planglas  mit  parallelen  Oberflächen,  welches  auf  allen  Seiten  von 
einem  und  demselben  Mittel,  z.  B.  der  atmosphärischen  Luft,  um- 
geben ist,  so  wird  n"  — n,  und  die  Gleichungen 

t n 

sin«  = —7  sin« 

n 

• sin  a = — sin  «' 

n 

geben  = «;  der  ausfahrende  Lichtstrahl  wird  also  dem  cinfallen- 
den  parallel,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

H. 

Es  brauchen,  wenn  der  Lichtstrahl  einer  grösseren  Anzahl  von 
Brechungen  unterworfen  ist,  keine  weiteren  Gleichungen  entwickelt 
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zu  werden,  da  die  vorhergehenden,  auf  zwei  Brechungen  ausge- 
dehnten, sieh  durch  ihre  Wiederholung  auf  jede  beliebige  Anzahl 
von  brechenden  Oberflächen  anwenden  lassen.  Um  dieses  möglichst 
deutlich  zu  machen,  wollen  wir  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Gleichungen  ausdrücklich  auf  eine  unbestimmte  Anzahl  Brechungen 
ausdehnen. 

Seien  m Brechungen,  und  demgemäss  m -t-  I verschiedene  Mittel 
vorhanden,  denen  der  Reihe  nach  vom  ersten  zum  letzten  die 
Brechungsverhältnisse 


n ' n * 


1 


-tt,  etc.  bis: 

n 


n** 


zukommen.  Es  soll  hiebei  sogleich  bemerkt  werden,  dass  wenn 
das  erste  und  das  letzte  Mittel  identisch,  z.  B.  die  Luft  sind, 

ii  = »" 


wird,  sowie,  dass  wenn  die  Anzahl  der  Brechungen  eine  grade  ist, 
und  die  jedes  Paar  derselben  umgebenden  Mittel  dieselben  sind,  wie 
bei  einem  Linsensystem  der  Fall  ist, 

n = n"  — n"  etc.  = n" 

werden.  Vor  Allem  müssen  nicht  nur  alle  »,  sondern  auch  die 
Abscissen 

p,  p',  p",  p”',  etc.  p“_l 

der  Mittelpunkte  der  brechenden  Oberflächen,  sowie  die  Abscissen 

<h  7>  ?”i  etc.  >r~' 

der  Punkte,  in  welchen  diese  Oberflächen  die  Abscissenachse  schnei- 
den, gegeben  sein,  und  ausserdem  muss  man  die  Coefficienten  der 
Gleichungen 

y — k cos  i/1  (a  — x)  lg  n cos  ß 
z = k sin  tp  4-  (n  — x)  tga  sin/? 

des  auf  der  ersten  brechenden  Oberfläche  einfallenden  Lichtstrahls, 
oder  k,  ip,  a,  ß kennen.  Sollten  a und  ß nicht  unmittelbar  gege- 
ben sein,  so  bietet  der  Art.  ä Mittel  dar,  um  sie  zu  erhalten.  Die 
Berechnung  der  Lage  des  Lichtstrahls  nach  der  m,en  Brechung  wird 
nun  durch  die  folgenden  Gleichungen  geführt. 
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!**•  Brechung. 


sin  6 == 

v-9 

(/  sin  (R  —ß)  — k sin  [y  — ß) 

(j  cos  [R — ß ==  k cos (y — ß) — {p — q)  cos  0 tg« 
cos  y = sin  « cos  [R  — ß , sin  k — sin /, 


sin,«  = ^ sin  k , * — >,  •+■  fi  — k 

t \ ^in  u 

n = p — q)  - 

tg  ic  sin  [ß  — R)  = tg«  sin  (ß — R) 
lg«  cos (ß  — R)  = colgx 


2l*  Brechung. 


(/  sin  (fi’  — ß — n sin  R — ß) 

(/  cos  K — ß’  = n cos  (R  — ß ) + (p—  p tg  a 
cos»/  = sin  « cos  (ß  — R)  , sin  k = , ^ , sin  q 


• n’  . 

U = jt  Sill  A , 


x = tj  -I-  //  — A# 


(/»'—?) 


sin  ft’ 
sin  x' 


tg«"  sin  ß — ff)  = lg  « sin  ß — R 
lg  «"cos  [ß  — K)  - *^,cotgx' 


3U  Brechung. 


ß sin  (R  — ß)  = fi  sin  (R  — ß 
ß cos  R'—ß ; = a cos  R'—ß)  + if—p)  tg«’’ 
cos  tf  — sin  cos  [ß'  — R , sin  / = sin  i, 


sin  // 


= -s-,  sin  A , 


n"  = -g-  ß'  — 


n i n ••  Sill  14 

« “ (P  - ¥ S? 

tg«'”  sin  (//”  — ff  = tg«’’  sin  Iß'  — A y 
tg«  cos  ß = -oJ„cotgx 


u.  s.  w.  bis  für  die 
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in1«  B r c c h u n g 

{r  - 1 sin  ijr  = ■) 

(r  - 1 cos  ir  ■'-(T-')  = o”--'  cos  ir  - * - p ~ *) 

+ (p-s- ig«"" 
cos  >/“”'  = sin  «"  " ’ cos  (/*"  ■ 1 — /<“'  “ ') , sin  r - ' = js^v,  — Wj  sin  i f 
sin  = ""b”'  sin x"  " 1 = tjm  ~ ' + ftm  " ' — A" 


m — 

1 — 

i»i  — 

1 m - 

nin/iM  “ 1 

o 

p 

— 7 

' sinx"*  ~ i 

tg«"  sin  [(f  — 

ir~ 

= 

t m — i 

lg« 

sin  ((T  ” 1 — IC 

lg  a"  cos  (jT  — 

ir~ 

i\  

»in  tjm  ~ ' 
cos  «”*  “ 1 

cotg  *"  ~ ' 

worauf  Bio  Gleichungen  des  m Mal  gebrochenen  Lichtstrahls 
i/  = <j”  ~ 1 cos  /(”'  ~ 1 -+-  (pm  ~ ' — x)  tg  re”  cos  ti" 
z = <i"  ” ' sin  /r  “ 1 ■+•  (/)"”'  — x)  tgre”  sin  (T 


werden,  durch  welche  man  jeden  beliebigen  Punkt  dieses  Licht- 
strahls berechnen  kann. 

Will  inan  ausserdem  für  alle  brechenden  Oberflächen,  oder  für 
einige  derselben,  die  Ausdehnung  kennen  lernen,  (die  Oeflhungcn 
der  Linsen,)  die  ihnen  gegeben  werden  muss , um  den  gegebenen 
Lichtstrahl  durchlassen  zu  können,  so  kann  dieses  durch  die  im 
Art.  12  entwickelten  Gleichungen  geschehen,  die  ohne  Weiteres  auf 
jede  beliebige  dieser  Oberlliichen  anwendbar  sind,  wenn  man  die 
darin  verkommenden  Grössen  mit  den  betreffenden  Indiees  versieht. 


15. 

Als  Ausnahmefälle  zu  den  im  vor.  Art.  zusammengestellten 
Gleichungen  müssen  diejenigen  betrachtet  werden,  in  welchen  irgend 
eine,  oder  irgend  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  brechende 
Oberflächen  Ebenen  sind,  und  es  ist  in  diesen  Fällen  den  Entwicke- 
lungen des  Art.  13  gemäss  zu  verfahren. 

Sei  die  /itc  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  also  /»* — *, 
o*  “ 1 unendlich  gross,  dann  ist  die  Rechnung  nach  den  allgemeinen 
Formeln  forlzusetzen,  bis  man  «*“'  und  (V*-1  erhalten  hat,  worauf 
zufolge  des  Art.  1 3 
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ft*"'  sin  - 5 sin  (/<*."  5 -/¥*-*) 

ife*  ■ ' cos  (v‘  “ 1 — («* " ')  = O* ' 1 cos  (Ä*  “ ’ — + (p* - ’ — 9* - ']  lg  a‘  - ' 


wenlen.  Bezieht  man  die  Gleichungen  dieses  Lichtstrahls,  die  auch 
im  Art.  13  gegeben  sind,  auf  die  zur  (A  -4-  l)lerl  Oberfläche  gehörige, 
senkrechte  Ebene,  so  bekommt  man 

(/  sin  (ß*  — f)  = fe*  " ' sin  (tp*  “ ' — /¥*) 

P*  cos  (ß*  -<?*)  = fc*  - 1 cos  (tp*  “ '—/?*)  + (?*"'  -p*)  I««* 

Wegen  = ,?*  “ ' können  wir  aus  diesen  und  den  vorstehenden 
Gleichungen  fc*  - ' leicht  eliminiren,  und  erhalten  dadurch  sogleich 

p‘  sin  (ß*  —(¥*)  = n* " s sin  (ß*  “ *—  ff) 

e* cos (ß*-/S*)  = <J* - 5 cos (ß* -4-  (p*"5-?*-')  tga* ~ ' 

+ y-’-p‘)  .g«‘ 

welche  p*  und  ß*  geben,  worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wie- 
der anzuwenden  sind. 


16. 

Zum  oben  allgehandelten  Falle  treten  wieder  zwei  Ausnahme- 
lalle  hinzu,  und  zwar  die,  in  welchen  die  At0  Oberfläche,  die  zur 
Ebene  wird,  entweder  die  erste  oder  die  letzte  aller  vorhandenen 
brechenden  Oberflächen  ist.  In  Bezug  auf  den  ersten  dieser  beiden 
Fälle  braucht  nichts  weiteres  angeführt  zu  werden,  als  dass  er  schon 
im  Art.  13  ahgehandelt  worden  ist,  und  in  Bezug  auf  den  letzteren 
Fall  könnte  ebenfalls  auf  den  Art.  13  verwiesen  werden,  wenn  es 
nicht  deutlicher  wäre,  die  Gleichungen  ausdrücklich  hinzuschreiben. 
Nachdem  man  die  allgemeinen  Gleichungen  so  weit  benutzt  hat,  dass 
aus  denselben  und  (T  erlangt  worden  sind,  werden 

fr  - f _ 1 

„Bl  — I 

• m n ‘ _•  m — | 

sina  = s. — stna 
» 

A~  " ' sin  (ip“  " ' — /T  " '}  = o”  - 2 sin  ß“  " 2— fT  " ') 
k“  - 'cos y - (T  ~ ')  = a”  - 2 cos  ß"  “') 
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welche  km  ~ 1 und  ym  " 1 geben.  Die  Gleichungen  des  nach  erlittenen 
m Brechungen  ausfahrenden  Strahls  nehmen  hierauf  die  Form  an, 

;/  = k"  ~ 1 cosy  " ~ 1 ■+*  •.<]"'  ~ ' — x)  lg«“  cos//" 
i = k"  ' 1 sin  \jT  ~ ' -t-  (qm  ~ 1 — x)  tg  «"  sin  /T 

17. 

Wenn  beides,  die  lilB  und  die  [k  ■+■  l)k‘  brechende  Oberfläche 
Ebenen  sind,  so  setzen  sich  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  um 
eine  Stufe  fort,  es  werden  nemlich,  wenn  man  wieder  durch  die 
allgemeinen  Gleichungen  a'~'  und  ~ ' erhalten  hat, 

/ + 1 = /?*  = " 1 
sin«*  = "4  sin«*-1 

sin  a * ' = „r+i  sin 

Die  obigen  Gleichungen  für  k‘  ~ 1 und  y>*  ~ 1 linden  wieder  statt,  aber 

die  zweite  Ebene  fügt  ihnen 

k“  sin  =fc*-,sin(^"1  — (?-') 

kh  cos  (y>*  — f -')=kk~  ' cos  (V*  — ■+•  y*  -’  — ?*)  tg«* 

hinzu,  und  die  obigen  Gleichungen  für  (/  und  fc*  gehen  über  in 

(/  + 1 sin  = fc*  sin  (y*  - fl"  ~ ' 

</*'cos  1?  + ' - f ~ = jfe*  cos^*-^“’)  -f-  yq"-pk*')  lg«“"' 
Die  Elimination  von  fc*  ” 1 und  k*  aus  diesen  Gleichungen  giebt 
p‘  + 1 sin  ( Ä*^1  — = n*"1  sin  («*“*  — /?*“') 

(.* + ’ cos  (Ä* + 1 - /?*  - ')  = 0*  •*  cos  (Ä*  - ’ - /J*  - ’)  -i-  9*  ■ *)  tg  «*  - 1 

-t-  (9*-'-9*)tg„*  + (7*-p*  + I)tg«*  + * 

welche  (/ + 1 und  /I* + ' geben , worauf  man  wieder  an  die  allge- 
meinen Gleichungen  anknüpfen  kann. 

18. 

Ausser  dem  im  Vorstehenden  entwickelten  Verfahren  habe  ich 
ein  anderes  gefunden,  welches  in  der  Anwendung  keine  grössere, 
sondern  eher  noch  eine  etwas  geringere  Arbeit  erfordert.  Dieses 
soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Um  den  ersten  Einfailspunkt  E des  auffallenden  Lichtstrahls  als 
Mittelpunkt  beschreibe  man  eine  Kugeloberflache  von  unbestimmten» 
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Halbmesser.  Zur  Abscissenachse  und  der  Achse  der  y ziehe  man 
Parallelen,  die  durch  den  Punkt  E gehen,  und  bezeichne  ihre  Durch- 
schnittspunkte mit  dieser  Kugeloberflache  mit  A’  und  V,  dann  wird 
in  der  folgenden  Figur 


die  Linie  A’ V den  grössten  Kreis  bezeichnen,  in  welchem  die 
x ij  Ebene  die  Kugeloberflache  schneidet.  Bezeichnet  ferner  in  dieser 
Figur  P den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen  Falls  verlängerte,  an 
den  Einfallspunkt  gezogene  Halbmesser  p — q der  ersten  brechenden 
Oberfläche  die  Kugeloberflache  schneidet,  so  werden  der  Bogen 
grössten  Kreises  X P,  und  der  sphärische  Winkel  YXP 

XP  = 0 
YXP  — q, 

sein.  Bezeichnet  ferner  E den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen 
Falls  rückwärts  verlängerte,  einfallende  Lichtstrahl  die  Kugelober- 
flache schneidet,  so  sind  der  Bogen  grössten  Kreises,  und  der  sphä- 
rische Winkel 

XE  = n 
YXE  = (i 

Lasst  man  den  Punkt  E'  in  Bezug  auf  den  gebrochenen  Lichtstrahl 
dasselbe  bedeuten,  wie  E für  den  einfallenden,  so  sind 

XE  = u 
YXE  = (i 

und  setzt  man 
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PE  = a 

/'/-;  = ,i 

so  sind  X der  Einfalls-  und  ft  der  Brechungswinkel.  Dem  ölten 
angeführten  ersten  Fitndnnicnlalsalxc  der  Dioptrik  zufolge  liegen  die 
Punkte  /*,  E , E auf  einem  und  demselben  grössten  Kreise. 


19. 

Sei  ausserdem  in  der  Figur  des  vor.  Art.  der  sphärische  Winkel 
XEP=x 

dann  giebt  das  sphärische  Dreieck  A .EP 
fsinA  sin  * = sin  0 sin(tp — ( 1 ) 

(17) .  . . j sin  X cos  % — tsin  re  cos  0 — cos  « sin  H cos  (tp  — ß) 

I cos  X = cos  « cos  0 -+■  sin  a sin  0 cos  (tp  — ß) 
durch  • welche  X und  % gegeben  werden,  nachdem  0 durch  die  Glei- 
chung (3)  erhallen  worden  ist.  Wählt  man  für  die  Brechungsver- 
hältnisse wieder  dieselbe  Bezeichnung  wie  oben,  so  wird  wieder 

(18)  sin  ft  = ^ sin  X 

Wenden  wir  uns  hierauf  zum  sphärischen  Dreiecke  XEE\  so  er- 
halten wir 

sin  ti  sin  (ß  — ß)  = sin  (A  — ft)  sin  x 

sin  a cos  iß  — ß)  = sin  « cos  (X  — ft ) — cos  re  sin  (A  — ft)  co$x 
cos  re  = cos«  cos  (A  — ft)  •+•  sin  « sin  (A  — /t)  cos x 

durch  welche  re'  und  ß erhalten  werden,  und  die  Berechnung  der 
ersten  Brechung  vollständig  ausgefllhrt  ist.  Denn  da  gleichwie  im 
Vorhergehenden  die  Gleichungen  des  cinfallenden  Lichtstrahls 
y — k cos  tp  -+-  (o  — x)  lg  « cos  ß 
z — k sin  rp  -I-  (o  — x)  tg  a sin  ß 
und  die  des  gebrochenen 

| y — k cos  tp  -t-  (a  — x)  tg  «'  cos  ß 
| z = k sin  ip  -f-  (a — x)'tgre’ sin/? 
sind,  so  sind  durch  die  Gleichungen  (17),  (18  , (19  in  Verbindung 
mit  den  (3)  und  (4)  die  (20)  vollständig  bekannt,  wenn,  wie  jeden 
Falls  vorausgesetzt  werden  muss,  die  ersteren  im  Voraus  vollständig 
gegeben  sind. 


(19) 


(20) 


Digitized  by  Google 


29] 


Usterscchlng  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc. 


91 


(2  t 


20. 

Gehen  wir  zu  einer  zweiten  brechenden  Oberfläche  über,  so 
erhalten  wir  genau  dieselben  Gleichungen,  die  hier  mit  der  Abän- 
derung angeführt  werden  sollen,  dass  zur  Unterscheidung  alle  Grössen 
mit  einem  Strich,  oder  einem  Strich  mehr  als  vorher,  versehen 
werden.  Die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  werden  nun 
i/  = k'  cos  y -4-  (fl'  — i)  tg  d cos  ß ] 
i = k'  sin  y -l-  [d  — x)  lg  «’  sin  ß 
und  die  des  gebrochenen 

y = k'  cos  y‘  -4-  (n’  — x)  tga"  cos/if 
z — k'  sin  x fi'  -4-  ( d — x)  tg«”  sin  ß' 

Die  Gleichungen  (17),  (IS),  (19)  werden 
sin  A'  sin  % = sin  (f  sin  (xp'  — ß ) 
sin  A'  cos  x = -sin  d cos  fi  — cos  d sin  (i  cos  (y  — ß) 
cos X = cos  «'  cos  fi  -4-  sin  «'  sin  fi  cos  [y  — (?)  J 

sin  (i  = J7  sin  A'  (23] 

sina”  sin  iß'  — ß)  = sin  [X  — fi)  sin  % 

sin  di  cos  iß'  — ß)-  = sin  d cos  (A'  — fi)  — cos  «'  sin  (A'  — fi)  cos  % \ 
cos  a"  = cos  d cos  {X  — fi)  -4-  sin  d sin  (A'  — fi)  cos  /) 

und  k,  d,  fi  sind  durch  die  Gleichungen 
k'  = (p  — q)  sin  fi 
d = p — (p  — q)  cos  1/ 

= q + 2 (p'  — q)  sinJ } fi 
mit  einander  verbunden. 


(22 


(24 


(23) 


21. 

Aus  den  elien  aufgestellten  Gleichungen  kann  aber  die  durch 
die  zweite  Oberfläche  bewirkte  Brechung  des  Lichtstrahls  nicht  voll- 
ständig berechnet  werden,  da  sie  zur  Bestimmung  der  Bögen  A'  und 
X keine  Hulfsmittel  darbieten.  Letztere  müssen  durch  die  Bedin- 
gung erhalten  werden,  dass  der  auf  der  zweiten  Oberflitche  einfal- 
lende Lichtstrahl  mit  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
identisch  ist.  Es  müssen  folglich  die  Gleichungen  (20)  mit  den  (21 ) 
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identisch  gemacht  worden.  Da  in  beiden  Systemen  schon  d und  ß 
identisch  sind,  so  giebt  die  Sublrnction  sogleich 

0 = k’  co stp'  — k cos  tp  a — a tg«'  cos/?' 

0 = k'  sinifi'  — k sin»/)  -+-  (a  — a tg«'  sin/?' 
oder  wenn  man  k\  k,  a\  a durch  die  (3),  V).  und  die  25:  eliminiil, 
[p  — q [cos «'  sin  0'  cos tp  — sin  u cos 0‘ cos/?1}  = 

[p  — q j cos  « ' sin  0 cos  w — sin  «'  cos  0 cos  /?'  j — p'  — p sin  «'  cos 
[p  — </'  {cos«’  sin (i  sin  tp  — sin «'  cos 0’  sin (f  J = 
lp  — </  jcosn’  sint/  sin  fr  — sin«'  cos0  sin,?'(  — ip'~p)  sin«'  sin/?' 
Durch  Multiplicationen  mit  cos,?'  und  sin,?',  und  Additionen  und 
Subtractionen  können  diese  in  die  folgenden  verwandelt  werden, 

(;// — </'  sinö'  sin  tp — ,?')  = Kp  — q sin 0 sin  (tp — ß'  ; 

20  . . | p — y'  jsin  tt  cos 0' — cos«' sin  0'cos  (q> — /?')}  = 

I p — </  Jsin  u cos  0 — cos  «'  sin  0 cos  (tp  — /?')  j •+■  p — p sin  «' 
die  einfacher  sind,  als  die  vorhergehenden. 

22. 


In  den  eben  erhaltenen  Gleichungen  26  sind  0'  und  tp'  die 
einzigen  Unbekannten,  und  können  daraus  bestimmt  werden,  aber 
man  kann  einen  Schritt  weiter  gehen,  0'  und  tp  durch  /.’  und  ■/ 
eliminiren , und  sogleich  diese  ohne  Beihtllfe  jener  daraus  erhalten. 
Diese  Gleichungen  nehmen  überdies  dadurch  eine  einfachere  Form 
an.  und  werden  zur  Anwendung  geeigneter.  Die  Gleichungen  22 
geben  unmittelbar 

sin  0'  sin  [tp  — /?')  = sin  /.'  sin  % 

|sin«'  cos0'  — cos  d sin0'  cos  tp  — /?'}  = sin/.'  cos  % 
und  setzt  man  in  der  Figur  des  Art.  18  den  sphärischen  Winkel 

X EP=u 

so  giebt  das  Dreieck  XK'P 

2g  f sin 0 sin  tp  — ,?')  = sin /<  sine/ 

Isin  «'  cos  0 — cos  «'  sin  0 cos  [tp  — ,?')  = sin  u cos  «' 
womit  die  Gleichungen  26)  sogleich  in 
isin/.'  sin/'  = — sin«  sin  <■/ 

(29)  . . . . ) v~q 

I . , U — U # , p'—  U i 

I sin/,  cos»  = , , sin  «cos  w sin« 

\ * p-i  1 p-f 
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übergehen.  Zu  bemerken  isl  hiebei,  dass  wenn  durch  diese  Glei- 
chungen sin  A'  > I gefunden  werden  sollte,  dieses  das  Kennzeichen 
ist,  dass  der  Lichtstrahl  die  zweite  brechende  Oberfläche  gar  nicht  trifft. 

Ein  wesentlicher  Umstand  ist,  dass  jetzt  ein  Theil  der  vorher- 
gehenden Entwickelungen  auf  eine  andere  Gestalt  gebracht  werden 
kann.  Da  im  Dreieck  XEE'  jetzt  alle  drei  unbekannten  Stücke 
berechnet  werden  müssen,  so  kann  man  sich  dazu  der  folgenden 
Gleichungen  bedienen, 


sin  «'  sin  w'  = 
sin  «'  cos  i d = 
sin  «'  sin  iß' — ß)  = 
sin  «'  cos  iß' — ß)  = 
cos  II  = 


sin  « sin/ 

sin  (A  — fi)  cos  u ■+■  cos  (A  — /u)  sin  a cos  / 
sin  (A  — ft)  sin  / 

sin  o cos  (A  — ft)  — cos  a sin  (A  — fi)  cos  % 
cos it  cos  A — fi)  -+•  sin«  sin  A — /«;  cos/ 


(30) 


die  in  Verbindung  mit  den  (23)  und  den  29)  ein  System  von  Glei- 
chungen bilden,  welches  für  sich  fortgesetzt,  und  auf  so  viele  bre- 
chende Oberflächen  angewandt  werden  kann,  als  man  will.  Statt 
den  30)  könnte  inan  auch  die  Gaussischen  trigonometrischen  Glei- 
chungen anwenden , aber  ich  habe  mich  durch  Proberechnungon 
davon  überzeugt,  «lass  im  gegenwärtigen  Kalle  dadurch  keine  Ab- 
kürzung der  Rechnung  erlangt  wird,  wozu  namentlich  der  Umstand 
beitrügt,  dass  bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Gleichungen  die 
Bögen  io,  u,  / nicht  in  den  Tafeln  aufgesucht  zu  werden  brauchen. 

Wenn  nur  zwei  Brechungen  vorhanden  sind,  so  sind  noch  li 
und  iff  aus  den  folgenden 


sind' sin (y/ — ß')  = sin A' sin/' 

sin  fl'  cos  (t/j‘ — ß‘)  = sina'  cosA'  — cos«'  sin  A'  cos/  [ • • • -3 1 
cos  fl'  = cos a cos A'  -+•  sin«'  sin A' cos /'j 

die  durch  Umkehrung  aus  den  (22)  entstehen,  so  wie  a und  ß" 
aus  den  (24)  zu  berechnen.  Sind  mehr  als  zwei  Brechungen  vor- 
handen, so  brauchen  diese  Gleichungen  nur  am  Schlüsse  der  ganzen 
Rechnung  angewandt  zu  werden. 


23. 

Die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Gleichungen  können  auf 
bekannte  Art  durch  Einführung  von  HülfshOgen  zusammen  gezogen 
werden.  Statt  der  (17)  erhiilt  man,  wenn 
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cos  rt  sin  //  = sin  0 cos  [q>  — ft) 

cos?/  cos H = cos  II 

sin  tj  = sin  0 sin  [rfi  — ß) 

gesetzt  werden. 

sinA  sin*  = sin?/ 

sin  A cos*  = cos  tj  sin  («  — H) 

cos  A = cos  q cos  (re  — //) 

Die  (30)  gehen  durch  die  Anwendung  der  Hülfsbögen  /?,  q,  r Ober  in 

cos/?  sin 9 = sin  u cosx  , sin  re'  sin  v>  = sin p 

cos/)  cos q = cos«  , sin«'  cosw'  = cos p sin  [q  -+■ « — A 

cos /?  sin  >•  = cos  « sin  % , sin  «’  sin  iß’ — ft  -+-  r)  — sin/)  cos  {q  ■+■  ii  — A 

cos /)  cos ?•  = cos x , sin«'  cos  Iß — ft+  r)  = sin  [q  ■+■  u — A 

sin  /)  = sin  « cos  % , cos  a = cosp  cos  (q  -f- ,«  — A 

und  oben  so  können  die  (31  und  die  (24)  umgeformt  werden, 

h'ndlich  können  die  (29)  in  die  folgenden  verwandelt  werden, 
sin  A’  sin  (x — J tu)  = [M  — JV)  sin  Jw' 
sin  A'  cos  <x  — J «')  — [M+  .V  ; OOS  ^ d! 

wenn  man 

sin/«,  A’  = "r'’, sin«' 

P-«  f P-« 

setzt,  jedoch  scheint  mir  diese  Transformation  der  (29)  hier  von 
keinem  wesentlichen  Nutzen  zu  sein,  da  M und  iV  immer  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind. 

Da  in  der  Anwendung  die  BOgen  re,  A,  ft,  II,  etc.  immer  klein 
sind,  so  können  die  obigen  Umformungen  noch  abgekürzt  werden, 
welches  l>ci  der  Zusammenstellung  geschehen  soll. 

Die  vorkommenden  BOgen  können  auf  zweierlei  Weise  aus- 
gedrückt  werden.  Man  kann  eines  Tlieils  alle  Dreiecksseiten  als 
positive  ßOgcn  betrachten,  die  <90°  sind,  wovon  die  Folge  ist, 
dass  die  Winkel  sich  durch  den  ganzen  Umkreis  erstrecken  können. 
Anderer  Seits  kann  man  aber  auch  die  Bestimmung  treffen,  dass  alle 
Winkel  im  ersten  Halbkreise  liegen,  also  sich  nur  von  0°  bis  180" 
erstrecken  sollen,  nach  dieser  Annahme  werden  die  Seiten  auch 
negativ  werden  können,  und  sich  innerhalb  der  Grenzen  + 90° 
erstrecken.  Die  letzte  Annahme  soll  in  der  Zusammenstellung  l»oi- 
behalten  werden. 


Digitized  by  Google 


33] 


Unterscchunü  des  Weues  eines  Lichtstrahls  etc. 


95 


24. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder,  wie  im  Artikel  14,  ;m , ilass  m 
brechende  Oberflächen  vorhanden  seien,  und  stellen  die  Gleichungen 
zusammen,  durch  welche  die  Lage  des  ausfahrenden  Strahls  bestimmt 
wird.  Vor  Allem  kann  man  die  Logarithmen  der  folgenden  Con- 
stanten  berechnen, 


A = -t— V » A = , A'  — , etc.  bis 

v-u  r-« 

r-s  _ . 

— p"-t  _ gm~<  ’ 

«=  ^ 

ir~‘  = $14^1 

j*  ' 

die  unter  allen  Umstünden  unverändert  dieselben  bleiben 


Für  die  erste  Brechung  rechne  man  .nun 

sin  » — > lg*  = cos  («P  — $ 

sin  A sin  / — sin  IJ  sin  (xp  — ß) 

• i COS  ff  • / iv 

sin  A cos  y = sin  (u  — h) 

Die  Bügen  II  und  / brauchen  nicht  aufgeschlagen  zu  werden , son- 
dern man  kann  immer  unmittelbar  von  sin  II  zu  cos 0,  und  liicmit  zu 
tg ll  übergehen;  eben  so  kann  man  unmittelbar  von  tg/  zu  cos/  oder 
sin/  übergehen.  Der  Winkel  li  wird  innerhalb  der  Grenzen  +90“ 
angenommen,  und  dem  cos/  dasselbe  Vorzeichen  gegeben,  welches 
tg/  hat.  Das  Zeichen  von  A folgt  hieraus  von  selbst.  Nach  diesem 
ist  blos  ft  durch 

sin  u = -7-  sin  A 

* H 

zu  berechnen,  worauf  zur  zweiten  Brechung  übergegangen  wird. 
Für  diese  rechne  man  zuerst 


— tgaCOS/,  , , _ sinnsin/ 

tg  r = cos « tg  / , 1 *b  (*  + #»  — Ä) 


_ Wf-P  + r)  COS  Q 

& cos  [q  4-  fi  — Jli  cos  a ’ 


tg«  = 


tH(g+ft-  X) 

CUSU)' 


Der  Bogen  q wird  immer  zwischen  + 90",  und  r nebst  ß‘ — ß-t-r 
zwischen  0 und  180“  angenommen.  Die  Bögen  «'  und  « brauchen 
nicht  aufgesc.hlageii  zu  werden , dem  cos  o>  giebt  man  dasselbe 

Abbandl.  d.  K.  S.  Cc»cll*di  d.  Wisteotch.  XV.  7 
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Zeichen,  welches  lg«  hat;  cos«'  ist  immer  positiv.  Hierauf  rechne 
man 

sin  A'  sin  / — A sin  sin  «' 
siiiA  cos/'  = A sin /<  cos w -+-  II  sin«’ 
und 

sin  ft  = ~ sin  A' 

Der  Bogen  / Braucht  wieder  nicht  aufgeschlagen  zu  werden,  son- 
tlern  man  kann  unmittelbar  von  tg/'  zu  cos/'  (ibergehen , welcher 
Cosinus  wieder  das  Vorzeichen  der  Tangente  bekommt. 

Die  folgenden  Brechungen  werden  ebenso  behandelt,  also  für 
die  dritte  Brechung, 

lg  <?'  = « cos  x\  , „ y _ sin «'  sin/- 

Igr'  = cos«‘tg/',  n 1 1 1 

lg(„"=  -=  wg'+f.'-i; 

w COS  q '-4*  fi  — l,  COSa'  ^ COS  tu 

sin A"  sin/”  = A'  sin  u sin  01" 

sinA”  cos/“=  A'  sin/t'  cos to"  -+-  lf  sin«' 

sin  n“  = ~ sinA" 

wobei  die  obigen  Bemerkungen,  wieder  Geltung  haben.  Man  fahrt 
so  fort  bis  zur  letzten,  oder  ■mten  Brechung,  welcher  ausser  den 
Hillfsbügen  ym~t  und  r"-4,  die  Bügen  oder  Winkel  (f“~\  w"”1,  «” ~ ', 
/"-l,  A”-’,  entsprechen. 

Als  Schlussrechnungen  kommen  nun 


tg  11  = 


tSn*" 


COS  ft“  ” 1 IN 

h = rmr  eos* 


• — 1 * IN  — 1 

sin  H sin  xp 


sin/"“' 


COS  J[m  ~ * ’ ^ cos// 

— ßm-')  = sinA" 
sin  ft"-'  cos (vi — ’ — /S — *)  — >,  sin  //  — A"-1) 
sin «“  sin  (i?”  — ==  sin(A“_l  — sin/”'-1 

sin«"  cos  ijr-tT-')  = v sin  (// — A" — ’) 
welche  w"  '’  /*’">  «"  geben,  und  man 

km~'=  (p— ' sin ö"“’ 

= v"-1  + 2<y-' sin'4 J ö“ - 1 
rechnen  kann.  Die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Strahls,  neiulicb 


y 


NI  — I . *N  ,,N( 

\«  — 3-1  lg«  COS  ß 

a — x lir  (t  sin 
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sind  hiemit  vollständig  gegeben , und  inan  kann  ausserdem  für  jede 
lielicbige  Zwischenbrechung,  wenn  man  es  für  milbig  hüll,  leicht  die 
Wertlie  der  dazu  gehörigen  I)  und  k berechnen. 


25. 

Als  Ausnalimehllle  sind  wieder  diejenigen  zu  betrachten,  in 
welchen  eine,  oder  zwei  auf  einander  folgende  brechende  Ober- 
flächen Ebenen  sind,  und  es  müssen  daher  wieder  die 'dahin  gehö- 
rigen purliculUren  Gleichungen  angegeben  werden.  Da  die  Ent- 
wickelung derselben  fast  auf  dieselbe  Art  geführt  wird,  wie  bei  dem 
vorhergehenden  Verfahren,  so  kann  ich  mich  begnügen,  sie  ohne 
Weiteres  anzusetzen. 

Sei  die  Atc  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  dann  werden 
= «*,  Z*-'  = 0,  'w*  = 0 

/?*=/**-' 


sin  n*  = 

» 1 • A — t 

— i — sin  u 

p*-»_  r/»-j 

sin,«*-*  sin  fi)*-1 

p*—  i — 9*  -* 

CUSK*  sin«*-- 

p*-«* 

9*-l  _ p*-S 

1 _ ■ ^1 1 1 II 

COS  «A  1 * 

COS«*  tgff*  ’-|-£ 

P*  - 

i*  — 


sin  u 


worauf  dit*  allgemeinen  Gleichungen  wieder  mit 


Sill/ 


einlreten. 


. . 20. 

Wenn  die  erste  brechende  Oberfliiche  eine  Ebene  ist,  so  wer- 
den 0 = 0,  </  = (/,  x — 9 , A = « , ii  = oi  = 0 

ß‘  = ß 

sin  (('  = sin  « 

n 

sin  A'  sin  / = sin  [y  — ß) 

sin  Ä cos x = — ^L  v.  cos a cos  (y  — ß)  -f-  sin  «’ 
worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  mit 

| »'  i .1 

sin  ii  = — sin/. 

« « 

eintreten. 
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27. 

Wenn  hingegen  die  letzte  aller  brechenden  Oberflächen  eine 
Rhene  ist,  so  muss  die  Rechnung  nach  den  allgemeinen  Gleichungen 
fortgesetzt  werden,  bis  man  w"-1,  u“~'  erhalten  hat.  Da  nun 

1 «W  — 1 WJ  — I Wl  — I Ml  I 

X = a , = u und 

ßm  = (T~l 

werden,  so  ergeben  sich 

» m-, 

sin«  = -= — sin  « 

« 

km~'  sin  (i p“~'  — sin/i"_1sin(ü“_l 

r- cos (V—  -ßm-')  = - -25^«-- 

+ (?’■’- v~‘)  tg«— 

worauf  schon  die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Lichtstrahls,  nemlich 
y = k cos  i/i  -+-  (i/  — x)  tg  « cos  ß 

= fc  sinip  -+-  {(/  — x)  tg«  sin/¥ 

völlig  bekannt  sind. 


28. 

Wenn  beides  die  hle  und  die  (A  -+-  l),e  brechenden  Oberflächen 
Rhenen  sind,  so  werden 


ß“*'  = ß?  = fl*-' 


sin  tt  = 


sin« 


A — I 


. /,  + | n"  h 

sin  a = -A^y  sin  u 


sinA*+1  sin/*'  = _“xf!  sin  g*-8  sin  a>* 


p*“2  . g*  2 , 

pA  + i - 9 

sinA‘+lcos/  + 1 


-ist — r=i  sin  ii  1 cos  «' 

pA  + J _ -M  J COS«”  » 4 


A — I 


jtZ’.I^COSa^'tg«*-1 

cos«*+1  tg«*  ■+■  tg«‘ 


worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  mit 


sin/'*  + ’ = ", 


eintreten. 


Digitized  by  Google 


37)  l'vrEHM  cmsu  de»  Weges  eines  Lichtstrahls  elc.  00 

29. 

Der  Fall,  in  welchem  der  einfallende  Lichtstrahl  und  die  .VI»- 
scissenachse  in  Einer  Ebene  liegen,  fuhrt  auf  beträchtliche  Verein- 
fachung der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen,  und  sowohl 
deshalb  als  aus  dem  Grunde,  dass  er  in  den  Anwendungen  am  Häu- 
figsten vorkommt , soll  er  hier  besonders  behandelt  werden.  Da  in 
diesem  Falle  alle  gebrochenen  Strahlen  in  derselben  Ebene  liegen, 
in  welcher  sich  der  einfallende  befindet,  so  können  wir  diese  Ebene 
zur  Ebene  der  xij  machen,  und  von  der  zweiten  Ordinate  : ganz 
absehen.  Die  beiden  Gleichungen  des  Lichtstrahls,  die  im  Vorher- 
gehenden aufgcstellt  werden  mussten,  reduciren  sich  daher  auf  Eine, 
und  da , wenn  : = 0 gesetzt  wird , (i  = 0 und  ifj  = 0 werden , so 
kann  die  Gleichung  des  Lichtstrahls  vor  der  ersten  Brechung  in 
der  Form 

ij  — k+  («  — x)  lg« 

aufgestellt  werden,  und  ähnliche  Formen  nehmen  die  Gleichungen 
der  gebrochenen  Lichtstrahlen  an. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  man  hier  jedenfalls  « immer  |H>siliv 
annehmen  kann , nur  muss  man,  wenn  der  Durchschnittspunkt  des 
einfallenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachsc  einer  Abscisse  ent- 
spricht , die  > <j  auch  k positiv,  so  wie  wenn  die  bezeichnele  Ab- 
scisse < 7 ist,  k negativ  nehmen.  Die  Gleichungen  für  den  gegen- 
wärtigen Fall  können  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  des 
allgemeinen  Falles  abgeleitet  werden,  und  es  ist  gleichgültig,  welche 
der  zwei  entwickelten  Verfahrungsarten  hiebei  zu  Grunde  gelegt 
wird , da  beide  im  gegenwärtigen  Falle  auf  dieselben  Gleichungen 
fuhren. 


30. 

Es  ist  jetzt  immer  noch 

a ==  p — (p  — 7)  cos  0 

— 7 •+•  2 (p  — 7)  sin5j  0 

sin  0 = — — 
p - 9 

aber  da  jetzt  ij>  = (iz=(i'  = x—  0 sind,  so  geben  die  (IT)  und  (19) 

A = « — 0 , ft  — <t  — 0 
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und  folglich  wird 

sin  (»e' — U)  = -jL  sin  («  — 0) 

welche  «',  und  damit  die  Gleichung  des  ein  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls, nemlich 

y = k + («  — .»)  lg«' 

giebt.  Da  nun  für  die  zweite  Brechung  auch 
A = a — fi  , fi  = ii  — fi 

werden,  und  auch  oi  = 0 ist,  so  geben  die  29)  und  die  23) 
sogleich 

sin  (a  — H"\  — - ~ sin  n — fl'  + - sin«’ 
woraus  ft'  hervorgeht,  und 

sin  («” — fi  = ~ sin  («’—  fi) 
welche  u giebt.  Da  nun 

k = p — ij  sin  ll‘ 
a = </  -t-  2 (p' — if  sin'2  { fi 

sind,  so  ist  auch  die  Gleichung  des  zwei  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls, nemlich 

IJ  = Ii  -t-  («' — x)  tg  (t 

bekannt.  Der  Gyclus  der  Gleichungen  ist  hiemit  schon  geschlossen, 
und  die  vorstehenden  können  ohne  Weiteres  auf  eine  beliebige  An- 
zahl von  Brechungen  angewandt  werden. 


:}l. 

Seien  wieder  m Brechungen  vorhanden,  dann  sind  wieder,  wie 
im  allgemeinen  Kalle,  die  Logarithmen  der  Gonstanlen 

a = pr \ , a'  = Kr'1’,, , a“  = >>* 

p'  — q*  ’ p"  — q"  ’ p — q,n  ’ 

4»-l  J 

' pm  ~ I - ,,•*  ~ I ’ 

II  — Ji-JL  , II  = ""  - "l , n = C-ü,  , etc.  bis 
Pt  9 p-9  p-9 


II 


»-I  _o"-l 


zu  rechnen,  worauf  die  folgenden  Gleichungen  anzuwenden  sind. 
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• « * 

Sill  fl  = 

v-v 

sin  « — II  = ~ sin  « — H 

\ i n'  \ 

sin  («' — fl):  = .1  sin  («' — fl)  -f-  II  sin  it 
sin  {«'—fl'  = ~ sin  «' — fl' 

' II 


sin («” — fl”)  = .4  sin  «’ — fl'  -+-  It  sin« 
sin  it" — fl”  — sin  «'—  fl" 

n 


Si„  = + /r-Jsin«”-’ 

sin  («"'—fl"-')  = sin  — fl— ') 

v ' n r 


Man  kann  bemerken,  dass  jede  hinzukommende  brechende  Ober- 
fläche die  Berechnung  von  solchen  zwei  Gleichungen,  wie  die  vor- 
stehenden, verlangt. 

Als  Schlussrechnung  sind  hierauf  nur  noch 

I.*1  — I / NI  — I IN  — I •_  /.IN  — | 

k = p — <l  sin  fl 
a =7  -t-  z p — 7 jsin2iü 

zu  berechnen,  worauf  die  Gleichung 

!)  = k •+■  a — x)  lg« 


des  Lichtstrahls  nach  der  letzten  Brechung  völlig  bekannt  ist.  Für 
irgend  einen  Werth  der  Ordinate  y bekommt  man 


tg«" 


und  bezeichnet  man  mit  £”  den  Werth  der  Abscisse,  welcher  dein 
Durchschnittspunkt  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissen- 
achse  angehört,  so  wird 


s 


k"‘~l 

tg«'" 


32. 

Wenn  die  Ate  brechende  Oberdttche  eine  Ebene  ist,  so  tritt  in 
den  allgemeinen  Gleichungen  des  vor.  Art.  die  Aenderung  ein,  dass 
nachdem  der  Winkel  «*”'  erhalten  worden  ist,  man 

sin  tth  = — *-  sin«*“' 


f 
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und  darauf  durch 


<■"  («•  - »*)  = ■ SX-  »» («“ ' -«*-) 

+ -‘plv’'  cos  «*  tg  «*  - ' + Sin  «* 


den  Winkel  ft*  erhalt , worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wieder 
anzuwenden  sind. 

Wenn  die.  Ebene  die  erste  brechende  Olmrdächc  ist , bekommt 
man  ft  = 0 , a = q , 

sin«  = ",  sin  « 

n 

sin  («'  — fl')  = sin  «"  — -r-i-  , cos«' 

' p — r p - 1 

worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  einlrctcn. 

Wenn  die  Ebene  die  letzte  brechende  Oberdttche  ist,  so  werden 

die  allgemeinen  Gleichungen  angewandt,  bis  man  «""'  erhallen  hat, 

worauf 


f>N  — | m — ■)  m - •»  Sin  (tc  1 — » *)  , / * — j mm  — | \ - ni 

k = “ '>  “7  ) „«..-r  +(P  “7  ')*B« 


zu  berechnen  sind,  und  die  Gleichung  des  auffahrenden  Lichtstrahls 
ij  = km~'  -4-  ((/"-'  — ar)  lg«" 

wird. 


Wenn  beides,  die  liu‘  und  die  : //  -4-  I) ,<’  brechende  überdache 
Ebenen  sind,  so  werden  wieder  die  Rechnungen  nach  den  allge- 
meinen Gleichungen  fortgesetzt,  bis  man  a ~ 1 erhalten  hat.  Hierauf 


werden 


sin « — sin « 


*♦1  <»A  •*"  I \ P*  “ * — 7*  ” 2 COS«*«-1  . i * — | .tk  — » \ 

sm{«  —n  ) = wn(w  ~ ^ 


;r  T 1 - Qa  ^ ' cos  an  ' ' 

7*  — * — P*  — * A + l ...  A-l 

pk  + 1 __  qh  -*■  | COS  « tg  « 

1,1  , Ä l(*  + I — O*  A 

pk  * I _ qk  * I COS  « tg«  "4"  pA<-i_‘"A  + | Sin  « 


worauf  wieder  die  Rechnung  durch  die  allgemeinen  Gleichungen 
fortgesetzt  wird. 
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Die  Fülle,  in  welchen  die  beiden  Ebenen  entweder  die  ersten 
oder  die  letzten  aller  vorhandenen  brechenden  Oberflächen  sind, 
werden  wohl  in  den  Anwendungen  nie  Vorkommen,  und  sollen  da- 
her hier  nicht  besonders  betrachtet  werden.  Uebrigens  ist  es  ein 
Leichtes,  die  Gleichungen  dafür  aus  den  obigen  abzuleiten. 


§ 2. 


Entwickelung  der  Ausdrücke  zur  Berechnung  der  Lage 
der  centralen  Lichtstrahlen  nach  einer  unbestimmten 
Anzahl  von  Brechungen. 


Erster  Thcil. 

Betrachtung  der  einzelnen  Brechungen 

3i. 

Unter  den  centralen  Lichtstrahlen  verstehe  ich  diejenigen,  welche 
so  nahe  an  der  Abscissenachso  auf  die  brechenden  Oberflächen  auf- 
fallcn,  und  mit  dieser  Achse  so  kleine  Winkel  machen,  dass  man 
sie  ihren  Sinussen  oder  Tangenten  gleich  setzen  darf.  Es  werden 
daher  im  Folgenden  die  Tangenten  oder  die  Sinusse  der  Winkel 
n , 0,  A,  ft , etc.  diesen  Winkeln  selbst  gleich  gesetzt  werden. 
Dieser  Fall  ist  früher  ausschliesslich  oder  doch  fast  ausschliesslich  in 
der  Dioplrik  behandelt  worden,  und  auch  Gauss  und  Möbius 
haben  blos  diesen  Fall  ihren  dioptrischcn  Untersuchungen  zu  Grunde 
gelegt.  Er  reicht  in  der  Thal,  wenn  man  ihn  zweckmässig  ver- 
wendet, in  vielen  Füllen  aus,  um  gewisse  Gattungen  der  dioptrischcn 
und  catopirischen  Instrumente,  welche  im  Gebrauch  sind,  berechnen 
zu  können. 

Am  Vollkommensten,  aber  freilich  sehr  kurz  abgefassl,  hat  Gauss 
diesen  Fall  in  seinen  »Dioptrischcn  Untersuchungen«  entwickelt,  und 
ich  werde  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung,  mit  Ausnahme  der 
Abkürzungen,  Weglassungen  und  Zusätze,  die  mir  zu  meinem  Zwecke 
geboten  schienen,  jener  eben  genannten  Abhandlung  folgen. 
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35. 

Bezeichnen  wir  uiil  / und  m die  Winkel,  welche  die  Projcclio- 
nen  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  den  Ebenen  der  xy  und  der 
xz  machen,  und  fuhren  b und  c wieder  statt  Acosifi  und  fcsinip  ein, 
so  werden  vor  Allein 

lg/  = lg«COS(5f 

tg  in  = lg  « sin  ß 

und  die  (ileichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  gehen  Uber  in 

•J  = l>  + («  — ■»'  «g  l 
z = c - 1-  ii  — x)  lg  m 

so  wie  die  des  ein  Mal  gebrochenen  in 

y = b -H  («  — x)  tg/' 
z = c + [a  — x)  lg;»' 

wo  /'  und  »»'  in  Bezug  auf  diesen  Lichtstrahl  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  / und  m in  Bezug  auf  jenen.  Nehmen  wir  wieder  diu 
durch  den  Mittelpunkt  p der  ersten  brechenden  Oberfläche  senkrecht 
auf  die  Abscissenaclise  gelegte  Ebene  zu  Hülle,  so  sind  zu  Folge  des 
Art.  (i  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des  einfallenden 
Lichtstrahls  mit  dieser  Ebene 

x =s  p , y = q cos  It  , z — p sin  H 
und  die  des  gebrochenen 

x = /) , »/  = o cos  It  , z = o sin  i? 

Die  obigen  Gleichungen  geben  daher 

(t  cos  It  = b - 1-  it  — /;)  tg  / 

(i  sin  //  = c ■+■  (a  — />)  lg;» 
o cos  /{  = /;+  (»  — p)  lg/' 
a sin  It  = c + («  — p)  tg  m 

aus  welchen  die  Gleichungen 

o b + :<j  — p)  («;' 

p 6 + (a  — p)  lg i 

a_  c +■  ja  — p)  tg  m' 

P e + (a  — p)  lg  in 

entstehen. 


Digitized  by  Google 


Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc. 


105 


36. 


Die  Elimination  von  ).  und  ft  zwischen  den  Gleichungen  10), 
(H),  13)  des  Art.  1)  gieht 

n sin  n 

0 = 0,  r~ 

' n sin  * 


womit  man  aus  den  Gleichungen,  die  im  vor.  Art.  erhalten  wurden. 


oder 


n sin  ij  6-4-  (a  — p]  lg/'  c + (a  — J»)  lg  w* 

n’  sin  x b + (<s  — p)  tg  / e + (a  — p}  tg  m 


Htg/' 

n tg  nt 


:«.g/ 


sin  ii 
sin 


sin  17  . 

-r—  fft  t£ 
sin  x c 


* 1 

u— p ' 

i,  »in  x 

C 1 

a-p 

sin  x 

) 

■) 


erhalt.  Da  hier  u und  «'  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  so 
sind  /,  *h,  m'  auch  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  und  das 
Vorhergehende  zeigt,  dass  aus  diesem  Grunde  rj  und  x vom  rechten 
Winkel  nur  um  Grössen  erster  Ordnung,  folglich  ihre  Sinusse  von 
der  Einheit  nur  um  Grössen  zweiter  Ordnung  verschieden  sind. 
Da  ferner 


a = q + 2 (p  — f/j  sin1  J II 

und  0 auch  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  ist  « von  7 
nur  mn  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden.  Die  eben 
erhaltenen  Gleichungen  geben  also  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

nt  = nl  -+-  " b 

p -q 

# , . «'  — n 

n m = nm  H c 

p -q 

welche  als  das  erste  Paar  der  Fundamentalgleichungen  der  gegen- 
wärtigen Aufgabe  bezeichnet  werden  können. 

Um  das  zweite  Paar  zu  erhallen,  wendet»  wir  uns  zu  dem 
Art.  21,  und  schreiben  auch  'b'  und  c bez.  statt  k'  cos  q>  und  k'  sin  7/, 
worauf  wir  sogleich 

Ii  = />-+-  (u  — «')  tg  /' 
c = c -t-  (a  — <i')  lg  m 


oder  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

Ii  = b -t-  (7  — q)  t 
c = c + [q  — q)  m 

erhalten.  Diese  sind  das  zweite  Paar  der  Fundamentalgleichungen. 
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Wenn  man  diese  beiden  Paare  betrachtet,  so  zeigt  sich,  dass 
die  beiden  Gleichungen  eines  jeden  derselben  durchaus  von  einan- 
der unabhängig  sind,  und  nicht  in  einander  greifen,  wie  bei  der 
allgemeinen  Aufgabe  der  Fall  war.  Wir  brauchen  daher  von  jedem 
Paar  nur  die  eine  den  Entwickelungen  zu  Grunde  zu  legen,  da  die 
andere  auf  dieselben  Resultate  führen  muss.  Wir  können  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen,  und  in  diesen  Fundamentalgleichungen  ohne 
Unterschied 

« statt  / und  m 

n — 1‘  — m 

k — b — c 

k'  — b'  - c 


schreiben,  wenn  wir  uns  nur  erinnern,  dass  hierauf  «,  k , k für 
alle  Lichtstrahlen,  die  mit  der  Ahscissenachse  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen , zwar  die  neinlichcn  Bedeutungen  haben  wie  vorher, 
aber  für  die  Lichtstrahlen,  die  nicht  mit  der  Ahscissenachse  in 
Einer  Ebene  liegen,  nach  einander  die  zwei  Bedeutungen  annehmen, 
die  eben  erklärt  wurden.  Auf  die  Resultate  ist  dieses  gänzlich  ohne 
Einfluss. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

y = me  , / = tut 


so  werden  unsere  beiden  Fundamentalgleichungen 

, »'  _ . . 

y = r + 

r — 'i 
U — Q 

Y 


P - 9 

k’  = * + 


Die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  wird 
•J  = (<i  — x)  l * 


und  die  des  ein  Mal  gebrochenen 

y = (q  — x ) r-,  ■+■  k 


37. 

Die!  beiden  Fundamentalgleichungen  des  vor.  Art.  lassen  sieh, 
wenn  man  sie  fortsetzt,  auf  jede,  beliebige  Anzahl  von  Brechungen 
ausdehnen.  Setzt  man  zur  Abkürzung 
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etc. 

so  werden  sie 

/'=}'- 1-  HÄ 
/ = / 4-  Uli 
y"  =/+  uk“ 

IV  IK  . 

y = y +11  k 
etc. 


t"  = q~ q 
n' 


etc. 


k'  — l y 4-  k 
k"  = />"  4-  A' 

r = <y  + *• 

etc. 


Man  sieht  sogleich , dass  jedes  Paar  dieser  Grossen  sich  durch  die 
Elimination  zu  linearischen  Functionen  der  beiden  ersten  derselben, 
nemlich  y und  k,  machen  lasst.  Stellen  wir,  um  vollständige  Gleich- 
förmigkeit zu  erlangen,  die  erste  derselben  unter  der  Form 


r 

auf,  wo  also  It  — I und  A 
y = Hy  4-  Ak 
y = ICy  4-  A'k 
f = B‘y  + A'k 
y = By+Ak 
etc. 


Hy  4-  Ak 

u sind,  so  muss  sich  ergeben 
k'  = By  + Ak 
k“  = Hy  4-  Ak 
fe"  = Hy  - f-  Ak 

etc. 


und  die  Ausführung  dieser  Eliminationen  fuhrt  für  die  verschiedenen 
A und  II  auf  die  folgenden  einfachen  und  regelmässigen  Ausdrücke 


A — u 
A = t'A  -t-  \ 

A = uA  4-  A 
A“  = CA  ■+■  A 
A"  = uA"  ■+■  A 
A = r A"  -t-  A" 
A'  = uA  4-  A" 
etc. 


II  = I 
II  = ( 

IC  = uIT  4-  II 

| ir  = cir  + ir 
n = uir  4-  ii 
ii  = rir  ■+■  ir 
ir  = uü  4-  ii 

etc. 
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Alle  diese  Ausdrücke  sind  für  vier  Brechungen  vollständig  hinge- 
schrieben, aber  sie  sind  so  einfach  und  rcgehnUssig , dass  man  sie 
ohne  die  mindeste  Schwierigkeit  auf  jede  beliebige  Anzahl  von 
Brechungen  ausdehnen  kann.  Seien  im  Ganzen  m brechende  Ober- 
flächen, also  auch  m Brechungen  vorhanden,  dann  werden  für  die 
letzte  Brechung 

(32) = ar-*r  + A~-k 

}/'  = ir~*  r + a*"-*  k 

die  letzten  zu  berechnenden  Grössen,  und 

it*"’*  = 1 + a*—* 

A*-*  = 

so  wie 

IT“3  = r-'ir-*  -+-  ir  * 
ir-*  = um-'ir-*+  ir* 

die  lelzlen  zu  berechnenden  Goeflieienlen. 


38. 


Die  Verhältnisse  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  A und  IS 
lassen  sich  durch  KeUenbrüche  afisdrüeken.  Man  linde!  leicht  die 
folgenden,  die  man  beliebig  forlsetaen  kann, 


A 

A ' 


/C 
A " 


A" 

A"’ 


An 


4 

/' 


4 

ii 


1 

u 


1 

r 


u 


4 

u 


etc. 


Diese  haben  alle  dasselbe  Endglied , aber  das  Anfangsglied  wachst 
in  der  Reihenfolge  «,  t\  u\  C,  tT,  etc.  der  Elemente  stets  um  Ein 
Element,  ferner 
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B 


4 

7 


B' 

n' 


ß"  _ 
BT 


B’"  __ 

Bn 


i 

7' 


i' 


4 

«"  + 


4 

r -+- 


etc. 


Diese  KcttenbrUche  haben  bei  gleichen  Indices  dieselben  Anfangs- 
glieder  wie  die  vorhergehenden,  aber  das  erste  Element  u kommt 
in  keiner  derselben  vor,  und  sie  haben  also  immer  ein  Glied  wei- 
niger, als  jene. 

Ic  h führe  noch  die  folgenden  Kettenbrüche  an, 


B 4 

A u 


B' 

A' 


I 

u 


4 


JT 

A" 


1 

14 


B"'  4 

A'"  ~~  - + 


4 


4 

r 


ir_ I 

An  ““  u 


4 


4 

r' 


4 

ll" 


etc. 


in  welchen  die  Elemente  in  entgegengesetzter  Ordnung  eintreten. 


39. 

Von  den  verschiedenen  Relationen,  die  zwischen  den  A und  11 
statt  finden,  brauchen  wir  hier  nur  Eine  abzuleiten.  Fuhren  wir  den 
allgemeinen  Index  m ein,  so  zeigen  die  im  Art.  37  zwischen  je  tlrei 
auf  einander  folgenden  A und  //  erhaltenen  Relationen,  dass  sie, 
mit  Ausnahme  der  ersten,  durch  die  folgenden  Gleichungen  darge- 
stellt werden  können, 


r 
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A2"  = »T-'  -+-  A2’”-2 

fr  = «"  ir-'  +.  ir~‘ 

uiul 

A2“-1  = r A2”'2  -+-  A2”-3 

i _ [{*"_ 1 -f.  fl®“-* 


woraus  durch  die  Elimination  von  u"  und  t”  erhalten  werden 

a-“  /r-1  — a2“-'  /r  = — ja2”-’  zr-2  — a2"-2  jr-'j 

A2"-'  /r-2  — A2“-2  /r~’  ==  — jA2”-2  /F*-3  — A2“-3  /F“-2| 

Diese  Gleichungen  können  rückwärts  fortgesetzt  werden  bis  man  auf 

Air  — Air  = — ( aii  — Air ) 

kommt,  aber  die  Ausdrücke  für  A,  A',  ft , II  des  Art.  37  geben 

All  — Alt  = I 


und  aus  der  Verbindung  dieser  mit  dem  Vorhergehenden  folgt  all- 


gemein : 
(33)  . . . 


i a2“  ir-'  — A*“-'ir  = — i 

| a3"-1  ß2”-2  — A2"-2  /F— 1 = 1 


Eliminirt  man  nun  nach  einander  k und  y aus  den  Gleichungen 
(32),  so  bekommt  man  in  Folge  der  vorstehenden 

I i?“-3  » iS*'-*  |"*l 

(34) \r  ~ A y AI i 

|k  = — tr-af  + ir,km-' 


die  das  Entgegengesetzte  der  (32)  sind,  indem  sic*  y und  k durch 
Hülfe  von  ym  und  k“‘ ~ ' geben,  während  die  32  diese  Grössen 
durch  Hülfe  jener  geben. 


40. 

Betrachten  wir  auf  der  graden  Linie,  die  der  Lichtstrahl  vor 
der  ersten  Brechung  beschreibt,  einen  bestimmten  Punkt,  den  ich  (J 
nennen  will,  und  dessen  Goordinaten  mit  £ und  bezeichnet  wer- 
den sollen.  Für  diesen  Punkt  giebt  die  Gleichung  des  Lichtstrahls 
vor  der  ersten  Brechung 

(35) »»/=('/  — £)? 

Nehmen  wir  an,  dass  vom  Punkt  <J  eine  Anzahl  von  Licht- 
strahlen nach  verschiedenen  Bichtungen  absgehen,  die  die*  brechenden 


Digitized  by  Google 


49] 


LI^TÜilSl'ClUJNU  DKS  WkUBS  EINES  LICHTSTRAHLS  OtC. 


Kl 


Oberflächen  in  Punkten  schneiden,  die  von  der  Achse  derselben 
nicht  allzuweit  entfernt  sind , so  werden  für  jeden  dieser  Licht- 
strahlen beides  y und  k verschiedene  Werlhe  bekommen,  und  die 
Folge  davon  ist-,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Lichtstrahls 
nach  der  letzten  Brechung,  nemlich  in 

u y — iq  — x,y  -t-  n k {.*(»  > 

auch  ym  und  km~'  fitr  jeden  dieser  Lichtstrahlen  verschiedene  Werlhe 
annelimen,  und  folglich  jeder  derselben  nach  der  letzten  Brechung 
eine  andere  grade  Linie  beschreibt.  Zufolge  der  oben  erhaltenen 
Abhängigkeit  zwischen  y und  k einerseits,  und  y“  und  k"'~'  andrer- 
seits lässt  sich  aber  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Strahls  in  Function 
des  einfallenden  darstellen,  und  umgekehrt.  Die  Elimination  von  y 
und  k aus  der  (35)  durch  die  (34)  giebt 

wy  = (f -q)  | - A2~~3ym\ 

+ *\tr-tkm-' — BT~Y\ 

und  durch  die  Elimination  von  k"‘~'  aus  dieser  durch  Hülfe  der  (36) 
erhält  man 

nmy\  n/r-'-'+  = 

/V/r-a  »"({—  q)  -+-  [»ß* — * -4-  ({  — q)  A“-r  — .r) j 

+ iin“  tj 

welche  Gleichung  sich  wie  folgt  stellen  lässt, 


nachdem 


m • \ w»  . «■  i»  nn\ 

it  y = (tr  — *>  y -4-  » fj tJ7) 

...  m-,  , ™niP”  — 3+  li—  jj/t2"— 3) 

S — q -4- H (3g) 


*1  ~ 


gesetzt  worden  sind.  Die  Gleichung  (37)  zeigt,  dass  £“  und  >"  die 
Goordinaten  eines  gewissen,  gemeinschaftlichen  Punkts  aller  Graden 
ist.  die  die  vom  Punkt  (J  ausgehenden  Lichtstrahlen  nach  der  letzten 
Brechung  beschreiben,  denn  da  die  Ausdrücke  (38)  von  y“  und  A”'-' 
unabhängig  sind,  so  gehört  der  durch  sie  bestimmte  Punkt  allen 
diesen  Lichtstrahlen  an.  Mit  anderen  Worten,  liezeichnet  man  den 
durch  die  Goordinaten  £"  und  t"  bestimmten  Punkt  mit  (/" , so  ver- 
einigen sich  alle  von  Q ausgehenden  Lichtstrahlen  nach  der  »i,e" 
Brechung  im  Punkt  Q“‘. 

Abhandl.  H.  K.  8.  <IcseM«rli.  H.  WiMenscli.  XV.  8 
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Man  kann  diesen  Salz  umkehren.  Nimmt  man  an,  dass  die 
Lichtstrahlen  sieh  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegen , so  ver- 
einigen sich  alle  von  Q'"  ausgehenden  Strahlen  nach  der  mu'n  Bre- 
chung in  (J. 

Es  gehöre  nun  der  Punkt  Q irgend  einem  Gegenstände  an,  so 
verursachen  die  m Brechungen,  dass  sich  im  Punkt  Q"  das  Bild  die- 
ses Gegenstandes  zeigt,  und  umgekehrt. 

Damit  aber  Bild  und  Gegenstand  real  seien,  ist  erforderlich, 
dass  sie  bez.  im  ersten  und  im  letzten  Mittel  liegen,  und  diese  Be- 
dingungen werden,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  die  Ungleich- 
heiten 

£ ^ >1 , und  i > (/ 

ausgedrtlckt.  Sind  entweder  Eine  dieser  Ungleichheiten,  oder  sind 
beide  nicht  erfüllt,  so  werden  im  ersten  Palle  entweder  Gegenstand 
oder  Bild,  und  im  zweiten  Kalle  beide  nicht  real , wahrend  ihre  im 
Vorhergehenden  erklärte  geometrische  Bedeutung  unverändert  die- 
selbe bleibt. 

Nehmen  wir  im  ersten  Mittel  einen  zweiten  Punkt  Q,  an,  für 
welchen  ; unverändert  bleibt,  aber  tj  in  tj,  übergeht,  so  zeigen  die 
(38),  dass  auch  f“  unverändert  bleibt,  und  in  Bezug  auf  die  Ordi- 
nate, wenn  sie  mit  ij“i  bezeichnet  wird,  das  Verhültnissj 

m nt 

statt  findet.  Dehnt  man  daher  den  Punkt  (>  zu  einem  begrenzten, 
ebenen  Gegenstände  aus,  welcher  senkrecht  auf  der  Abseissenachse 
steht,  so  liegt  das  Bild  desselben  auch  in  einer  Ebene,  die  jener 
parallel  ist,  und  dieses  Bild  ist  in  allen  seinen  Punkten  dem  Gegen- 
stände proportional.  Die  einzelnen  Theile  dieses  Bildes  haben  ent- 
weder die  gleiche,  oder  die  entgegengesetzte  Lage  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Theile  des  Gegenstandes.  Jener  Fall  tritt  ein,  wenn  tjm 
und  tj,  und  folglich  auch  t/ni  und  t/i  dasselbe  Zeichen  haben,  dieser, 
wenn  diese  Ordinalen  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Mit  andern 
Worten,  das  Bild  ist  ein  aufrechtes,  wenn  der  Coefficient  von  tj  in  der 
zweiten  Gleichung  38  positiv,  und  ein  umgekehrtes,  wenn  dieser 
Coeflleient  negativ  ist. 

Da  das  Verhüllniss  t“  : jedenfalls  das  linearische  Yerhitltniss 
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der  Grösse  des  Hildes  zur  Grösse  des  Gegenstandes  ausdrückt , so 
ist,  allgemein  zu  reden,  der  absolute  Werth  der  Zahl 

W 

die  durch  das  System  brechender  Oberflächen  bewirkte  Yergrösse- 
rung  des  Gegenstandes.  Wenn  diese  Zahl  >•  I ist,  so  linde!  in  der 
Thal  eine  Vergriisserung  statt,  ist  sic  aber  < I,  so  lindet  eine  Ver- 
kleinerung statt. 


41. 

Die  Gleichung  (35  giebl,  da  y = int  ist. 


eliininirt  man  liiemit  <y  — £ aus  den  381,  so  erhiilt 

_ »,-i  „ rmBS“-»- (ij  — 

* — ‘I  " n«flS"-2- (■, 

ui  an  ff 

Setzt  inan  jetzt 


man 


it  = 0 


. 39 


so  bezeichnet  dieses,  dass  alle  Lichtstrahlen  parallel  mit  der  Abscissen- 
aclise  einfallen,  mul  es  ergiebl  sich  in  ilicsem  Falle 


jpm  — 2 


= ü 


Alle  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallcnden  Lichtstrahlen  ver- 
einigen sich  also  nach  »len  Brechungen  iu  der  Abscissenachse , und 
nennen  wir  diesen  Vereinigungspunkl  den  Brennpunkt  des  Systems 
von  brechenden  Oberflächen , so  ist  die  Abscisse  des  Brennpunkts 
dem  vorstehenden  Werthe  von  gleich.  Die  Entfernung  des  Brenn- 
punkts von  der  letzten  Oberfläche  wird 


Ml  — | II 

-7  = » 


it**-* 


40 


und  es  müssen  folglich,  damit  der  Brennpunkt  real  werde,  A4“-3  und 
A4“ “ 4 gleiche  Zeichen  haben. 

Es  habe  jetzt  für  alle  einfallenden  Lichtstrahlen  « wieder  einen 
und  denselben,  aber  von  der  Null  verschiedenen  Werth,  so  muss 
sich  nnthwendiger  Weise  der  Gegenstand  wieder  in  unendlich  grosser 
Entfernung  befinden,  und  demzufolge 

8' 
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tj  = 00 

sein.  Der  Gegenstand  liegt  nicht  mehr  in  der  Abscissenaohsc,  son- 
dern alle  von  demselben  ausgehenden  Lichtstrahlen  machen,  vor  der 
ersten  Brechung  mit  dieser  den  Winkel  u.  Die  vorstehenden  allge- 
meinen Ausdrücke  für  und  t“  gelten  in  diesem  Falle 


gleichwie  im  vorhergehenden  Falle,  aber  es  wird  jetzt 


H) 


tut 


und  dieser  Ausdruck  bestimmt  also  jetzt  die  Entfernung  des  Bildes 
des  unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes  von  der  Abscissenarhsc. 
oder  die  Grösse  und  l-age  dieses  Bildes.  Verbindet  man  dieses  Bild 
mit  dem  Brennpunkt  durch  eine  grade  Linie , so  stellt  diese  senk- 
recht auf  der  Abscissenachsc,  das  Bild  ist  also  wieder  ein  ebenes, 
und  hat  in  Bezug  auf  den  Gegenstand  die  umgekehrte  oder  die  auf- 
rechte Lage,  je  nachdem  A*"-’  positiv  oder  negativ  ist. 


42. 


Die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  linden  auch  ihre  Bedeutung, 
wenn  man  die  Entwickelungen  auf  entgegengesetzte  Art  ausführle. 
Lösen  wir  die  erste  (38)  in  Bezug  auf  i auf,  und  substituiren  den 
dadurch  erhaltenen  Ausdruck  in  die  zweite  38' , dann  wird  das 
Ergehniss 

t»  #■/<»- ä 

* 7 " n»t  ftm  — 3 _ (gm  _ qh,  - i 

nMl)m 

1 


oder,  da  die  39),  wenn  statt  x,  und  t“  statt  ;/  gesetzt  werden. 


giebl. 


— 'I 


t »“WB*"-*  + m-  ~ 

' — '/  Un"'amX?"-  < + i 

n",teM,qn‘ 

’i  tru“'ß“-'  + 4*"-* 


Setzt  inan  nun  <“  = 0,  so  bekommt  man 
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*1  = 0 


und  setzt  man  i“  = oo,  so  ergicbt  sieh  derselbe  Werlh  von  £,  aber 
für  >j  erhält  inan 


n 


(*3) 


Die  strikte  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  die  folgende. 
Weng  in  dein  Punkt  der  Abseissenaohse,  den  der  aus  der  Gleichung 
42}  hervorgehende  Werlh  von  £ bestimmt,  sich  ein  Gegenstand  be- 
linilet,  so  liegt  dessen  Bild  auch  in  der  Abscissenachse,  aber  in  un- 
endlich grosser  Entfernung  von  der  letzten  brechenden  überflache. 
Wenn  sich  in  dem  Punkt,  dessen  Abseisse  zwar  denselben  Werlh 
hat,  wie  eben  bestimmt  wurde,  aber  dessen  Ordinate  tj  nicht  Null 
ist,  ein  Gegenstand  befindet,  so  ist  dessen  Bild  zwar  wieder  von 
der  letzten  brechenden  Oberfläche  unendlich  weit  entfernt,  aber  die 
nach  diesem  Bilde  gerichteten,  nach  der  letzten  Brechung,  ausfah- 
renden Strahlen,  machen  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  ic". 
Die  Kcaliliit  des  Gegenstandes  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt, 
dass  sowohl  ff"“1  wie  A*"-*  gleiche  Zeichen  haben. 

Da  nun  stets  Bild  und  Gegenstand  mit  einander  verwechselt 
werden  dürfen,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen,  dass 
die  durch  die  Gleichung  (42)  gegebene  Abseisse  £ einen  andern 
Brennpunkt  unsers  Systems  brechender  Oberflächen  bestimmt,  welcher 
stattfindet,  wenn  am  entgegengesetzten  Ende  desselben  sich  ein  Ge- 
genstand in  unendlich  grosser  Entfernung  befindet.  Hat  dieser  eine 
supcrfieielle  Ausdehnung,  so  dass  dessen  Grenzen  unter  dem  Winkel 
«“  mit  der  Abscissenachse  auf  die  letzte  Oberfläche,  {die  nun  als  die 
erste  anzusehen  ist.  einfallen,  so  bestimmt  der  Werth  von  tj , wel- 
cher aus  der  43)  hervorgeht,  die  Grösse  des  Bildes  in  dem  oben 
erhaltenen  andern  Brennpunkt.  Da  einem  positiven  Werthc  von  ti" 
ein  auf  der  negativen  Seite  der  »/  liegender  Gegenstand  entspricht, 
so  hat  das  Bild,  dessen  Grösse  durch  die  (43)  bestimmt  wird,  wie- 
der in  Bezug  auf  den  Gegenstand  eine  umgekehrte  oder  aufrechte 
Lage,  je  nachdem  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Lage  der  beiden  Bilder  in  den  beiden  Brennpunkten  ist 
also  immer  dieselbe,  entweder  sind  beide  umgekehrt  oder  aufrecht, 
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aber  <lie  Hcalil.1t  dos  einen  Brennpunkt:;  bedingt  nicht  die  Realität 
des  andern. 

Der  Gleichförmigkeit  wegen  soll  im  Folgenden  der  durch  die 
Gleichung  12  bestimmte  Brennpunkt  der  erste,  und  der  durch 
die  i-0  bestimmte  der  zweite  Brennpunkt  genannt  werden. 

Die  Vergrösserung,  die  das  System  brechender  Oberflüchen 
überhaupt  gewühlt,  findet  man  auch  aus  der  obigen  Gleichung  zwi- 
schen ij  und  tj“'  durch  den  absoluten  Werth  der  Zahl 

' A-m  -3  — rf"1  - - I - 1 

\nn  welcher  leicht  bewiesen  werden  kann,  dass  sie  mit  der  im 
Vrt.  i-0  flir  diese  Vergrösserung  erhaltenen  Zahl  identisch  ist;  nur 
muss  hier  £"'  die  Abscisse  des  Bildes  bedeuten,  während  stets  £ die 
Abscisse  des  Gegenstandes  bezeichnet. 


Zweiter  Thoil. 

Betrachtung  mehrerer  Brechungen  zugleich. 


13. 


Wenden  wir  uns  zu  den  beiden  erhaltenen  Ausdrucken  für  die 
Vergrösserung  des  Gegenstandes,  nenilich  zu 


und 


nui  — — \g"  — r/"  — 1 .-J-"4  — 2 


Da  diese  Ausdrücke  von  den  Abscissen  ; und  £“  nhhiingen,  so  zeigen 
sie,  dass  die  Vergrösserung  des  Gegenstandes  von  dem  Orte,  an 
welchem  er  sich  befindet,  ahhüngt , und  dass  im  Allgemeinen  durch 
die  Veränderung  des  Ortes  des  Gegenstandes  die  Vergrösserung  des- 
selben in  eine  Verkleinerung,  und  die  aufrechte  Lage  in  die  ent- 
gegengesetzte übergehen  kann , und  umgekehrt.  Unter  diesen  ver- 
schiedenen Abstufungen  zwischen  der  Grösse  des  Gegenstandes  und 
der  tles  Bildes  desselben  ist  vorzugsweise,  diejenige  zu  bemerken, 
in  welcher  der  Gegenstand  uml  sein  Bild  gleiche  Grösst1  mul  Lagt1 
haben.  .Man  könnte  die  beiden  Punkte,  welche  dieser  Eigenschaft 
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entsprechen,  die  Indillcrenzpunklc  nennen,  wenn  sie  von  Gauss 
nicht  schon  die  IlaiiptpiinkU*  genannt  worden  waren.  Der  Gleich- 
förmigkeit wegen  soll  diese  letztere  Benennung  hier  beibehalten 
werden.  *) 

.Man  findet  die  Lage  der  beiden  Hauptpunkte  eines  Systems 
von  brechenden  Oberflächen,  der  vorstehenden  Definition  gemäss, 
dadurch , dass  man  die  beiden  vorstehenden  Ausdrucke  der  Yer- 
grösserung  = I setzt,  und  die  Abseissen  £ und  demgemäss  be- 
stiinmt.  Bezeichnet  man  den  ersten  Hauptpunkt  mit  E und  den 
zweiten  mit  E, , so  dass  in  denselben 

i=  E,  r = E, 

werden,  dann  giebt  die  oben  angegebene  Bedingung 

KffJO-J  + = 1 

- i E.  ‘ _ , 

woraus  man  sogleich 

fl*"-*  - 1 

— fJ  fl  jjiti-i 

E,  — <i  ■+■  n 

erhalt.  Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  dass  man  viele  Systeme  von 
brechenden  Oberflächen  aufstellen  kann,  in  welchen  die  beiden 
Hauptpunkte,  oder  wenigstens  einer  derselben,  nicht  ausserhalb  der 
ersten  oder  letzten  brechenden  Oberfläche  liegen,  und  folglich  der 
helreflende  Gegenstand  nebst  seinem  Bilde,  oder  wenigstens  Eins 
derselben  nicht  real  werden ; aber  diese  Imstande  beeinträchtigen 
die  Anwendung,  deren  die  Hauptpunkte  fällig  sind,  nicht  im  Ge- 
ringsten. 


Durch  die  Einführung  von  E und  E,  kann  man  die  Gleichungen 
3S  auf  eine  bedeutend  einfachere  Gestalt  bringen.  Zuerst  bekommt 
man 


*]  Gauss  hat  diese  Hauptpunkte  auf  ganz  andere  Weise  eingefiihrt  und 
definirt.  Auch  linde  ieli  nirgends,  dass  er  der  obrn  angegebenen  charakteristi- 
schen Eigenschaft  derselben,  die  hier  zur  Definition  dient,  gedenkt.  Möbius  hat 
diese  Eigenschaft  schon  gekannt. 
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IIS 


r - k.  + «" 


>+  f-E-« 


f-E,-« 


JÜi=i 

ZP“-!  _ I 
~ A*m~* 
Bf“  -1  _ | 


Aff-  » 


oder  nachdem  Zahler  und  Nenner  mit  A3”1-1  multiplicirl  worden  sind, 

« >.  II-"'  - » A!“‘  - - - n ff-”«  - ; _ ( JJ“ -l+  f _ E - » jfl“  - 

— " {■***-> -»iff»“"-«-«  + f-E 

und  nach  Anwendung  der  ,'tl 


m w A*m-*  - ■ + e - ff  - 1 
" )» + f - E i s«~  - *|  A--  - * 

-«-!;(»  + E ■+■  (f  - E J»*  " 1 

“ i-i  + f-E  i*»-* 


woraus  sogleich 


II 


t = 


n“  [*  - E) 

11  + ;{-  e a2*" 


und  auf  ähnliche  Weise 


'i  — „ + i_E)  as”- 


hervorgehen,  die  nur  von  dem  Kineo  Coenirienlen  .l3“-3  abhüngen, 
und  überhaupt  wesentlich  einfacher  sind,  als  die  (38).  Man  kann 
bemerken,  dass  man  aus  der  ersten  II  die  symmetrische  Gleichung 

«“*  . i»  ijM-i 

E,  E-(  A 

und  aus  der  zweiten  ■ 


n = 


« f ” - E, 

»“  f-E  V 


bekommt. 

Führen  wir  die  Hauptpunkte  in  die  Gleichungen  für  den  ein- 
ladenden und  den  ausfahrenden  Lichtstrahl  ein.  Die  bisherige  Form 
des  ersteren,  nemlich 


!,=  {•!  — *)  k 


gehl  durch  die  Einführung  von  /-  statt  */  sogleich  in  die  folgende 
Uber 

y = ,E  — x)  +■  Ä 

wo 

(45 h = k + Y 

ist,  und  die  andere,  welcher  bisher  die  Form 
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I l'.l 


/ Ml  — | VM 

y = (i  — *) 


gegeben  worden  ist,  wird  durch  die  Einführung  von  E,  stall 
zuerst 


y=(E,-X)£  + r-'- 


I , 

y 


(iß) 


geht  aber,  nachdem  in  den  beiden  lelzten  Gliedern  k'“~'  und  ym  durch 
die  (32)  eliininirt  worden  sind,  über  in 

;/  = {E,  — x)  ~ + E 

wo  E diesellie  durch  die  Gleichung  43)  gegebene  Ordinate  ist.  Also 
wenn  für  den  einlallenden  Lichtstrahl  x — E und  demzufolge  für 
den  ausfahrenden  x — E,  gesetzt  wird,  so  bekoiuml  man  für  beide 
Lichtstrahlen 

U = E 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  Definition  der  Hauptpunkte  in  eng- 
ster Beziehung  steht,  und  diese  in  einer  anderen  Form  ausspricht. 

Um  die  Beziehung  von  y“  zu  y und  K zu  erhalten,  braucht 
man  nur  aus  der  zweiten  Gleichung  (32)  /;  durch  die  (45)  zu  elimi- 
nirun,  man  erhalt  dadurch 

f'  = y-h  EA*"~' (47 


welche  Gleichung  der  ersten  Fundamentalgleichung  des  Art.  30  völlig 
ähnlich  ist.  Wahrend  aber  diese  letzt  genannte  Gleichung  nur  für 
eine  einzige  Brechung  gilt,  hat  die  )47)  für  jede  beliebige  Anzahl 
von  Brechungen  Geltung. 


4 5. 


Die  Einführung  der  in  den  Arlt.  41  und  42  erhaltenen  zwei 
Brennpunkte  vereinfacht  auch  die  (38  . Wenn  wir  die  Abscissc  des 
ersten  Brennpunkts  F und  die  des  zweiten  /■',  nennen,  so  geben 
die  Gleichungen  40  und  42;  sogleich 


durch  deren  Einführung  die  38  vermittelst  einer  ähnlichen  Kc- 
duction.  wie  bei  der  Einführung  von  E und  E,  in 
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= F 


übergehen , die  aueli  nur  von  dein  Einen  Coefficienten  A*""-*  ah- 
hitngen.  Man  kann  bemerken,  dass  hier  die  symmetrische  Gleichung 


(l'-S  HtT-F'  = 


entsteht,  mittels  welcher  man  auch 


»/ 


IN 


bekommt.  Es  lasst  sich  noch  anmerken,  dass  durch  die  Einführung 
von  F und  F statt  <y  und  ly’“-1  die  Gleichungen  für  den  einfallen- 
den und  den  ausfahrenden  Lichtstrahl  die  Formen 


und 


’J  = { F—x) 


Ai“—. 


r 


annehmen,  so  wie  dass  zwischen  den  liaupt-  und  den  Brennpunkten 
die  einfachen  Relationen 


bestehen. 


E = E - 


r = e,  + 


H>. 

Wenn  das  in  Betrachtung  stehende  System  von  brechenden 
Oberflächen  so  beschallen  ist,  dass  = 0 wird,  dann  verlieren 

die  vier  eingeführten  Punkte  zwar  nicht  ihre  Bedeutung,  wohl  aber 
ihre  Anwendbarkeit,  denn  sie  liegen  je  zwei  auf  verschiedenen  Sei- 
ten des  Systems  in  unendlich  grosser  Entfernung  von  demselben:  es 
werden  mit  anderen  Worten  die  Abscissen  E,  E , E.  E unendlich 
gross;  aus  dem  Umstande,  dass  die  beiden  Brennpunkte  in  unend- 
lich grosser  Entfernung  liegen,  giebt  sich  sogleich  zu  erkennen,  dass 
die  Bedingung  A*“-- = 0 jedes  Mal  vorhanden  sein  muss,  wenn  das 
System  von  brechenden  Oberflächen  so  beschallen  ist,  dass  parallel 
mit  einander  einfallenden  Lichtstrahlen  parallel  mit  einander  ausfah- 
rende entsprechen.  Es  ist  dieses  der  Fall  eines  jeden  auf  das 
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deutliche  Sehen  möglichst  weit  entfernter  Gegenstände  für  weitsich- 
tige Augen  gestellten  Fernrohrs. 

In  diesem  Kalle  kann  man  zwei  andere  merkwürdige  Punkte 
einfülircn,  deren  Abscissen  mit  .1  und  ./  bezeichnet  werden  sollen, 
lis  ist  immer  noch  verstauet,  die  Gleichung  des  einladenden  Licht- 
strahls durch 

.'/=  ('/  — *)  £ + 

auszudrucken,  welcher  im  Allgemeinen  «lic  Gleichung 

m — | V"  . | m — | 

.'/  = '/  “ k 

des  aiislahrenden  Lichtstrahls  entspricht.  Da  aber  jetzt  vermöge  der 
zweiten  (32) 

y = /II 

wird,  so  nimmt  die  Gleichung  des  auslahrenden  Lichtstrahls  die  Form 


, W*-l 

H = (?  — —.m  y ■ 


ir 


A2”-3  k 


an.  Setzt  man  daher 

J = q—'  + 

und  erwägt,  dass  «lie  (33)  jetzt 

v4!«-1/r-ä=  | 

gield,  so  wird  die  Gleichung  des  ausfahreuden  Lichtstrahls 

iwm-i 

?/=  J-x)^y  + A*'~’k 

und  die  3#  geben  jetzt  für  den  Ort  des  Hildes,  welches  entsteht, 
wenn  sich  im  Punkt,  dessen  Koordinaten  * und  q sind,  ein  Gegen- 
stand bclindcl, 

i — J,  ■+■  „ # — '/  I 

= »,  a5—* 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Punkt  ./  der  Ahseisscnaehsc  das 
Bild  eines  in  Punkt  </  derselben  befindlichen  Gegenstandes  ist,  so  wie, 
dass  wenn  dieses  Bild  eine  superlieiclle  Ausdehnung  besitzt,  die  Grösse 
desselben  sich  linearisch  zu  der  des  Gegenstandes  verhält  wie 

A‘"‘~3 : 1 

Liisst  man  im  Gegensätze  zum  Vorhergehenden  die  Gleichung 
des  ausfahrenden  Strahles  unverändert,  so  geht  die  des  einladenden 
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i;>  liegt  also  in  der  durch  »Ion  Punkt  ./  der  Absrissenachse  gehen- 
tlcn  senkrechten  Ebene  das  Hild  eines,  in  der  durch  gehenden 
senk  rechten  Ebene  befindlichen  Gegenstandes.  und  die  Grösse  dieses 
Hildes  verhüll  sich  zu  der  dieses  Gegenstandes  wie 

I : Aim~a 

Dieses  Hild  wird  also  eben  so  viel  verkleinert,  wie  das  eben  be- 
trachtete Bild  vergrüssert  wird,  oder  umgekehrt. 


i7. 

Durch  Zuziehung  der  beiden  llaiiplpiinkto  /',  und  £ und  ihre 
Anwendung  auf  beliebige  partielle  Brechungen  kann  man  die  Be- 
rechnung aller  Brechungen,  die  ein  durch  ein  gegebenes  System  von 
brechenden  Oberflächen  gehender  Lichtstrahl  im  Ganzen  erleidet, 
wesentlich  abktlrzen,  und  auch  noch  sonstige  Vortheile  erlangen. 
Die  im  Art.  37  u.  f.  entwickelten  Ausdrücke  verlangen,  dass  jede 
einzelne  Brechung  für  sich  in  Betracht  gezogen  werde,  widmend 
durch  die  Einführung  der  Hauptpunkte  bewirkt  worden  kann,  dass 
mehrere  Brechungen  als  partielle  Systeme  in  Rechnung  gezogen  wer- 
den können.  Um  bei  dem  Falle  stehen  zu  bleiben,  welcher  in  der 
Regel  zur  Anwendung  kommt , sollen  hier  die  Brechungen  vorzugs- 
weise in  Gruppen  von  je  zweien  zerlegt,  und  diese  Gruppen  als  ver- 
schiedene Körper,  z.  B.  Glaslinsen,  betrachtet  werden,  die  an  allen 
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Seilen  von  einem  und  demselben  Mittel , z.  B.  von  der  atmosphü- 
rischen  Luft,  umgeben  sind;  andere  (Kombinationen  sollen  indess 
auch  angemerkt  werden.  Es  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 
im  Folgenden  die  Anzahl  der  brechenden  Überflüchen  immer  eine 
grade  sein  wird,  und  dass,  wie  schon  im  Art.  I i angedeutet  wurde, 
von  den  ßrcchungsverhiiltnissen  n , n,  u,  etc.  alle  diejenigen , die 
mit  einer  graden  Anzahl  von  Strichen  versehen  sind,  einander  gleich 
werden.  Es  sollen  daher  im  Folgenden 


und 


h = n"  = n = etc.  = I 
n — N,  n"  — N',  n = .V”.  etc. 


gesetzt  werden die  Bedeutung  dieser  Bezeichnungen  ist  die , dass 
die  Brcchungsverliültnisse  der  Mittel,  aus  welchen  die  vorerwähnten 
Linsen  lieslchen,  zu  dem  sie  umgebenden  Mitlel  der  Keilte  nach 
durch 

JV:  1 , A"  : I , .V”:  I . etc. 

ausgedruckt  werden. 


iS. 


Da  nun  neben  den  Hauptpunkten,  die  sich  auf  das  System  von 
brechenden  Linsen  als  ein  Ganzes  betrachtet  beziehen , auch  die 
Hauptpunkte  erscheinen  werden,  die  sich  auf  je  zwei  einzelne  Bre- 
chungen oder  jede  einzelne  Linse  beziehen,  so  müssen,  während  für 
jene  die  im  Vorhergehenden  angewandten  Bezeichnungen  boizubehal- 
ten sind,  für  diese  andere  Bezeichnungen  eingeflthrt  werden.  Für 
die  erste  Linse,  sollen  der  erste  und  der  zweite  Hauptpunkt  mit  e 
und  c,  für  die  zweite  Linse  mit  e und  e\  für  die  dritte  mit  e" 
und  e"  u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 

Behalt  man  ausserdem  die  Bedeutung  der  verschiedenen  A . It, 
u,  I des  Art.  37  bei,  so  ergiebt  sich  für  die  erste  Linse  zu  Folge 
der  Artl.  37  und  43 ; 


oder 


'*  = '/  — 
c = <j  -+- 


u'l' 

u + u'  + «nY 
ul’ 

M + »/'  + uu'  /' 


Digitized  by  Google 


P.  A.  IIasskn, 


Bringen  wir  die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  in  die 

Form 

y = (e  — x)  y + I 

so  wird  in  Folge  der  Knl Wickelungen  des  Art.  il  die  Gleichung  dos 
aus  der  ersten  Linse  ausfahrenden  Lichtstrahls 

.'/=  / + / 
sein,  und  zu  Folge  der  17  wird 


y — y ■+■ 01 i 

= A"  = u -t-  11’  ■+■  u n I 


gesetzt  wird. 


Für  die  zweite  Linse  wird  ähnlich  der  erste 

• M U"' t" 

— 7 u''+  «'"+ 

• •••  u”r’ 

r = (I  *4“  „ 

• • ü + ii  + # u l 

Die  Gleichung  dos  oinfallondon  Lichtstrahls  wird 


!/  = {e—x)  y + /' 


und  die  des  ausfalirenden 


ferner  wird  wie  oben 


ij  = V — .!•;  y 


y = y -+-  u 


CM*  SSS  II  •+-  11  ' -+-  II  II  ’ I 

gesetzt  wird.  Diese  Gleichungen  setzen  sich  auf  analoge  Weise  fort, 
die  Anzahl  der  Linsen  des  Systems  mag  so  gross  sein  wie  sie  will. 

Da  der  ans  der  ersten  Linse  ausfahrende  Lichtstrahl  mit  dem 
auf  der  zweiten  Linse  einladenden  identisch  ist . so  müssen  auch 
die  Gleichungen 

y = p — x)  y " •+•  / 

und 

y = r — x)y"+t 

mit  einander  identisch  sein,  und  diese  Bedingung  giebl  sogleich 
I)  = e — 1‘)  y + 1 — 1 


folglich  wenn 


i!  = P — e 
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gesetzt  wird, 

/'  = /-+-  \p  y 

Auch  diese  Gleichung,  welche  der  zweiten  Fundamentalgleichung 
des  Art.  30  analog  ist,  setzt  sich  für  jeden  Zwischenraum  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  Linsen  unbegrenzt  fort. 

49. 

Die  Bezeichnungen  y,  y",  y\  etc.  der  Winkel,  welche  die  auf 
die  Linsen  einfallenden,  und  von  denselben  ausfahrenden  Lichtstrah- 
len mit  der  Abscissenaehse  machen,  sollen  jetzt,  um  die  Unterschei- 
dungszeichen derselben,  die  sich  auf  die  Anzahl  der  Brechungen 
beziehen,  der  Anzahl  der  Linsen  gemäss  auszudrücken,  wie  für  die 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Grossen  der  Fall  ist,  in  f , t,  etc. 
abgeändert  werden.  Stellen  wir  hierauf  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
neuen  Fundamentalgleichungen  für  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Lin- 
sen zusammen,  so  erhallen  wir,  wenn  im  Voraus 
bl  = u -f-  u -H  II  ii’  ( 

d>  = h"  -+-  n"  ■+■  u'u" i"  tp  = c — c 

ca'  = u ■+■  ii  -+-  ll"  u f y"  = r ' — r" 

ca'"  = u ' ■+■  ii"  + ii ' ii  " t " i f ' — r “ — i 

etc.  etc. 

gesetzt  werden, 

*’  = t + io  l 

t"  = f'-t-  io  f f = ! + yV 

f " = f -+-  Ol  / f af  + I .»/’  f 

= t"  -I-  ca"  ("  {’  — I ' -+■  y"  t~’ 

etc.  etc. 

die  denen  des  Art.  37  vollständig  ähnlich  sind.  Gleichwie  dort, 
erhält  man  also  auch  hier  durch  die  Elimination  aus  denselben 

t = Ö c + (i  / 

(”  = /)  ( + c i /'  = /)  «-+-  (y  t 

/■  — l)‘  f •+■  c " i i = /)  f -+-  f.  i 

c"=/)'f  + n r = ir  f + c i 

etc.  etc. 

in  welchen,  ähnlich  wie  a.  a.  O. 
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I H\ 


1« 


= M 

e:  = v-'  <:  -+- 1 
er  = e:  + t: 
er  = ,!■■■  er  + e: 
c:  = <r+  er 
er  = y"  er  + er 
er  = «re'  -+•  er 

etc. 

Bezeichnet  nmn  die  Anzahl  der 
mit  fi,  so  sind  die  vier  letzten  zi 


I)  = I 
I)  = rp 

re  = w i)  + i) 
ir  = .p"  i)  ■+■  ir 
h = (,,"  ir  ■+■  h 

l f = I ii  I)  D " 

u = m "ir  b 

etc. 

Linsen  des  ganzen  Linsensystems 
berechnenden  Coeflicienten 

(W—i  Jyi>‘  - « 


also  die  Anzahl  derselben  für  i u Brechungen  dieselbe  wie  oben  Ihr 
u oder  m Brechungen,  folglich  bei  einer  gleichen  Anzahl  von  Bre- 
chungen nur  die  Iliilfte  der  bei  der  Anwendung  des  Verfahrens  der 
Arlt.  37  u.  f.  erforderlichen,  tthnlichen  t’oeflicienlen. 


50. 


ilt 


(50' 


Wir  erhallen  nun 

(f-1  = fr-;'  -4-  IC1’'-2 
U"  =>/>■"'--  -h  / f - 
die  den  (321  analog  sind,  und  auf  ähnliche  Weise  wie  im  Art.  3!b 
den  33)  analog, 

/yj"-’  — <r  ~ ' ir  = — i 
I f ;i'*  - 1 /> -^  ~ 3 — rr-"  ~ 3 />-"  - > = i 

Kerner  bekommen  wir 

i = — 

die  den  3i  analog  sind.  Da  jetzt  die  Gleichung  des  einfallenden 
Strahls 

y = (e  — r)  -t-  / 

und  die  des  ausfahrenden 

x)  -hi"-' 

ist,  so  ergiebt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  im  Art.  iO  fiir  dir  Hela- 
tionen  zwischen  den  Gnordinalen  und  i"  des  Bildes  des  tJegen- 
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Standes.  dessen  Koordinaten  £ und  q sind. 

" - . D*-*+  ;f-«j  c*'~-n 

► > D*-i+  'S-«’  C‘“-ä| 

••I) 

= _ . 5_ 

'l  pi"-i+  | — «I  C*e —*  I 

die  den  38  analog  sind . und  aus  diesen  schon  von  seihst  folgen. 
Man  kann  dien  so  zu  den  Gleichungen  des  Art.  12  analoge  erhal- 
ten. von  welchen  ich  nur  die  folgende  hinsrhreihen  \\  ill. 

i f ==  JG-'  “*  —(/_«/- 1 C1“-*}  n 
Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  schon  sofort,  dass  in  den 
Ausdrücken  für  E und  ff  des  Art.  13.  so  wie  in  denen  für  ff  und 
F des  Art*,  4ö  die  II  und  A durch  die  analogen  D und  I’.  ersetzt 
werden  können,  wenn  zugleich  q durch  r und  q“~'  durch  c“ ~ 1 
ersetzt  werden.  Dieser  Satz  kann  leicht  naher  begründet  werden. 
Da  die  hier  eingeführten  Koordinaten  £“  und  q"  des  Hildes  nolh- 
wendiger  Weise  mit  den  Koordinaten  £"  und  q“  des  Art.  40  u.  f. 
identisch  sein  müssen,  wenn  in  jedem- Falle  die  Koordinaten  £ und  \q 
des  Gegenstandes  identisch  sind . und  umgekehrt . so  müssen  auch 
die  obigen  Ausdrücke  mit  den  früheren  identisch  sein,  und  liicmil 
erhalten  wir  zunächst  die  Gleichungen 

n* -*  + {f  - r r-"  - ■ = ir  - + g - 7 ~ 1 

fr"'*  — C1"~i  = AJ“->  — — .t1“-1 

die  unabhängig  von  den  Werthen  von  £”  = £"  und  £ erfüllt  werden 
müssen.  Diese  Gleichungen  geben  sogleich 

a*“-1  = irv  I 

fT--  = n!"-!  + q — r 32 

A**~*  _ + 

deren  Substitution  in  die  oben  angezogenen  Gleiehuugen  der  Arlt. 
43  und  4ü 


E = r — 


F = c - 


&>-* 


\hh»ndl  4.  I»  K lle*«IUch,  •!.  Wiwtiwlt  \V, 
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[6b 


!2* 


oder 


gehen. 


F = K — 
F = F -+- 


Führen  wir  das  Zeichen 

0 — 


0 durch  die  Relation 

C**-* 


ein,  so  wird  die  Linie  0 am  ZweckinSssigsten  die  Brennweite 
des  Linsensystems  genannt , und  die  Brennweite  daher  als  die  Ent- 
fernung, entweder  des  ersten  Hauptpunkts  vorn  ersten  Brennpunkt 
als  Anfangspunkt  . oder  als  die  Entfernung  des  zweiten  Brennpunkts 
vom  zweiten  Hauptpunkt  als  Anfangspunkt  definirt.  Denn  diese 
beiden  Entfernungen  sind,  wie  man  sieht,  einander  immer  gleich, 
und  haben  immer  dasselbe  Zeichen. 


öl . 


Die  Koordinaten  £''  und  it“  des  Bildes  des  Gegenstandes,  dessen 
Koordinaten  £ und  »(-  sind,  bekommen  jetzt  infolge  der  '44'  die 
Ausdrücke 


5.1 


oder 

54' 


für  die  Brennpunkte  ergelren  sich  hez. 

= /'  0 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  auf  die  folgende  Form 
bringen, 

K - ; t"  - K, 

£ r - f = 0- 
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durch  deren  Hülfe  man  leicht  die  Ausdrücke  für  £ und  tt  erhalt, 
wenn  £"  und  gegeben  sind.  Setzt  man 

E — £ = A , £"  - E = A 

so  bekommt  man 

-L  = L + _L 

•e  a T a, 

A — 0 [A—  <P 


von  welchen  die  zweite  mit  der  ersten  identisch  ist.  Diese  Glei- 
chungen, für  jedes  Linsensystem  im  Ganzen  gellend,  haben  genau 
dieselbe  Form,  wie  die  Grundgleichungen  der  früheren  Dioptrik,  die 
für  eine  einzige  Linse  mit  IJebergelmng  der  Dicke  derselben  abgelei- 
tet wurden. 

Die  linearische  VergrOsserung  des  Gegenstandes  wird  jetzt  durch 
den  absoluten  Werth  eines  jeden  beliebigen  der  folgenden  Ausdrücke 
gegeben. 

1 


A, 

Ä 

i-r 

_ (/■  -j\ 

•/> 

die,  jenachdein  sie  an  sich  positiv  oder  negativ  sind,  die  aufrechte 
oder  die  umgekehrte  Lage  des  Bildes  anzeigen. 

52. 

Die  oben  mit  w,  <•>',  w",  etc.  Gezeichneten  Grossen,  die  sich 
auf  die  einzelnen  Linsen  beziehen,  so  wie  die  Abscissen  der  Haupt- 
amt Brennpunkte  dieser  Linsen,  sind  noch  zu  entwickeln.  Nehmen 
wir  die  erste  Linse  vor,  und  legen  dem  /eichen  IV  die  Bedeutung 
l>ei,  die  im  Art.  il  erklärt  wurde.  Selzen  wir  für  die  beiden  Halb- 
messer der  lieiden  brechenden  Oberflächen  dieser  Linse,  die  bisher 
mit  |*  — y und  ]) — (/  bezeichnet  worden  sind,  die  durch  die  folgenden 

9' 
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(’deiehungen  zu  berechnenden  Linien  p und  p 

P = pf-, . p.  - - tr 

so  wie  ftlr  die  Dicke  dieser  Linse,  nemlieh  — //,  die  durch  den 
rollenden  Ausdruck  zu  1k* rechnende  Linie  <J. 

J)=x£=A- 


diinn  werden 


und  folglich,  wenn  io  = j gesetzt  wird. 


Die  Linien  n und  p sollen  die  Substituten  der  Hullunesser.  und  <) 
«las  Sidislitut  der  Dicke  der  Linse  genannt  werden. 


Die  Ahscissen  der  Hauptpunkte  dieser  Lins»1  hekominen  jetzt  die 
Ausdrücke 


t 


. d'i 
i — 'I  ■+*■■■ 
' v. 

<*  — ' — 


und  wenn  die  Ahscissen  der  landen  Brennpunkte  dies«*r  Linse  mit 
f und  I'  bezeichnet  werden,  so  orgelten  sich 


f.  = <■,  + </ 


Der  obigen  Definition  zufolge  ist  also  <p  die  Brennweite  dieser 
Linse.  Hs  wird  ferner.  wenn  den  oh«“n  «'ingeftlhrten  Bezeichnungen 
analog. 

« = (*—*,«  = f’  — r, 

gesetzt  w«*rdeu. 


if  a n 


it 


wo  unter  {■'  und  »/  tlie  Koordinaten  des  durch  diese  Linse  bewirkten 
Bililes  eines  in  £ und  i , betindlichen  Degenstandes,  oder  umgekehrt, 
verstanden  worden  müssen. 
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Für  die  zweite  und  alle  folgenden  Linsen  bekommt  man  ähn- 
liche Ausdrücke  durch  die  Versetzung  der  Bezeichnungen.  Zu  meh- 
rerer Deutlichkeit  sollen  diese  Ausdrücke  für  die  zweite  Linse  aus- 
führlich angesetzt  werden. 

v — ,v  _ ( > e.  — N'-l  ’ ° — N’ 


</  = 


e a 

e'  + ft'  - <*' 


wo  ff'  also  die  Brennweite  der  zweiten  Linse  ist.  Ferner  die  Haupt- 
imd  die  Brennpunkte 

» w . J'a.'  , 

C =<!+  £- 


e—H  — 


Ü'V’ 


Setzt  man  hier 
so  werden 

woraus 


/"  = e — <p 

/•;  = e;  -+-  f 

u = e — !' , «'  = f — e[ 

r/  O «' 


7* 


« «« 


,55) 


folgt.  Man  kann  bemerken,  dass 

It  -f-  (I  = C — C = — «•»’ 

wird. 


;h. 


Die  beiden  vorhergehenden  Artt.  enthalten  die  Vorbereitungen 

zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  i9.  und  da 

i .1  -•  « . 

nt  = — , w = — r i •'*  — - v , etc. 

V V '/ 

sind,  und  die  ip',  if",  etc.  aus  den  Unterschieden  der  Abscisscu  der 
Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  bestehen,  so  brauchen  zu  dieser 
Anwendung  nur  für  jede  Linse  die  Brennweite  und  die  Hauptpunkte 
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;to 


berechnet  zu  werden,  und  von  dem  übrigen  Inhalt  dieser  Artt.  kann 
abgesehen  werden.- 

Es  wird  aber  dienlich  sein,  die  einfachsten  Fülle,  zuerst  wenn 
das  Linsensystem  nur  aus  zwei  Linsen  besteht,  für  sich  zu  lietrach- 
te.n,  da  sich  hieraus  besondere  Folgerungen  ziehen  lassen.  Sei 

. / = e — e 

so  dass  J = — wird,  dann  geben  die  im  Art.  Hl  entwickelten 
Gleichungen 

L"  = I - ±,  tr  = 

V 7 7 

n = - /,  ir  = i _ 4 

7 

und  hieraus  folgt  zuerst  für  die  Gesammthrcnn weite  der  beiden  Lin- 
sen, wenn  wir  sie  mit  '/>  bezeichnen. 


<J>  = - _»»_  _ 
7 + 7'--< 


für  die  beiden  Gesanimthauptpunktc 

E — c -+- 
E = e ' — 


.H- 

7' 

~<r 


und  für  die  beiden  Gesanimtbrcnnpunkte 

F = E — <f> 

F = E <J> 

Die  Helation  zwischen  Bild  und  Gegenstand  wird,  wenn  wie  oben 


A — E — S , A = f - E, 

gesetzt  werden, 

1 = + L 

A T A, 


Diese  Gleichungen  haben  genau  dieselbe  Form,  wie  die  für  eine 
einfache  Linse;  die  Substituten  (<  und  p,  der  Halbmesser  der  beiden 
Oberflächen  der  Linse  sind  durch  die  Brennweiten  <p  und  f/',  das 
Substitut  fl  der  Dicke  der  Linse  ist  durch  die  Entfernung  . / der 
beiden  einander  im  Allgemeinen  am  Nüchslen  liegenden  Hauptpunkte 
derselben,  nemlich  des  zweiten  der  ersten,  des  ersten  der  zweiten 
Linse,  und  die  beiden  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  durch  die 
beiden  Gesammthauplpunkte  beider  Linsen  vertreten. 
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Es  ist  aus  ilem  Vorhergehenden  leicht  zu  erkennen,  dass  man 
für  jede  beliebige  Anzahl  von  Linsen  ganz  ähnliche  Ausdrücke 
bekommen  muss.  Es  bestehe  das  System  aus  drei  Linsen,  von  wel- 
chen die  jetzt  hinzugekommene  hinter  den  beiden  vorher  betrach- 
teten liegt,  so  berechne  man  die  Brennweite,  die  beiden  Haupt-  und 
die  beiden  Brennpunkte  der  beiden  ersten  Linsen  nach  den  Aus- 
drücken des  vor.  Art.  und  setze 


. / — e"  — t’ 

worauf  die  Gesammtbrennweite  aller  drei  Linsen,  wenn  man  sie  <f> 
nennt,  durch 

q>  — _ . 

+ <f " — Jt 

und  die  Gesammlhaupt-  und  Brennpunkte,  die  jetzt  E'.  E',  F',  F‘ 
genannt  werden  sollen,  durch 

E = E + 


F = E'  — 0 
F'  = E’  -+-  0 

erhalten  werden,  und  auch  die  Relationen  zwischen  Bild  und  Gegen- 
stand ähnlich  abgeUnderte  Ausdrücke  erhalten.  Ware  unter  diesen 
drei  Linsen  die  einzeln  betrachtete  die  erste  von  allen,  so  müssten 
in  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Grössen,  die  sich  auf  die  Ge- 
sammtheit  der  beiden  ersten  Linsen  beziehen,  auf  die  Gesammt- 
lieit  der  beiden  letzten  Linsen,  so  wie  die  Grössen,  die  sich  oben 
auf  die  dritte  Linse  beziehen,  auf  die  erste  bezogen  werden.  Alle 
diese  Ausdrücke  sind  leicht  direct  zu  beweisen. 

Bei  drei  Linsen  können  weiter  keine  Combinationcn  gemacht 
werden,  als  die  beiden  vorbenannten ; besteht  aber  das  System  ans 
mehr  als  drei  Linsen,  so  lassen  sich  eine  grössere  Anzahl  von  Com- 
binationcn ausführen,  die  alle  den  vorstehenden  Erklärungen  gemäss 
zu  behandeln  sind.  Nur  ist  zu  bemerken,  dass  man  die  Linsen 
immer  zufolge  ihrer  gegebenen  Reihenfolge  combiniren  muss,  und 
keine  Versetzungen  oder  Auslassungen  vornehmen  darf. 
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06. 


Duhnen  wir  die  Gleichung  55;  auf  /t  Linsen  aus,  dann  wird  sie 

ft  , ««'«"  ....  «'*  ” 1 

^ “ ao'o".  . . V1 

wo  das  obere  /eichen  fUr  ein  grades.  und  das  untere  fUr  ein  un- 
grades  /*  gilt.  Die  Linien  «,  a“,  etc.  nebst  </,  a,  a",  etc.  sollen 

die  Vereinigungsweiten  der  Lichtstrahlen  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
Unsen  heissen,  und  zwar  die  «,  a,  a,  etc.  die  Yereinigungsweiten 
vor,  und  die  «,  u".  etc.  die  Vereinigungsweilen  nach  den  Unsen. 

Da  die  Yergrüsserung,  die  irgend  ein  Linsensystem  gewährt,  durch 
das  Verhältnis  der  Ordinate  des  Bildes  zu  der  des  Gegenstandes 
ausgedrückl  wird,  oder  dein  Verhältnis  : >t  gleich  kommt,  so  giebt 
die  vorstehende  Gleichung  zu  erkennen,  dass  di«*  Function 

-4-  U . It' . li"  , . . «•"  ~ • 

u . a' . a" . . . ö"  ” 1 

abgesehen  von  ihrem  Vorzeichen , Überhaupt  die  Yergrüsserung  Iw- 
zeichnet,  welche  der  Gegenstand,  dessen  Abscisse  ; ist,  nach  dein 
Durchgänge  des  Lichtstrahls  durch  alle  /i  Linsen  erfährt.  Die  Be- 
rechnung der  Yereinigungsweiten  wird  hier  durch  die  folgenden 
Gleichungen  ausgefUhrl, 


.'i  ti 


WO 


a = 

c — * , 

(t 

«7 

a - n 

u = 

/ — ,i. 

H 

_ «V 

«'-7 

a = 

. f — <«', 

«V' 

“ 7 

etc. 

eU\ 

c — c ' 


etc. 


sind. 

Da  der  Ausdruck  >/' : it  für  die  Vergrösserung  allgemein  gültig 
ist,  und  auch  dann  seine  Bedeutung  nicht  verliert . wenn  beides  »/* 
und  >!  unbegrenzt  wachsend  angenommen  werden,  so  gilt  er  auch 
für  «las  Fernrohr,  in  welchem  beides  »/*  und  tj  unendlich  gross  sind. 
Da  aber  in  diesem  Falle  auch  die  Abscissen  mul  ; unendlich 


Digitized  by  Google 


73] 


Lntkrsi  uiinü  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc. 


1 35 


gross  sind,  so  kann  der  obige  Ausdruck  eine  etwas  andere  Form 
annehuien.  Da  nun 

<1=  — oo,  = oo 

werden,  so  erhalten  wir 


und  der  Ausdruck  der  Vergrüsserung  eines  Fernrohrs  ist  der  abso- 
lute Werth  der  Function 

7 a".  . . 

7>_l  ' o\  a" . . . 

wenn  tp  die  Brennweite  des  übjectivs,  und  ip” ~ 1 die  Brennweite  des 
letzten  Oculars  bezeichnen.  Die  Vereinigungsweiten  ergehen  sich 
jetzt  durch  die  folgenden  Gleichungen 


(l  ~~~ 

/ -V- 

• q y 

«'  - v # 

tt  ' 

J'  — 

• <f" 

U a"  - 7* 

u = 

4a  » 

.7  — (( , 

0’”'  <f  '" 

1 

etc.  etc. 

aus  welchen  schliesslich  n"~'  = <p"  ~ 1 hervorgehen  muss. 


57. 

In  Bezug  auf  das  Fernrohr  lassen  sich  noch  andere  Ausdrücke 
für  die  Vergrüsserung  ableiten.  Seien  wie  oben  t der  Winkel,  den 
die  einfallenden,  und  t"  der  Winkel,  den  die  ausfahrenden  Licht- 
st ralilen  mit  der  Abscissenachse  machen,  dann  nähert  sich  bei  fort- 
während wachsenden  >t"  und  it  das  Verhttltniss  tf  : dem  Verhitll- 
niss  t"  : t unbeschrankt . und  wird  diesem  gleich,  wenn  und  /, 
unendlich  gross  werden.  Die  Vergrüsserung  eines  Fernrohrs  hat 
daher  auch  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  t“  : t zum 
Ausdruck. 

Da  nun  zufolge  des  Art.  kfi  und  der  ersten  Gleichung  52 
im  Fernrohr  js(  _ su  (|j,.  zweite  Gleichung  V.) 

sogleich 


und  folglich  ist  //"*’  ein  Ausdruck  für  die  Vergrüsserung  des  Fern- 
rohrs. Da  die  50  im  gegenwärtigen  Falle 
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C®* _ a l)v'  | 

gieht,  so  ist  auch  ein  Ausdruck  für  diese  Vergrösserung. 

Um  noch  andere  Ausdrücke  zu  erhalten  nehmen  wir  zuerst  an, 
dass  das  Fernrohr  aus  zwei  Linsen  besiehe,  oder  dass  fi  — t sei. 
Dann  wird  wie  im  Art.  54 

// ■ i — 4 

Da  aber  die  Gesaiumlbrennweite  des  Fernrohrs  oder  </>  = <x>  ist,  so 
wird  J = <p  ■+•  >f  i womit 


erhalten  wird.  Also  wenn  tp  dem  Ohjecliv  angchört.  ist  das  immer 
absolut  anzunehmende  Verhitllniss 

f '■  <p‘ 

ein  Ausdruck  für  die  Vergrösserung  des  aus  zwei  Linsen  bestehen- 
den Fernrohrs.  Dieser  längst  bekannte  Ausdruck  ist  ein  specieller 
Fall  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrucks. 

Es  soll  jetzt  das  Fernrohr  aus  drei  Linsen  bestehen,  oder  /i  — 3 
sein.  Da  nun  u = <p , a — tp",  und 

1 = , J = tp  + a , f = »'  + »' 

sind,  so  wird  zuerst 


und  zufolge  des  Art.  49,  und  da  i/”  = — -J'  ist, 

- vr  = ./' + — -+-  -T 

n a a a 

und 

ir  = + i'l 

«'  07  « a 

oder 

fy‘  _ »«' 

wo  die  rechte  Seile  wieder  ein  specieller  Werth  des  allgemeinen 
Ausdrucks  des  vor.  Art.  für  das  Fernrohr  ist. 

.Man  erkennt  leicht,  dass  identisch 


•i“  v V.«  « / v v vf 
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ist,  welche  Gleichung  durch  Zuziehung  der  vorhergehenden 
V«'  V ff' 

jjieht.  wenn  0 die  Gesaminlbrennweite  der  ersten  und  zweiten 
Linse  bezeichnet.  Es  wird  also 


Ifleutisrh  ist  auch 
«' 

7'V 

die  in 


'/  \°  “ / 7 7 7 7 

_i  _ i -+-  = _ L 

7 7"  7'7  7',, 


überyehl,  wenn  0'  die  Gesaminlbrennweite  der  zweiten  und  dritten 
Linse  bezeichnet.  Hiemit  wird 


Für  die  Y'ergrösserung  des  aus  drei  Linsen  bestehenden  Fernrohrs 
haben  wir  also  die  zwei  Ausdrücke 

0 : tp"  und  <p  : <ß'n 

erhalten,  die  alle  Combinationen  der  Brennweiten  zu  zwei  Gruppen 
erschöpfen,  die  möglich  sind  ohne  die  Reihenfolge  der  drei  Linsen 
zu  unterbrechen.  Die  Fortsetzung  dieser  Entwickelungen  muss  ein 
analoges  Resultat  geben.  Bezeichnen  wir  daher  irgend  eine  be- 
stimmte Gesaminlbrennweite  dadurch,  dass  wir  dem  Buchstaben  0 
die  Anzahl  der  Accente  anhUngen , die  sowohl  der  ersten  wie  der 
letzten  dazu  concurrirendeu  Linse  angehören , das  ist  mit  <//  oder 
'/’) . dann  bekommt  mau  allgemein  für  die  Vergrösserung  eines  aus 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Linsen  bestehenden  Fernrohrs  den 
Ausdruck 

.11  »fl  + 

‘ » • *>  - 1 

wofür  man  auch  schreiben  könnte, 

da  die  p und  iy  liier  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen , und 
nur  darauf  zu  achten  ist,  dass  der  Accent  0 (d.  i.  keine  Accente) 
dem  Objecliv  angehöre. 
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Für  ein  terrestrisches  Fernrohr  z.  B. , welches  aus  fünf  Linsen 
Besteht,  erhall  man  die  folgenden  vier  Ausdrücke  der  VergrOsserung 
•fr'  : w"  ; <fr'  : (fr"  ; (fr  .</>“  ; ir  : (fr 

58. 

Wenden  wir  uns  zu  den  im  Art.  i6  eingeführten  Punkten  J 
und  J , die  ausschliesslich  einem  System  von  brechenden  Oberflächen 
angehören,  in  welchem  A5*1-1  = 0 ist.  Gehen  wir  zu  einem  Linsen- 
system uber,  so  kommen  wir  wieder,  da  zufolge  der  Gleichungen 
52}  immer 

j:» -3  _ (*-•!•  - 1 

also  hier  l?'"1  — 0 ist.  auf  ein  beliebiges  Fernrohr,  und  die  Glei- 
chungen für  J,  uud  J werden,  nachdem  « = I und  n‘  = I gesetzt 
worden  sind. 

./ 

J—q  —BT-'Br-* 

Um  diese  A und  ß Goeflicienlen  durch  die  C und  ßCoeflicien- 
ten  auszudrucken,  dienen  vor  Allem  die  Gleichungen  52,.  welche 
im  jetzigen  Falle 

57) i-""-3  = tr~* , ir = tr  * 

geben,  aber  der  Ausdruck  für  , welcher  im  allgemeinen  Falle 

durch  die  33  gefunden  werden  kann,  lüsst  sich  jetzt,  wegen 
Aä“_J  = ü.  nicht  aus  dieser  ableiten,  wir  liekommen  ihn  aber  durch 
die  Zuziehung  der  ersten  Gleichungen  38  und  51  . Diese  geben 
jetzt,  da  ist. 

f-q-'i  - ' + S-1)  A*— 

f —c;-1  i)»'-1  = ir~'  + t—r  vr~* 

aus  deren  Unterschiede,  wegen  der  57,,  ; und  «'*  verschwinden. 
Man  bekommt  hierauf  sogleich 

KT~*  — ZT-’h-  q — e (TJ‘~3  ■+■  V‘ ZT" 5 

uud  es  werden  daher,  wenn  ausserdem  die  Gleichung 

tfr--  = i 

liertlcksichtigt  wird, 

I j = e"  ~ 1 + <r — ir  -*  •+■  q— e)  ,/r-1  * 

"H  ' \ j = c -ir--ir-*+  c--\  zr-y 
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wodurch  J mul  J berechnet  werden  können,  wenn  die  beireffenden 
und  /JGoeflicientcn  gegeben  sind.  Man  kann  bemerken,  dass  der 
orslp  Ausdruck  öS  aus  dem  ersten  51  entstellt,  wenn  darin  £ = </ 
und  r~-  = 0 gesetzt  wird.  Klienso  entstellt  der  zweite  Ausdruck 
5S  aus  jenem,  wenn  man  = qm~l.  = 0 setzt,  und  die 

(ik'ichnng  in  bezug  auf  ; auflöst. 


Man  kann  jedoch  die  Werthe  von  ./  und  ./  erhalten  ohne  die 
<■'  und  0 Coeftii'ienten  zu  benutzen.  Da  zufolge  des  Art.  Ki  ./  die 
Alisc isse  des  Hildes  eines  Gegenstandes  ist,  dessen  Abseisse  (/  ist. 
<0  hehommt  man  J4  durch  die  allgemeinen  Gleichungen  '56) , nach- 
dem darin  </  statt  * substituirt  worden  ist.  Rechnet  man  daher 


11  =se  — n 
11  = ./ — u 


d = -Ä. 

o-V 


etc.  bis 


aft  *“ i 1/^“' 
nfl  - • - - > 


so  wird 


Ra  ferner  ./  die  Abseisse  des  Hildes  eines  (iegenslandes  ist,  dessen 
Abseisse  ({' ~ 1 ist,  und  hiebei  die  Lichtstrahlen  in  entgegengesetzter 
Hiclitiing  fortschreiteiMl  gedacht  werden,  so  bekommt  man  den  Werth 
von  J durch  eint'  der  vorstehend  beschriebenen  entgegengesetzt  aus- 
gefuhrte  Rechnung.  Schreibt  man,  um  Verwechselungen  zu  vermei- 
den. f~'  stall  n,  r“~'  statt  x.  j'"1  statt  ii\  rr~i  stall  «,  u.  s.  w. 
und  rechnet  durch  die  folgenden  Ausdrücke 


H — | »1*  — | /<  — | li  — I 

7 = 7 — c , r 


r ’-r  • 

y/'-lal'-l 


s~t  _ _ r jjr  1 

7 1,1  J.C -ä  _ -2 

_ ,//'-*  J'-l  J'~*  ;"~3  yi'-a 

} “ — ' > 1 — qt-i 

etc.  bis 

/ **  f - r"  . r =* 

v = ,/  - p = 

1 r — <f 
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so  bekommt  mail 

.1  = e — <• 

00. 

Die  Vergrüsserung  des  in  ./  belimlliehen  Hildes  ist  zufolge 
des  Art.  40 

- 3 

also 

Di“  - 1 

folglich  das  Entgegengesetzte  der  Vergrüsserung  des  Fei'nrohrs ; die- 
ses Bild  ist  eben  so  viele  Male  verkleinert , als  das  Fernrohr  beim 
Durchschcn  durch  das  Oeular  die  Gegenstände  vergrosserl.  Hieraus 
entspringt  ein  practisclies  Verfahren , um  die  Vergrüsserung  eines 
Fernrohrs  zu  bestimmen,  welches  lilngst  bekannt  ist. 

In  mehreren  Gattungen  von  Fernrühren  erblickt  man  vor  dem 
letzten  Oeular  eine  kleine  hellleuchtende  kreisförmige  Scheibe,  diese 
ist  das  in  ./  befindliche  Bild  des  Objectivs,  wenn  im  Fernrohr  keine 
hindernden  Blendlingen  angebracht  sind.  Da  dieses  Bild,  dem  Vor- 
hergehenden zufolge,  den  Gegenstand,  von  welchem  es  herrührt, 
hier  im  Allgemeinen  den  Durchmesser  des  Objectivs  eben  so  viele 
Mali-  verkleinert,  als  das  Fernrohr  überhaupt  die  Gegenstände  ver- 
grüssert,  so  braucht  man  nur  den  Durchmesser  des  Objectivs  sowohl 
wie  den  dieser  Scheibe  zu  messen,  und  ersleren  durch  letzteren  zu 
dividiren,  um  die  Vergrüsserung  des  Fernrohrs  zu  erhallen.  Sollte 
man  im  Innern  des  Fernrohrs  hindernde  Blendungen  befurchten , so 
braucht  man  nur  am  Objectiv  zu  diesem  Zweck  eine  Blendung  von 
angemessener  Oeffnung  anzubringen. 

Der  Punkt  ./  wird  in  der  Dioptrik  der  Ort  des  Auges  genannt. 

Im  G a I i In i sehen  Fernrohr  liegt  J im  Innern  des  Fernrohrs, 
wird  daher  nicht  reel,  und  kann  nicht  unmittelbar  zur  Bestimmung 
der  Vergrüsserung  eines  solchen  Fernrohrs  benutzt  werden,  jedoch 
hat  man  Mittel  gefunden,  um  ihn  auch  hier  dazu  benutzen  zu  können. 

Das  im  Punkt  ./,  den  man  den  Gegenpunkl  nennen  kann,  be- 
lindliche  Bild,  ist  das  des  letzten  Oculars,  wenn  keine  Hindernisse 
im  Innern  des  Fernrohrs  vorhanden  sind,  und  der  Durchmesser  des 
letzten  Oculars  erscheint  in  demselben  unter  derselben  Vergrnsse- 
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rung,  die  überhaupt  das  Fernrohr  gewahrt.  Dieser  Gegenpunkt  liegt 
gemeiniglich,  wenn  er  reel  ist,  in  sehr  grosser  Entfernung  vom  Ob- 
jet'liv,  und  scheint  keiner  praelisehen  Benutzung  zugänglich-  zu  sein. 

öl. 

Es  soll  noch,  zur  Ergänzung  dieser  Theorie,  die  Frage  erörtert 
werden , wie  gross  die  OefTnungen  der  verschiedenen  l.insen  sein 
müssen , damit  ein  gegebener  Lichtstrahl  durch  sie  hindurch  gehen 
könnt*.  Berechnet  man  den  Weg  des  Lichtstrahls  nach  einer  der 
strengen  Vorfahrungsarten  des  § 1 , so  kann  man , wie  dort  erklärt 
worden  ist,  ftlr  jede,  vorhandene  brechende  Oberfläche  die  Werthe 
der  A,  A",  A'",  etc.  strenge  berechnen,  die  die  halben  erforderlichen 
Oeffnungen  bedeuten. 

Aber  es  wird  wohl  nie  das  Bedtlrfniss  eintreten,  diese  Oeff- 
nungen mit  grösster  Genauigkeit  kennen  zu  lernen,  sondern  es  wird 
immer  ein  Weniges  davon  vergeben  werden  dürfen,  und  infolgt1 
dessen  kann  man  sie  durch  die  den  centralen  Lichtstrahlen  zukom- 
menden Kelationen  stets  mit  ausreichender  Genauigkeit  erhalten,  zu- 
mal diese  Oeffnungen , um  zu  grosse  Einfallswinkel  zu  vermeiden, 
in  der  Anwendung  nur  kleine  Bruchtheile  der  Krümmungshalbmesser 
sein  dürfen. 

Berechnet  man  den  Weg  der  centralen  Lichtstrahlen  durch  das 
Verfahren  des  Art.  .17,  so  liekomnU  man  zugleich  die  Werthe  der 
A',  A”,  etc.  für  jede  vorhandene  brechende  Oberfläche,  wenn  für  y 
und  A die  betreffenden  Werthe  des  zu  betrachtenden  einfallenden 
Lichtstrahls  suhstituirt  werden,  und  A erforderlichen  Falles  die  halbe 
Oeffnung  der  ersten  brechenden  Oberfläche  bedeuten  darf.  Ist  das 
gegebene  System  brechender  Oberflächen  ein  System  von  Linsen,  die 
in  Bezug  auf  ihre  Krümmungshalbmesser  nur  eine  geringe  Dicke  be- 
sitzen, so  werden  bis  auf  sehr  Weniges,  A'  = A,  li"  = k",  etc.  sein, 
und  man  braucht  entweder  nur  die  mit  graden,  oder  die  mit  un- 
graden  Indices  versehenen  A zu  berechnen. 

Wenn  man  im  Falle  des  Linsensystems  sich  des  Verfahrens  des 
Art.  4SI  bedient,  um  den  Weg  des  Lichtstrahls  zu  berechnen,  so 
bekommt  man  nicht  unmittelbar  die  A',  A",  etc.,  sondern  statt  dieser 
die  /'.  T,  r,  etc.  Diese  letzteren  sind  aber  in  den  meisten  Fällen 
so  wenig  von  jenen  verschieden,  dass  sie  für  die  halben  Oeffnungen 
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der  Linsen  angesehen  werden  können.  Denn  da  die  k\  k“,  k",  etc. 
sich  auf  die  Oberflächen  der  einzelnen  Linsen,  wahrend  die  f,  /',  I". 
eie.  sich  auf  die  Hau|il|iunkle  derselben  beziehen,  und  gemeiniglich 
die  Hauptpunkte,  einer  einzelnen  Linse  innerhalb  derselben , oder 
wenigstens  nicht  ausserhalb,  liegen,  so  werden  I nahe  gleich  k oder 
li,  ( nahe  gleich  k"  oder  , u.  s.  w . sein.  15s  giebl  jedoch  Aus- 
nahmepalk*  hievon,  und  diese  treten  ein.  wenn  sieh  im  Linsensystem 
Menisken  befinden,  deren  Krümmungshalbmesser  bedeutend  kleiner 
als  deren  Brennweiten  sind.  In  diesen  Fallen  können  die  Haupt- 
punkte weit  von  der  Linse  entfernt  liegen,  und  es  kann  daher  der 
Werth  des  lietrelFenden  / von  den  Werthon  der  dazu  gehörigen  bei- 
den I;  sehr  verschieden  sein.  Um  diese  Falle  in  die  allgemeinen 
(Beichlingen  einzuschliessen , müssen  die  Unterschiede  zwischen  den 
I und  den  k berücksichtigt  werden. 


62. 

Die  Gleichungen  V.'i  und  i<>  gelten  allgemein  für  ein  System 
brechender  OlierflUehcn 


A = k 


i 

i 


A = k“-' 


und  daher  für  ein  Linsensv stein  vermöge  der 

/iäs-a_  i 


A = k 


..  C**-»-l  - 

**  ~ ' _ " ' pjn  — J * 


•U  — I ft  — ly  M 

</  — p y 


Wenden  wir  diese  Gleichungen  auf  die  erste  Linse  an,  so  gehl  A in 
I über  und  es  muss  ft  = I gesetzt  werden.  Da  nun  D = = I 

sind,  so  ergiebl  sich 

/ = /;-+-  i/ — ff  = k -+-  i q — r t 

und  für  die  einzelnen  folgenden  Linsen  bekommen  wir 

l‘  = fc";-t-  q"  — e)  t = r -I-  q"—  ej  t" 

I = k ■+■  q — e t = k q — e 1 1 

elc.  etc. 

Worauf  die  Gleichungen  VH 
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k = } D ■+•  (e  — </ ) I)  }#  -4-  j -+-  r — q")  Cj  / 

F :=  ) //'-+-  («" — </’)  />"'f  -t-  [e  —q  (.'"j  I 

k“  = »/>  -+-  (V" — </')  /)'“( f jL"  -f-  («'" — tf")C"  [I 
etc.  elc.  bis 

ku‘~‘  = { /r-s  -i-  //-■-' (a 

+ + (f-1— 

und  . . 59; 

k‘  = ;c  — q)  * + 1 1 -l-  (e  — y ) C } / 

T=  {/>'  + «-,”)/>>  + jr  + ie;-f)C"ii 
k = J I)  ' -4-  -4-  JL'"'  -4-  I 

elc.  elc.  bis 

**■-'  = jzr-»  -4-  {e;-,—qv‘-")ir-i\t 

+ \(r'-'+  I 

geben.  In  diesen  Ausdrücken  werden  nur  in  den  oben  angeführten 
besonderen  Füllen  die  /.weiten  Glieder  der  Coellicienlen  merkliche 
Werlhe  Italien,  und  man  wird  in  allen  Füllen  k'  = k , k"'  — k", 
k"  = k"'  elc.  bis  kv'  ~ ' = F“ ~ 1 annchnien  dürfen. 

Man  hat  frülicr  in  der  Dioplrik  die  Oelfnungsmaasse  der  Linsen 
in  zwei  Tlieile  zerlegt  eingefuhrt,  die  mit  t mulliplicirten  Glieder 
der  Gleichungen  (48)  oder  (59)  die  OelTnungcn  wegen  des  Gesichts- 
feldes, und  die  mit  l mulliplicirten  die  OelTnungcn  wegen  Helligkeit 
genannt.  Man  hat  hinzugefügt,  dass  nicht  nur  von  diesen  beiden 
Gattungen  von  OelTnungsmaassen  die  algebraische  Summe  genommen 
werden  müsse,  sondern  dass  in  den  Anwendungen  die  Oeflnungen 
noch  etwas  grösser  gemacht  werden  müssten,  damit  der  ganze 
Strahlenkegel,  dem  der  besonders  betrachtete  Lichtstrahl  als  Haupt- 
strahl angehört,  durch  die  Linsen  hindurch  gehen  könne. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  gelten  in  allen  Füllen  die  voll- 
ständigen halben  OelTnungcn,  oder  die  vollständigen  Oeffnungsmaasse. 

ti3. 

Die  in  den  Gleichungen  des  vor.  Art.  vorkommenden  C und 
I) Goofficienten  können  durch  die  Vereinigungsweiten  n‘,  <i",  u ",  etc. 
und  «,  ic.  etc.  der  Lichtstrahlen  vor  und  nach  den  einzel- 

nen Linsen  ausgedrückt  werden.  Aus  dem  Art.  40  u.  f.  folgt  ohne 

Weiteres,  dass  ('.  — ist,  da  aber 

v 

AMiamll  «I.  H.  8.  Owllsrh.  «I.  Wiwnwh.  XV.  | q 
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und  n in  den  folgenden  Ausdrücken  gar  nirlil  Vorkommen  kann,  so 
können  wir  diese  Linie  hier  willkuhrlich  annelimen.  Selzen  wir 


daher  a = oo,  so  wird  re  = tp,  und  C = - , welcher  Ausdruck 
angewandt  werden  soll,  weil  er  allen  Ausdrücken  grossere  Gleich- 
förmigkeit verleiht.  Aus  den  Gleichungen  (]'  = (r — <•')  -f-  I und 

« •+■  a = r — c der  Artt  4-5)  und  53  folgt  sogleich  (•  = . Da 

ferner 

C = - \ a'- \ 1 = i,  + I 

9 « o if  a n 


sind . so  bekommt  man  sogleich  C — — . , und  da  man  diese 

Entwickelungen  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will,  so  ergeben  sich 


Cr  = 

etc 


Rf* 

a'a" 

ita'a" 


C 

ir 

c 


a’a 

««' 


a a a 
trtt'n" 

etc. 


in  Betreff  der  I)  Coefficionten  gieht  der  Art.  49  zuerst  If  = 

— ./  und  If  — — ~ ■+■  I , oder  da  / = re  - h a ist,  / )"  — 

R fl 

— Da  ferner 

o'  a 


If"  — — (c  ’ — e”'  ( •+-  — .-/  , und  e"  — c ' = «'  -+-  a" 

sind,  so  bekommt  man  leicht  If"  = /“,  -+■  ./' ", . und  wenn  diese 

ff'  a 

Entwickelungen  fortgesetzt  werden, 


oder  wenn  man  diese  von  den  vorhergehenden  abhitngig  machen 
will. 
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ir  = - / 

ß'  ..  ,r 

I)  = ,fl  — , 

jy  ß"'  •«  <f" 

r>  = - 

n = — ~ «r , 


lf  = ~ 


\r  = £ + -! 


Die  Vereinigungswoiten  sind  liier  durch  die  Gleichungen 


n = — oo 


u = (fi 


a = //  — « 
ß"  = z/'  — «' 


«'"  = — <c" 


zu  berechnen. 

64. 

Die  obigen  Ausdrücke  können  durch  die  Einführung  der  ver- 
schiedenen Brennweiten  auf  andere  Formen  gebracht  werden.  Seien 
wie  vorher  die  Brennweiten  der  einzelnen  Linsen  der  Reihe  nach 
y,  y',  >f",  ‘etc. . die  Gesammtbrennweiten  der  ersten  und  zweiten 
Linse  </>“  . die  der  drei  ersten  Linsen  </'"  . die  der  vier  ersten  </'" 

t 7 « #r* 

u.  S.  w.,  so  geben  die  obigen  Entwickelungen  schon 

C = ’ 

v 

r"  _ 1 


und  aus  ilen  vorstehenden  ergiebt  sich  daher  sogleich 


C = - “ 

<r  = - 7“, 


<r=  - 1 
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Die  Ausdrücke  derjenigen  /)  GoelTieienten , deren  Indiens  un- 
grade Zahlen  sind,  liringl  man  leicht  auf  die  folgende  Form 
//  = — (<f>  + a) 


ü-=-^a-  (0»,  + a") 

U = — (0*  + a ") 

• ■ //  I 'r  ^ " •*  I)'  i r o 

l)  = 77;  d ;,-fl ,ö  </> 

*/  y ' *>* 

etc. 


a“) 


Die  D CoelTicienlen , deren  Indiens  grade  Zahlen  sind,  können 
zu  Funeiionen  der  verschiedenen  Brennweiten  gemacht  werden.  Man 
findet  leicht  die  folgenden  einfachen  Ausdrücke, 


etc. 

Iliemit  ist  zugleich,  die  Berechnung  dieser  0 von  der  jener  ganz 
unabhilngig  gemacht  worden. 

Jene  D Coefficienten  werden  auch  zu  hlosen  F'unctionen  der 
verschiedenen  Brennweiten,  wenn  man  sie  auf  ein  Fernrohr  an- 
wendet. Die  obigen  Gleichungen  werden  für  zwei  Linsen,  da  als- 
dann a = (f 


iy 

<r‘ 


+ 1 = 0 


für  drei  Linsen,  da  alsdann  a"  = t p" 

K + ? + 3 + I = 0 

•I  <f  V 

für  vier  Linsen,  da  alsdann  d"  — tf>"' 


g +1=0 


I)‘  IY"  t IY  , •!», 

v”'  ■*"  >r  + <1-  <f  " 

für  fünf  Linsen,  da  alsdann  it"  = ip 

ir'  w ir  iy 

v"  </'”  <i"  v’  '/" 


= 0 
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65. 

Die  vorhergehenden  Ausdrücke  gelten  Anlass  zu  neuen  Formen, 
wenn  die  Vereinigungsweilen  auf  ausgcdelmlere  Weise  benutzt  wer- 
den. Seien  von  den  (60)  ausgehend 


a — — oo, 

« = .'/  — « , 
fl”  = . /’  — , 

ii  — 


« = <p 

r o’o ' 

u — , , 

«V 

a"— i/" 
« = •■>,>  „ 
etc.  bis 


6'*“1 

/)**-* 


etc.  bis 


= r-'-f 


//*-  3 jt‘-2 

7 <T 


<1 „f 


etc.  bis 


ri=  <rx 

e — 

P ftf«  — 3_v/»— .1 

_ ftf-y-« 

r — 


btf 

— b^r,, 


f/-’ 

= 

= — oo, 

d 

i 

— 

V 

a" 

— z/'  — 

u’ 

i 

= 

« ,r 

i 

i'1  '/ 

= > — re  # , 

in 

u 

1 

— 

n’",  v."' 

elc. 

bis 

1 

■= 

1 

i 

a>-i-v/‘ -i 

n ” 

m 

= — <», 

n 

U 

u 

= 

n 

V 

d’ 

u 

= , 
fl 

d 

r'" 
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= oo. 

A"“1  = 

= _ ß*-\ 

_ bf 

P>  /,/*-  »- ,f  f*  “ 

— J*~x  — • 

_ V*“ V‘_ 
e.  — 

etc. 

bis 

= •/  - A' , 

A - 6,~(, 

a >'  -ä 
' Pu  > 


ß;-’  = </-■' 

*„-4_ 

Pu  h,,!' 


b*~*  = oo. 

b>-,  _ r-x 

cic.  bis 

b =,/-?•,  ß = yr 

u.  s.  \v.  liis  inan  auf  die  beiden  letzten  und  bez.  die  beiden  ersten 
Linsen,  für  sielt  allein,  kommt.  Die  letzte  Abtheilung  wird  daher 
sein,  für  die  « und  n 


i 

" . — 

/i-t 


OO, 


A*-l  ,A*-2  4*  2 

.,==./  — « 

/*-2  ^-2 


* 2 “i 

« , = W 

M-l  r 

M-l  A*“  1 

V?7 


V." 


und  für  die  b und  ß 

li  , = co , 

e-s 

*44-, 


v-‘i 


-7 


A„_,  = v 

ft  — 

A— » 


Durch  Hülfe  dieser  Vereinigungsweiten  kann  inan  alle  verschie- 
denen Gesaiuintbrennweitcn . die  Haupt-  und  die  Brennpunkte,  so 
wie  die  I)  CoelTicicnten  auf  sehr  einfache  Weise  ausdrücken.  Die 
C Coelficienten  sind  schon  im  vor.  Art.  durch  möglichst  einfache 
Ausdrücke  erhallen  worden. 


tili. 


Man  erhiilt  sogleich  für  die  Gcsamnilbrcnnwcilcn  die  folgenden 
doppelten  Ausdrücke, 


0°  = -<pZ  = - *'£=!■ 

0»  — _ 0»"”  — _ i/)' 

" '<•  " t>„  _ 3 

0«  = — 0»  — 0' 

«i  "a  ' o«-4 

(p°  = — (p"  = — 0 

« 5 

de. 
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= 

</>'  = 


~ t'i"  = 


<F  -V  = 
*»  0," 

etc. 


nß'fi-  J 
(f  T 

_ 0" 


— 0' 


1/  fi  fl  — ö 


» 6\ 


0' 


0" 


etc. 


4 

4 

5 

6 


0" 


etc. 


r„-s 

*V» 


etc. 


Bezeichnet  man  die  Brenn-  und  die  Hauptpunkte  auf  dieselbe 
Weise,  und  zwar  die  ersten  mit  Ff  und  Er1,  und  die  zweiten  mit 
F'p  und  F*,,  wo  immer  p < q anzusetzen  ist,  so  ergeben  sich 
sogleich 


Fi}  = c\  -+-  u 
F"„  = e",  -+- 
F"’,  = 

/V*  #1'  . o 

o = fr  # + « 
etc. 


r„  = 

F'\  = 

c",  -+■ 

F'„,  = e-fu-i 

F",  = 

c",  -+-  «" 

F = c‘  — ft' 

n * fl  — o 

Fr,  = 

•r  . »v 

e r + « ( 

etc. 

etc. 

F".  = 

m . nt 

c + « . 

F"  = 
* 

» . »•” 

etc. 

etc. 

r.  = 

F\  = 

c ,+  «„ 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 
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Die  Hauptpunkte  bekoninil  man  hierauf  tlurrli  «In*  allgemeinen  Glei- 
chungen 

Kr  — p _i_  <[>r  h'i  — ft  — (/tr 

Alle  diese  Gleichungen  folgen  aus  dem  Vorhergehenden  durch  so 
einfache  Betrachtungen,  dass  es  wohl  nicht  nüthig  sein  wird  diese 
anzu  führen. 


(»7. 

lim  für  die  /JGoelTicienlen . deren  Index  eine  grade  Zahl  ist. 
einfache  Ausdrücke  zu  erhalten,  mache  ich  auf  die  allgemeine  Glei- 
chung 

F = e — %LI1 

des  Art.  50  aufmerksam,  welche  sogleich  nach  Kinftlhrting  der  spa- 
ter gewählten  Bezeichnung  der  verschiedenen  /■’  und  c , so  wie  der 
Ausdrücke  des  Art.  (H  für  die  C CocITicienlcn, 


I) 

ir 
ir 
ir  = 


«#», 

*»7 

Pp—* 

+0“ 

+",7 


etc. 

gielit.  Um  auch  für  die  /I  ('.oelficicnlen  mit  ungradein  Index  neue 
Ausdrücke  zu  erhalten,  wende  ich  mich  an  die  zweite  Gleichung  (50  . 
welche  allgemein 


tiv1  ~ i -«C^-1  — 1 

— CSS-J 


gielit.  Hieraus  folgen 


n = — 

j 

n = — 

Ci;’  + 

r/'0 

ir  = - 

\ + 

/t  = — 

(*'t ' + 

*■-) 

etc. 
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Bei  der  Anwendung  auf  ein  Fernrohr  tritt  eine  Abkürzung  ein. 
Man  findet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

$F~l  = a»-' , t"-’  = p-*-  = a"-1,  eic. 

werden,  und  also  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  brauchen. 
Ferner  sind  in  diesem  Falle  verschiedene  Brennpunkte,  die  im  All- 
gemeinen von  einander  verschieden  sind,  identisch.  Es  werden 


= /.'  F\-<  = = n,  = f“«. 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  immer 


etc. 


/«-t 


rl  = *rs 


die  letzte  dieser  Gleichungen  ist.  Es  wird  ferner  von  den  obigen 
Ausdrücken,  die  D\  I )",  etc.  geben,  derjenige  für  [)v'~t  uuheslimnil, 
aber  da  jetzt 

jrm-t  1 

1 — C“*-a 

ist , so  bekommt  man 

j 


o'*-1  .,  • 

womit  Alles  bestimmt  wird.  Wenn  man  ohnehin  die  C und  /JCoef- 
ticientcn  berechnet,  so  kann  man  auch  den  Ort  des  Auges  und 
dessen  Gegenpunkl  unmittelbar  durch  die  (58)  berechnen. 


§ 3. 

Berechnung  einiger  Beispiele  der  Anwendung  der  im 
Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke. 

(58. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Aus- 
drücke zu  zeigen,  werde  ich  zuerst  den  Gang  der  Lichtstrahlen 
durch  ein  bekanntes  Objectiv  berechnen,  welches  zu  den  besten  der 
vorhandenen  Objectivc  gehört.  Ich  wühle  dazu  das  Objectiv  des 
Königsberger  Heliometers,  dessen  Dimensionen  Bessel  in  Schu- 
machers Astr.  Nachr.  B.  XVIII  Sp.  10(5  veröffentlicht  hat.  In  den 
hier  gewühlten  Bezeichnungen  sind  für  dieses  Objectiv 
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r = -f-  838LI 64 
r = — 333.768  d = 6L0 

r'  = — 340.536  <[  = 0 

r"=—  1172.508  <f  = 4.0 
Das  Brechungsvcrhültniss  der  ersten  (Kronglas-j  Linse  ist 

= 1.329130 

und  das  iler  zweiten  (Flintglas-)  Linse 

= 1.6391 21 

angegeben,  und  es  müssen  diese  als  die  Brcchungsverhüllnisse  der 
mittleren  Strahlen  angesehen  werden,  da  ausserdem  nur  das  Zer- 
streuungsverhttltniss 

dn:  dri  es  I : 2.023 

angegeben  ist. 


69. 


Da  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  den  Gang  bestimmter  Licht- 
strahlen geben,  so  müssen  wir  aus  den  vorstehenden  Angaben  die 
Ki  'echungsverhüllnisse  für  zwei  liestimmte  Gattungen  von  Lichtstrah- 
len berechnen.  Setzt  man  für  die  Kronglaslinse  das  Brechungsver- 
httltniss 

= 1.518700 

und  in  Folge  des  angeführten  Zerstreuungsverhällnisses  für  die  Flinl- 
glaslinsc  dasselbe 

= 1.618000 


so  werden,  wie  aus  einer  Vergleichung  mit  anderen,  aus  demselben 
Münchener  Institut,  in  welchem  dieses  Objectiv  verfertigt  worden 
ist,  hervorgegangenen,  bekannten  Glasarten  sich  zu  erkennen  giebt, 
diese  Brechungsverhilltnisse  einem  Punkt  in  dem  hellsten  Theile  der 
rothen  Strahlen  entsprechen.  Für  die  violetten  Lichtstrahlen  wird 
man  hierauf,  in  Folge  der  oben  angegebenen  mittleren  Brcchungs- 
verhältnisse 


erhall*ui. 


1 .539360 
und  1.660242 
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70. 

Die  im  Vorhergehenden  verlangten  Data  werden  nun,  zufolge 
des  Art.  2,  und  wenn  man  die  willktihrliche  Abscissc  q = 0 setzt, 
p = -h  838.164  7=0 

p = — 327.768  q — 6.0 

p'  = — 334.536  q"  = 6.0 

p"  = — 1162.508  q"  =10.0 

und  wenn  man  die  rothen  Strahlen  betrachtet,  für  die  erste  Linse 
Ar  = 1.518700 

und  Ulr  die  zweite 

N'  = 1.618000 

Für  die  violetten  Strahlen  hingegen,  und  fUr  die  erste  Linse  wird 
N = 1.539560 

für  die  zweite  hingegen 

N’  — 1.660242 

71. 

Untersuchen  wir  zuerst  den  Gang  der  rothen  Lichtstrahlen,  die 
in  der  Nahe  der  Abscisscnachse  einfallen;  der  rothen  centralen 
Strahlen,  wie  ich  mich  ausdrticken  werde. 

Durch  die  Ausdrücke  des  Art.  52  ergehen  sich  die  Substituten 
der  Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  und  der  Linsendicke, 
in  Bezug  auf  die  erste  Linse 

= + 1645.896 
(/f  = + 643.470 
d = -+-  3.95 1 

Hiemit  die  Brennweite 

ip  = 461.014 

Die  Hauptpunkte 

e = -f-  2,83 1 
e = -+•  4.873 

und  die  Brennpunkte 

/ = — 458.183 
/;  = + 465.887 
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welche  letztere  Übrigens  hier  nicht  gebraucht  werden.  Für  die 
zweite  l.inse  be"kommt  luun  eben  so 

(/  — — 551.030 
(/=  -+-  1897.265 
A'  = 2.472 

ip  — — 778.000 
e = -+-  4.986 

e’  = -+-  6.510 

/"  = -+-  782.986 
— 771.490 

Oie  Ausdrücke  ries  Art.  54  geben  hierauf 

J=  + 0.113 

0 = + 1 131.095 
E = 2.667 

E = 6.233 

F — — 1 128.428 
F = + 1137.328 

Dieser  Werth  von  F ist  die  Abscissc,  unter  welcher  der  ausfahrende 
Strahl  die  Abscissenachse  schneidet,  also  werden 
f = -+-  1 1 37L328  , tf  = 0 

die  Coordinaten  des  Bildes  eines  Gegenstandes,  welcher  in  der  Ab- 
scissenachse in  unendlich  grosser  Entfernung  auf  der  Seile  der 
ersten  Linse  liegt.  Wenn  dieser  Gegenstand  nicht  in  der  Abscissen- 
uchse  liegt,  sondern  vor  der  ersten  Brechung  die  Gesichtslinie  nach 
demselben  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  * macht,  so  hat  zwar 
i"  denselben  Werth  wie  oben,  aber  die  Ordinale  wird 

It  w 

1]  — — t<p 

zufolge  des  Art.  51.  Ist  daher  z.  B.  t—  16',  so  wird  der  ent- 
sprechende Werth  der  Ordinale  des  Bildes 

tj"  = — 5L2644 

72. 

Nehmen  wir  jetzt  die  violetten  Strahlen  vor,  so  erhalten  wir 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorher,  für  die  erste  Linse 
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p = -4-  1553.421 

(),=  -*-  öl  8.591 

ä = 3.897 

<f  = + 443.21 1 

e — 2.792 

e = 4.888 

# 

f=  — 440.419 
f — + 448.099 

fllr  die  zweite  Linse 

(j  = — 515.775 
(/  = + 1 775.870 
Ü = 2.409 

= — 728.282 
e = 5.012 

e'  = 0.598 

/“  = 733.294 

721.084 

und  filr  beide  Linsen  im  Ganzen 

./  = + 0.124 

</>  = + 1 131.795 
E — 2.599 

E=  0.281 
F = — 1 129.190 
F = + 11 38.070 


also  werden  jetzt  filr  Strahlen,  die  parallel  mit  der  Abscissenachse 
entfallen 


{"  = + 11 38L07ö  , »/'  = 0 


so  wie  für  Strahlen,  die  unter  einem  Winkel  von  10’  einfallen,  f wie 
vorher,  alter 

»/'  = — 5l2G76 


73. 

Zur  Berechnung  der  Vereinigungsweitcn  der  Bandslrahlen  ltrau- 
clien  wir  die  Grösse  der  OelTnung  des  Objerlivs,  und  diese  findet 
sich  in  den  Königsberger  Beobachtungen  = 70  Linien  angegeben, 
folglich  k = 35l0.  Aus  den  im  Art.  70  angegeltenen  Werthen  der 
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/)  mul  q erhallen  wir  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  24  oder  31  die 
in  jedem  Falle  anzuwendenden  konstanten 

log  A = 0.399885»  , log  II  = 0.543229 
log  A = 9.991281  , log  IC  = 8. 298297 
log  A = 9.463047  , log  ß"=  9.848900 
und  wenden  wir  uns  zuerst  zu  den  mit  der  Ahseissenaclise  parallel 
einrallenden  Strahlen,  und  bedienen  uns  des  Verfahrens  des  Art.  31. 
so  erhalten  wir 

« = 0 , k = 35.0 

woraus  jedenfalls 

ll  = 2n  23'  35^70  , a = -+-  0.731 

folgen.  Betrachten  wir  zuerst  die  rollten  Strahlen,  so  ergehen  sich 
die  folgenden  Werthe  der  übrigen  zu  berechnenden  Winkel  und 
Linien, 

«'  = 0"  49'  3:55  li  = — 0"  0'  39:0 
«'  = 4 22  31.6  (f  = — 5 53  25.7 

u"  = 0 2«  36.5  ll"  = — I 42  21.7 


«"  = I"  46'  23:5 
log  k'"  = 1.542915 
= 9.480 

und  die  (ileichung  des  Lichtstrahls  nach  tler  letzten  Brechung, 
nemlich 

;/  = a — x lg n"  -I-  li" 

ist  völlig  bekannt.  Nennt  man  wieder  jf”  die  Abscissc,  unter  wel- 
cher tler  jetzt  lielraehtete  Strahl  die  Ahseissenaclise  schneidet,  so 
bekommt  man 

{’’  = I I37l049 


Für  die  violetten  Strahlen  folgt  auf  dieselbe  Weise 


(( 

= 0" 

50' 

20'.' 4 4 

H 

— _ 6"  0'  38'-' 2 

(t 

= 4 

34 

1 1.0 

ll" 

= — 5 53  24.9 

= 0 

23 

1 5.5 

0'" 

= — 1 42  22.4 

und  hiemit 


u = I»  46'  17 '.'2 
log  k"  = 1 .542965 
a'"=  9.480 

t"  — 1 1 38l293 
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Die  Betrachtung  der  Lichtstrahlen,  die  zur  Abscissenachse  geneigt 
einfallen,  fuhrt  auf  weit  grossere  Mannigfaltigkeit,  aber  wir  können 
uns  hier  begnügen,  blos  diejenigen  zu  betrachten,  deren  Einfalls- 
winkel entweder  ein  Minimum,  oder  ein  Maximum  ist,  oder  mitten 
zwischen  diese  beiden  Werthe  fällt.  Die  zwei  zuerst  genannten 
Strahlen  können  wieder  durch  das  Verfahren  des  Art.  31  behandelt 
werden,  da  sic  mit  der  Abscissenachse  in  Einer  Ebene  liegen.  Im 
ersten  Falle  erhallen  wir,  wenn  wir  die  Neigung  des  einfallenden 
Strahls  zu  16'  annehmen, 

a = 0"  1 6'  0"  , k = 33.0  , 0 = 2“  23’  35’.’70 
und  liicmil  für  die  rothen  Strahlen 

«’  = 0°  39’  35"4  (i  = — 6“  0’  32"5 

u = 4 39  37.1  lf  = — 3 53  19.1 

a"  = 0 36  29.7  0'"  = — 1 42  17.1 

u = 2“  2’  21  "7 
logJT  = 1.542590 
o’"  = 9. 4SI 

y = (9.481  — x)  tgn"  -+-  34.881  I 

Die  Substitution  der  Abscisse  für  die  rothen  Parallelslrahlen,  welche 
eben  gefunden  wurde,  für  x giebt 

y = — 5L2701 

und  die  Substitution  des  Werthes  der  Ordinate  für  die  rothen  Cenlral- 
strahlen,  welcher  oben  erhalten  wurde,  giebt 

x = 1 1 36L839 

Für  die  violetten  Strahlen  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Art 

u = I“  0’  4 3" 7 0'  = — 6“  0’  .31  "7 

tt"  = 4 50  16.9  0"  = — 5 53  18.2 

tt'"  = 0 32  33.7  IT  — — I 42  1 7.9 

a = 2“  2'  15  "4 
log  k"  — 1.542047 
a"  = 9.481 

;/  = (9.481  — j lg«“  -i-  34.8857 
und  auf  diesellie  Art  wie  vorher 
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y = — 5L2752 
und  bez.  j-  = I 138.019 


f9G 


75. 

Im  zweiten  Falle,  nemlich  im  Maximum  des  Einlallsw'inkels  wird 
« = 0°  lü'  0",  fc  = — 35.0  , H — — 2"  23'  35-70 
und  hieinit  fite  die  reihen  Strahlen 


a = — 0“ 

38" 

31'.’8 

= 0“  0'  4579 

u = - 4 

7 

27.1 

H" 

= 5 53  32.5 

u " = — 0 

10 

43.0 

= 1 42  20  4 

u = — 1 • 30’  2 (>'.’() 
log  fc"  = 4.5133 1 7« 
d"  = 9.480 

i/  = ,9.480—  x)  lg«’1  — 34.9395 
und  hieraus  eben  so  wie  oben 

y = — 51,2708 
. und  bez.  x = 1137.293 

Kiir  die  violetten  Strahlen  ergiebl  sich 

« = — 0°  39'  57-2  l)  = 6“  0'  4 4" 5 

ii  = — 4 18  5.0  U = 5 53  31.1 

= — 0 13  37.0  Ii”  = I 42  20.8 

h — — I"  30'  1970 
log  fc"”  = 1.543346h 
d"  = 9.480 

;/  = 9.480  — x)  lg«"  — 34.9418 
und  in  rlmnselben  Sinne  wie  vorher 


y ==  — 5L2755 
und  bez.  3 = 11  38.593 


70. 

Im  dritten  Falle  denken  wir  uns  einen  einlallenden  Lichtstrahl, 
welcher  mit  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Fullen  betrachteten 
Lichtstrahlen  parallel  ist,  ftlr  welchem  also  a denselben  Werth  hat 
wie  vorher.  Dieser  Lichtstrahl  soll  aber  den  Kami  des  Objectivs  in 
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einem  der  beiden  Punkte  treffen,  die  90°  von  den  beiden  bisher 
betrachteten  Punkten,  welche  einander  diametral  gegenüber  stehen, 
liegen.  Es  wird  daher  auch  ö denselben  Werth  haben,  wie  vorher,  aber 
es  werden  ip — ß = + 90“  und  k — 35.0  sein,  wahrend  ß willktlhr- 
licli  angenommen  werden  kann.  Da  es  gleichgültig  ist , welchen 
dieser  beiden  Punkte  wir  annehmen,  so  sollen  jetzt 

« = 0°  16'  0",  ß — 0 , k — 35.0  , i/j  = 90“ 
sein,  worauf  wie  oben 

ö = 2»  23'  35H0 

folgt.  Wenden  wir  nun  das  zweite  allgemeine  Verfahren,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  im  Art.  24  zusammcngestellten  Gleichungen  an, 
so  erhalten  wir,  da  die  Logarithmen  der  Gonstanten  A,  A',  A". 
It . W,  //'  schon  im  Art.  73  berechnet  worden  sind, 
für  ilic  rollten  Lichtstrahlen, 


1,u  Brechung. 


I lg*  = 0.953273  , 
log  J 

s (sin*  = 9.997324  , 


a = 2"  24'  29  ro , 


,1  = 1»  35'  7”2 


2U  Brechung. 

q — 0"  1'  4f>'.’2  , r = 83»  38'  .4 4" 5 , (T—  ß + r = 161»  31'  33M 
| tgw' = 9.523915»,  tg«' = 8.164284  , lg x’  = 9.27501 4« 
10g|cosw' = 9.977017»,  cos«'  = 9.999953  , cos  % = 9.992427» 

A'  = — 6»  49’  50'.’9  , fi  = — 10»  24'  23?3  , ß'  = 77«  52'  4876 

3W  Brechung. 

q = — 0«  49'  18^7,  r — 1 69»  1 9'  59'.'7 , ß"  — ß'+  r=  1 77»  59'  1 5'.'9 
I tgw"  = 8.547021»  , tg«“  = 8.886210  , tg/  = 8.543294» 
l0g  |cos w"  = 9.999730»  , cos«  = 9,998718  , cos/  = 9.999735» 
A"  = — 10»  17'  1 0'-'l  , fi"  = — 6»  20'  10 '.'0  , ß"  = 86»  32'  4'.' 8 


4“  Brechung. 

/ = — 4»  23'  5l'-'3,  r"=  178»  0'  17V7,  ß'"  — ß‘+  r"=  161»  4'  1 5"4 
, f tgw"  = 9.535239»,  tg«”  = 7.916880  , tg/ = 9.458839» 
8 Icosw"  = 9.975853» , cos«"  = 9.999985  , cos/  = 8.982740« 
A"  = — 2»  9'  20 '.'7  , fi"  = — 3«  29'  2176  , ß"  = 69»  36'  2'.'2 

Ub.odl,  d.  K.  S.  Ceaelltrh.  d.  Wlurnch.  XV.  t | 
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Schlussrechnung. 

11=  — 0°  29'  3274  , q,"  = 90°  2'  3278  , fl"  = 81“  27'  5578 
log  \it  = 9.982741m  , sin  ö“  = 8.473806»  , sin«"  = 8.496405 
log  k“  = 1 .542922  , «"  = 9.481 
und  hiemit 


y = - 0L0259  -+-  (9l481  - x)  lg  «"  cos  fl" 
z = •+■  34.9078  ■+■  (9.481  —x)  lg«"  sin/?“ 
mit  «len  Worlhen 

log  tg«"  cos  fl"  = 7.667005 
. log  lg«"  sin/?'*  = 8.490781 

Substituirt  man  in  die  vorstehenden  Gleichungen  des  auslahnmden 
Lichtstrahls,  wie  oben,  die  Abscisse 

x = 1 1 37l049 


so  ergeben  sie 


y = — 5’ 252  4 , s = + 0L0801 


erbitlt  man 


Fllr  die  violetten  Lichtstrahlen 


1"'  Brechung. 

X und  k wie  oben  , /i  = I “ 33'  49"9 


2*’'  Brechung. 

q und  r wie  oben  , fl'  — fl  -t-  r = 161"  38'  51'' 3 
,1  tg«'  = 9.512317»,  tg«'  = 8.174747  , tg/  = 9.236697 
[cos«./  = 9.978154»  , cos«  = 9.999952  , cos  / = 9.993031 
X = — 6«  51'  675  , /«'  ass  — 10°  35'  174  , fl'  = 78"  20'  678 

3‘*  Brechung. 

q = — 0“  50’  3571 , »'  = 1 69“  45'  5176 , fl"—  fl'+  »•'  = 1 78"  5'  5370 
|0„  J tg«' = 8.522621«  , tg«' = 8.903434  , tg/ = 8.518809» 
Icosü)"  = 9.999759«  , cos«' = 9.998612  , cos / = 9.999763» 
k"  = — 10"  27  4871  , «'  = — 6"  16  4777  , fl"  = 80“  40'  872 
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4"  Brechung. 

tf=  — 4°  34'  3072,  r"  = 178"  6'  5278,  ß"'—ß“+r  = 158°  55'  2972 
( I tgftT  = 9.585891«,  lg a”  = 7.864808  , lg/'  = 9.51  6034h 
8 jcos  tu”  = 9.969931«  , eos«"  = 9.999988  , cos  / = 9.977796 » 
r = — 2“  5'  5978  , fi“  — — 3°  29'  1671 , ß~  = 67°  28'  4476 

Schlussrechnung. 

//  = — 0"  26'  3071  , y = 90“  2'  28  74  , ß‘r  = 81"  27'  2579 
log  |/,  = 9.977797«,  sin  ö"  = 8.473844«,  sin a = 8.494990 
log  r = 1 .542960  , a = 9.481 
und  hiomit 

y = — 0L0251  -+■  (9L481  — x)  tga"  cos/?'1 
i = + 34.9108  + (9.481  — x)  lg«'*  sin/?'* 
mit  den  Werthen 

log  tga"  cos/?"  = 7.667033 
log  tga”  sin/?''  = 8.490364 

Substituirl  man  in  diese  Gleichungen,  wie  oben  für  die  violetten 
Lichtstrahlen 

x = 1 1 38L293 

so  erhalt  man 

y = — 5L2690  , z = — 0l0021 
Die  Untersuchung  des  Ganges  des  diametral  gegenüber  einfal- 
Icnden  Lichtstrahls,  oder  desjenigen,  für  welchen  y = —90°  wird, 
ist  überflüssig,  da  Air  diesen  y und  i dieselben  absoluten  Wcrthe 
bekommen,  und  y mit  demselben,  z aber  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  erhalten  werden  müssen. 

77. 

Stellen  wir  die  im  Vorhergehenden  für  dieses  Objectiv  erhal- 
tenen Vereinigungsweiten  zusammen,  so  ergiebt  sich 

Air  die  rothen  Lichtstrahlen,  Air  die  violetten  Lichtstrahlen 
Centralstrahlen,  die  mit  der  Ahscisscnachse  parallel  einfallen: 

{"  = 1 1 37.328,  i,"  = 0 ; {“=  11 38.076,  »/  = 0 

11  * 
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Centralstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  einen  Winkel 
von  1 6'  machen. 

Die  f"  wie  vorher. 

r/ = —'5.2644  ; y =—  5.2676 

Handstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallen: 

S"  = 1 1 37.049,  tj"  = 0 ; {'  = 1 1 38.293,  r,"  = 0 

Handstrahlen,  die  unter  einem  Winkel  \on  16’  cinfallen 

a)  bei  dem  kleinsten  Einfallswinkel : 

* = 11 37.049,  y=  — 5.2701 ; *=  11 38.293,  y = — 5.2752 

oder  oder 

* = 1 136.839,  y = — 5.2644  ; * = 1 138.019,  ;/  = — 5.2676 

b)  bei  dem  grössten  Einfallswinkel: 

*=  11 37.049,  y = — 5.2708  ; *=11 38.293,  y = — 5.2755 
oder  oder 

*=  11 37.293,  y = — 5.2644  ; *=  11 38.593,  y = — 5.2676 

c)  bei  einem  mittleren  Einfallswinkel : 

*=  1137.049  *=  1138.293 

y = — 5. [2524  y = — 5.2690 

s = + 0.0801  z = ± 0.0021 

Bessel  hat  seine  in  Schum.  Astr.  Nachr.  befindliche  Untersuchung 
dieses  Objectivs  weniger  vollständig  ausgefilhrl. 

78. 

Ich  werde  noch  den  Gang  eines  Lichtstrahls  durch  verschiedene 
andere  Linsensysteme  beispielsweise  untersuchen,  kann  aller  hiebei 
nicht  mit  solcher  Genauigkeit  und  Ausdehnung  verfahren,  wie  im 
vorhergehenden  Beispiel,  da  mir  dazu  die  erforderlichen  Daten  feh- 
len. Namentlich  fehlen  mir  die  genauen  Angaben  der  Brechungs- 
vcrhältnissc  der  Glasarten,  aus  welchen  die  Linsen  bestehen  * auch 
sehe  ich  mich  genöthigt,  die  vorkommenden,  zur  Herstellung  des 
Achromatismus  dienenden  Doppellinsen,  die  ich  entweder  nicht  aus 
ihren  Fassungen  herausnehmen  kann,  oder  die  an  einander  gekittet 
sind,  als  einfache  Linsen  zu  betrachten,  und  demgemäss  ihre  Haupt- 
punkte zu  ermitteln.  Zur  Abmessung  der  Brennweiten,  Dicken  und. 
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wo  os  nOthig  war,  der  Krümmungen  der  Linsen  habe  ich  mir 
Apparate  anfertigen  lassen,  die  ftlr  meinen  Zweck  hinreichende  Ge- 
nauigkeit gewähren. 

Nehmen  wir  zuerst  das  astronomische  Ocular  vor,  in  welchem 
ein  reelles  Bild  vorhanden  ist.  ■ 


Die  Abmessungen  eines  Oculars  dieser  Gattung,  welches  von 
Fraunhofer  verfertigt  ist,  und  aus  zwei  einfachen  Linsen  besteht, 
gah  für  die  erste  Linse  die  Brennweite  = 37.0 , und  die  Dicke 
= 3.3;  filr  die  zweite  Linse  die  Brennweite  = 1 1.3,  und  die  Dicke 
= 1.2  Die  Entfernung  der  beiden  inneren  Flächen  dieser  beiden 
Linsen  fand  ich  = 25.3.  Die  Einheit  aller  Maassc  ist  hier  wie  im 
Folgenden  das  Millimeter.  Beide  Linsen  sind  plan-convex  und  keh- 
ren ihre  ebenen  Oberflächen  dem  Auge  zu. 


Wir  bekommen  zuerst  hieraus 

d =3.3  </=0 

d'  = 23.5  q = 3.3 

<T  = 1.2  q"  = 28.8 

q"  = 30.0 

und  nimmt  man  das  Brechungsverhältniss  des  Glases,  aus  welchem 
die  Linsen  bestehen, 

N = 1.53 


an,  so  ergeben  sich 

(>  = 37.0  , (i,  = oo  , ä = 2.157,  <p  = 37.0 
p'=  11.3,  = oo  , d'  — 0.784  , q>  = 11.3 

so  wie  die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen 
e = 0 

e.  = 1U3  j=  27.657 

e = 28.8 

e'  — 29.216 

f 

Betrachten  wir  hierauf  beide  Linsen  als  ein  Ganzes,  so  erhalten  wir 


die  Gesammtbrennweile  •!>  = 20.26 

die  Hauptpunkte  ....  1^  = 

\E,  = 1 4.07 

die  Brennpunkte  ....  = 

l F — 34.33 
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Von  den  Hauptpunkten  liegt  also  der  erste  ausserhalb,  und  der 
zweite  innerhalb  des  Lin.sensystems,  und  von  den  Brennpunkten  ist 
der  erste  blos  geometrisch,  aber  der  zweite  roel,  und  liegt  4.33 
Millimeter  von  der  zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Linso  entfernt. 
Die  Verbindung  dieses  Oculars  mit  dem  oben  untersuchten  Objectiv 
giebt,  wenn  das  Mittel  aus  den  dort  erhaltenen  Brennweiten  der 
rolhen  und  der  violetten  Strahlen,  ncmlich  1 I3IL445  = 2552”"3 
angewandt  wird,  ein  Fernrohr,  dessen  Vcrgrösserung 


= 1360 

äO  iS 


beträgt. 


79. 

Gehen  wir  zum  astronomischen  Ocular,  in  welchem  kein  reelles 
Bild  vorhanden  ist,  dem  Ramsden sehen  Ocular,  Uber,  als  dessen 
Repräsentanten  ich  zuorst  das  folgende,  von  Fraunhofer  verfertigte 
aufstelle.  Dieses  Ocular  besteht  auch  aus  zwei  einfachen,  plan-convexen 
Linsen,  von  welchen  die  convexen  Oberflächen  einander  zugekehrl  sind. 
Für  die  erste  Linse  fand  ich  die  Brennweite  = 34.0  und  die  Dicke 
= 2.3;  für  die  zweite  die  Brennweite  = 22  2 und  die  Dicke  = 1.6; 
die  Entfernung  der  beiden  inneren  Oberflächen  ergab  sich  = 13.1. 
Hier  werden  also 


fi  = 2.3  7=0 

d'  = 13.1  7 = 2.3 

<['  = 1.6  q"  = 13.4 

q"  = 17.0 

und  wenn  wieder  ,V  = 1 .33  gesetzt  wird, 

(i  = oo  , = 34.0  , d = 1.503  , 7 = 34.0 

p'  = 22.2 , (/ = oo  , fl' =1.046,  7 = 22.2 
e = 1.503 

c:  = 23  ./=  13.100 

c = 15.4 

c/  = 15.954 

Ins  Gcsanuntc  betrachtet  erhält  man  hieraus 

</>  = 17.52 
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E — 11.83 

E,  = 9.20 

F — — 5.69 
F — 26.72  _ 

Hier  liegen  also  Leide  Hauptpunkte  im  Inneren  des  Linsensystems, 
und  beide  Brennpunkte  sind  reel.  Der  erste  liegt  5“"69  vor  der 
ersten  Oberfläche  der  ersten  Linse,  und  der  zweite  9“"72  hinter  der 
zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Linse.  Die  Verbindung  dieses  Ocu- 
lars  mit  dem  obigen  Objectiv  giebl  ein  Fernrohr,  dessen  Vcrgrös- 
serung 

M52.8  = I iS. 7 

47.5t 

beträgt. 


80. 

Seit  einer  Reihe  von  Jahren  macht,  man  diese  Oculare  achro- 
matisch, und  wendet  zu  dem  Ende  statt  der  einfachen  Linsen  theils 
zwei,  theils  Eine  aus  Flint-  und  Kronglas  bestehende  Doppellinse 
an.  Unter  den  verschiedenen  Ocularen  dieser  Gattungen,  die  vor 
mir  liegen,  und  von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,  wähle 
ich  die  folgende  zur  Berechnung  aus.  Diese  besteht  aus  zwei  Doppcl- 
linscn,  die  ich  hier  aber  als  einfache  betrachten- muss,  da  ich  sie 
nicht  aus  ihren  Fassungen  heraus  nehmen  lassen  mag. 

Die  erste  Linse  ist  an  ihren'  äusseren  Oberflächen  plan-convex, 
und  kehrt  ihre  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstände  zu;  ihre  Brenn- 
weite ist  = 43.0,  und  ihre  Dicke  = 7.8.  Die  zweite  Linse  ist 
convex-concav  mit  positiver  Brennweite,  sie  kehrt  ihre  convexe  Ober- 
fläche dein  Gegenstände  zu,  ihre  Brennweite  ist  = 40.2,  ihre  Dicke 
= 6.0,  und  der  Halbmesser  ihrer  concaven  Oberfläche  =32.0 
gefunden  worden.  Für  das  Brechungsverhältniss  habe  ich  hier  ein 
Mittel  aus  den  Brechungsverhältnissen  des  Krön-  und  des  Flintglases, 
nemlich  iV=  1.58  angenommen.  Wir  bekommen  hieraus  fUr  die 
einzelnen  Doppellinscn 

q = 0 
q = 7.8 
q — 27.0 
q"  = 33.0 
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oo  , (),  = 43.0  , 

24.86,  (>;  = — 53.17, 
e = 4.937 
e,  = IS 
e = 24.233 
e]  — 26.860 


d = 4.937,  (p  = 43.0 
d'  — 3.798 , <p  = 40.2 

J=z  16.433 


und  für  das  Ocular  iin  Ganzen 

0 — 23.89 

E = 15.52 

F = 1 6.97 

F = — 10.37 

F = 42.86 


Die  Hauptpunkte  liegen  also  wieder  im  Inneren  des  Oculars,  beide 
Brennpunkte  sind  reel,  der  erste  liegt  10“m37  vor  der  ersten  Ober- 
fläche der  ersten  Doppellinse,  und  der  zweite  9 “""86  hinter  der 
zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Doppcllinse. 


81. 

Es  soll  jetzt  der  Gang  eines  Lichtstrahls  mittlerer  Brechung  durch 
ein  dialvtisches,  Galilaisches  Fernrohr,  ein  sogenanntes  Theaterper- 
specliv,  betrachtet  werden.  Das  erste  Objectiv  besteht  aus  einer  plan- 
convexen Linse  aus  Kronglas,  die  ihre  convexe  Oberfläche  dem  Gegen- 
stände zuwendet,  das  zweite  Objectiv  ist  eine  aus  Krön-  und  Flint- 
glas zusammengesetzte  convex-concave  Doppellinse,  die  ihre  convexe 
Oberfläche  dem  Gegenstände  zuwendet,  das  Ocular  ist  plan-eoncav, 
und  wendet  seine  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstände  zu. 

Die  Abmessung  der  ersten  Linse  gab  ihre  Brennweite  = 132.4, 
und  ihre  Dicke  =5.5;  das  Brechungsverhaltniss  werde  ich  =1.53 
setzen.  Die  zweite  Linse,  die  als  eine  einfache  hier  betrachtet  wer- 
den muss,  da  die  zwei  Linsen,  aus  weichen  sie  besteht,  sich  nicht 
von  einander  trennen  lassen,  hat  eine  negative  Brennweite;  der 
Halbmesser  ihrer  coneaven  Oberfläche  ist  = 42.0  gefunden  worden, 
und  in  ihrer  normalen  Stellung  ist  die  Entfernung  ihrer  ersten  Ober- 
fläche von  der  zweiten  der  ersten  Linse  = 42.0,  ihre  Dicke,  betragt 
4.0.  Fuhrt  man  sie  in  ihrem  Hohr  soweit  zurück,  dass  sie  die  erste 
Linse  berührt,  so  ergiebt  sich  die  Gesammlbrennweite  beider  Linsen 
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= 143.1.  Diese  Daten  gnugen,  um  die  Dimensionen  der  zweiten 
Linse  berechnen  zu  können. 


82. 


Der  Apparat,  dessen  ich  mich  zur  Bestimmung  der  Brennweiten 
liedieut  habe,  giebt  diese  durch  die  Formel 

c - 1 Sä 

^ 4 • * (C  — dj 

wo  c die  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem  Bilde  desselben 
bezeichnet,  und  >4 <p  sein  muss,  A die  Entfernung  des  zweiten 
Hauptpunkts  der  Linse  vom  ersten  ist,  und  b die  Verschiebung  der 
Linse  bedeutet,  die  erforderlich  ist,  um  bei  unverändertem  c in  zwei 
verschiedenen  Lagen  derselben  ein  deutliches  Bild  des  Gegenstandes 
zu  erhalten.  Da,  wenn  wie  'immer  id  die  Dicke  der  Linse  bedeutet, 
näherungsweise  i 

A — N d 


ist,  so  bekommt  man  hiemit  durch  die  obige  Formel  schon  einen 
sehr  genäherten  Werth  von  rp,  den  man  hierauf  durch  genauere 
Berechnung  der  Hauptpunkte  verbessern,  und  überhaupt  so  genau 
wie  möglich  erhalten  kann.  Man  braucht  hiezu  freilich  die  Kennl- 
niss  des  Einen  Halbmessers  der  Linse,  allein  dieser  braucht  nicht 
mit  sonderlicher  Genauigkeit  bekannt  zu  sein. 

Wenn  il"  und  N'  die  Dicke  und  das  Brechungsverhältniss  einer 
zweiten  Linse  sind,  so  ist  nicht  nur  naherungsweise 


sondern  wenn  beide  Linsen  sich  in  sehr  kleiner  Entfernung  von 
einander  befinden,  so  ist  für  dieselben,  als  Ganzes  betrachtet,  die 
Entfernung  des  zweiten  Hauptpunktes  vom  ersten  näherungsweise 

— /.  + A 

Ftlr  ein  solches  System  von  zwei  Linsen  giebt  daher  die  obige  For- 
mel, wenn  man  ?.  -+-  X statt  H darin  substituirt,  die  Gesammtbrenn- 
weite  auf  die  oben  beschriebene  Art  so  genau  wie  überhaupt  möglich. 

Die  obige  Formel  kann  nicht  auf  Linsen  mit  negativer  Brenn- 
weite, die  keine  reellen  Bilder  geben,  angewandt  werden;  verbindet 
man  aber  eine  solche  Linse  in  möglichst  kleiner  Entfernung  con- 
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centrisch  mit  einer  zweiten,  die  eine  wesentlich  kleinere  positive 
Brennweite  hat,  so  kann  man  die  Gesammtbrenn weite  dieser  beiden 
Unsen  bestimmen,  und  hieraus,  wenn  die  Dimensionen  der  letzteren 
bekannt  sind,  die  Brennweite  der  ersteren  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  dienen  die  oben  abgeleiteten  Gleichungen 


0 = 


V + y ' — e'  + e, 

• **  d'*/' 

e = ''  + 

die  nach  der  Elimination  von  e zuerst 


0 (9  -+•  <f  — q"  — 


9 


und  hierauf 


9 = — 


e, 


e,)  = 99 


geben.  Wenn  statt  des  zweiten  Halbmessers  </  der  Linse  mit  nega- 
tiver Brennweite  der  erste  q gegeben  wäre,  so  müsste  man  durch 
die  Gleichung 

v c'+e.'-t’ 

(/  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  vor  ihrer  Auflösung  eliminiren. 
Besonders  einfach  wird  diese  Elimination,  wenn,  wie  bei  dem  oben 
vorkommenden  Ocular,  die  erste  Oberfläche  eine  Ebene  ist.  Denn 
da  in  diesem  Falle  q>  — (/  wird,  so  ergiebt  sich  sogleich 


9 = V-* 


0 


83. 

Aus  den  in  dem  vorvor.  Art.  angegebenen  Abmessungen  ergab 
sich  nun  für  die  erste  Linse  ohne  Weiteres 

?=  132.4,  p,  = 00,  3 = 3.595,  v = 132.4,  N—  1.53 
und  aus  den  Angaben  für  die  erste  und  zweite  Linse,  indem  für 
letztere  das  Brechungsverhältniss  zu  1.57  angenommen  wurde,  er- 
hielt ich 

p'=  81.92,  p/=  — 73.67,  d'  = 2.548,  9 = — 1060.0,  iV  =1.57 
ln  Betreff  der  dritten  Linse,  des  Oculars,  habe  ich  ein  ähnliches 
Verfahren  angewandt.  Ich  befestigte  in  Berührung  mit  der  ebenen 
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Oberfläche  dieser  Linse  eine  zweite  convexe  von  angemessener, 
bekannter  Brennweite,  und  bestimmte,  wie  oben  erklärt  wurde,  die 
Gesammtbrennweite  dieser  beiden  Linsen.  Da  nun  die  Dicke  der 
üculailinse  2.5  betragt,  und  angenommen  worden  musste,  dass  sie 
aus  Kronglas  besteht,  so  erhielt  ich  für  dieselbe 
(f  = oo,  (T=  — 26.38,  d"  — 1 .634  , v"=  — 26.38,  ff—  1.53 
Es  werden  nun  zunächst 


d 

= 

5.5 

= 

0 

d 

= 

34.5 

4 

SS 

5.5 

d' 

= 

4.0 

4 

= 

40.0 

d"' 

= 

65.922 

4" 

= 

44.0 

d" 

= 

2.5 

•V 

1 

V 

<1 

= 

109.922 

112.422 

von  welchen  d"  durch  Rechnung  so  bestimmt  wurdo,  dass  parallel 
einfallenden  Lichtstrahlen  parallel  ausfahrende  entsprechen. 

Wir  bekommen  nun  zunächst  die  Abscissen  der  Hauptpunkte 
der  einzelnen  Linsen 

e = 0 

e = 1.905  /==nr6 

e = 76.66 

e,  = 76.97  f _ 3i  586 
e = llt. 556 
e"  = 1 12.422 

denen  wir  noch 

f,  = 134.305 

f"  — 137.936 

liinzufugen. 

84. 


Die  Berechnung  der  Vercinigungswoiten  nach  den  Ausdrücken 
des  Art.  65  giebt 


« = 6 = 132.4 

a =ß'  = — 57.650,  d — b'  = 60.966 

a =ß"=  — 26.38 

«;  = — 1 060.0,  ß’  = — 1 060.0 

«;  = 1 09 4.586,  «;  = — 25.758.  6,  = 1 1 34.75,  /»  = 149. 89 

«,"=  — 26.38,  fl,.=  132.4 
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woraus  man  mit  Anwendung  der  in  den  Arlt.  57  und  66  eiugeführ- 
len  Bezeichnungen,  durch  die  Ausdrücke  des  letzteren  Art.  zuerst 
0,°  = 140.02 

F*  — — 1 49.89  Fd  = 1 37.936 

E”  = — 9.87  Ed  = — 2.084 

0 = — 24.945 

F‘=  134.3  t F"  = 86.664 

E’  = 1 09.363  R"  =111 .609 

erhalt.  Man  sieht  durch  die  Vergleichung  mit  den  Angaben  des  vor. 
Art.,  dass  die  Gleichungen 

F;=f,  r = Fd 

die  im  Art.  67  erhalten  wurden,  erfüllt  sind. 

Für  die  \ ergrüsserung  dieses  Fernrohrs  bekommen  wir  nun 
zufolge  der  Artt.  36  und  57 


— * £-  = 5.308 

<f> 


- ifr  = 5.308 


mit  einander  übereinstimmend. 


Rechnen  wir  die  C und  I)  Goeflkicnten  nach  den  Ausdrücken 
der  Artt.  64  und  67,  so  ergeben  sich 


log  C = 7.87811 
log  C = 7.85382 

log  V = 0.02959 
log  Ü'=  0.72491 


logt”  =9.63891 
log  C' " = 9.27509 

log  W = 1.87361« 
log  D"  = 2.04835« 


Man  kann  nun  zunächst  den  Ort  des  Auges  und  dessen  Gegcnpunkt 
unmittelbar  durch  die  Ausdrücke  (58)  berechnen,  zu  welchem  /werk 
in  diesem  Beispiel  q — e = 0 und  q — c"  = 0 sind;  man  lindel 

J=  91.363 
J = 593.29 

Der  Ort  des  Auges  liegt  also  im  Innern  des  Fernrohrs,  und  ist  daher 
nur  geometrisch  vorhanden,  wie  von  den  Galiliii sehen  Fernrühren 
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überhaupt  bekannt  ist.  Der  Gegenpunkt  liegt  zwar  ausserhalb  des 
Fernrohrs,  aber  an  dein  unrichtigen  Ende  desselben,  und  ist  daher 
auch  nur  geometrisch  vorhanden.  Die  vom  Ocular  ausgehenden, 
nach  dem  Objectiv  sich  bewegenden  Lichtstrahlen  haben  ihren  Ver- 
einigungspunkt nicht  an  der  entgegengesetzten  Seile  des  Objectivs, 
sondern  fahren  divergircnd  aus,  so  dass  ihr  Vereinigungspunkt,  wenn 
man  sic  rückwärts  verlängert,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Oculars  zu  liegen  kommt.  Man  findet  leicht,  dass  dieses  in  jedem 
Ga liläi sehen  Fernrohr  stattfinden  muss. 

86. 

Zur  Berechnung  der  Ausdrücke  für  die  halben  Oelfnungcn  nach 
den  Gleichungen  (59)  bemerke  ich,  dass  in  diesen  t in  Theilen  des 
Kreishalbmessers  verstanden  werden  muss,  und  daher  immer  eine 
kleine  Zahl  ist.  Da  dadurch  der  Ueberblick  erschwert  wird,  so 
ziehe  ich  vor,  die  Cocfficienlen  von  t mit  57j<>296  zu  dividiren, 
wodurch  die  Einheit  von  t Ein  Grad  wird.  Somit  bekam  ich  durch 
Hülfe  der  vorstehenden  numerischen  Werthe 

k = l,  k!  = — 0.063  t + 0.973  l 

k"  = — 0.665  t 0.712  l,  = — 0.689  t ■+•  0.671  l 

r = — 1.920  t -+•  0.200  l,  k'  — — 1.931  * -I-  0.189  l 

Man  kann  bemerken,  dass  k und  k',  k"  und  t",  k " und  k'  sehr 

wenig  von  einander  verschieden  sind,  welches  immer  der  Fall  sein 
wird,  wenn  die  Linsen  nicht  allzu  dick  sind.  Es  zeigt  sich  ferner, 
dass  die  Werthe  des  CoelTicicnten  der  Ausdrücke  für  k"  und  k"  we- 
sentlich von  den  Werthen  von  C'  und  D‘  verschieden  sind,  während 
die  Coefficienten  der  übrigen  k den  Werthen  der  betreffenden  C und 
ßCoefficienten  sehr  nahe  gleich  sind.  Erstcres  rührt  davon  her, 
dass  die  zweite  Linse  eine  Meniskc  ist,  deren  Krümmungshalbmesser 
weit  kleiner  als  die  Brennweite  sind. 

87. 

Ich  werde  jetzt  ein  terrestrisches  Handfernrohr  auf  ähnliche 
Welse,  jedoch  etwas  ausführlicher,  untersuchen,  da  das  terrestrische 
Ocular,  so  wie  es  seit  langer  Zeit  eingerichtet  wird , einige  Merk- 
würdigkeiten darbietet,  die  nicht  allgemein  bekannt  zu  sein  scheinen. 
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Das  achromatische  Übjectiv  dieses  Fernrohrs  kann  ich  zwar  wieder 
nicht  in  seine  einzelnen  Linsen  zerlegen,  sondern  muss  es  als  einfache 
Linse  betrachten,  aber  dieser  Umstand  ist  auch  hier  ohne  Belang. 

Beide  äusseren  Oberflächen  des  Objectivs  sind  convex,  und  die 
zweite  hat  einen  Halbmesser  von  ohngeflthr  Einem  Meter.  Ich  kann 
in  der  Bestimmung  dieses  Halbmessers  mehr  gefehlt  haben,  als  in 
den  übrigen  Abmessungen,  aber  auch  dieses  ist  dem  Zwecke,  wel- 
chen ich  hier  verfolge,  nicht  hinderlich.  Die  Dicke  dieses  Objectivs 
fand  ich  = 9.7,  und  dessen  Brennweite  = 540.0;  die  Entfernung 
der  zweiten  Oberfläche  desselben  von  der  ersten  Oberfläche  der 
eisten  Ocularlinsc  wurde,  nachdem  die  übrigen  Abmessungen  aus- 
gefllhrt  worden  waren,  durch  die  Bedingung,  dass  parallelen  cin- 
fallenden  Lichtstrahlen  parallele  ausfahrende  entsprechen  müssen, 
= 547.05  gefunden.  Die  Gleichung 


gab  den  ersten  Halbmesser  des  Objectivs.  Die  vier  Ocularlinsen 
sind  alle  plan-convex,  weshalb  durch  die  Messungen  der  Brennweiteu 
derselben  die  zweiten  Halbmesser  derselben  unmittelbar  gegeben 
wurden.  Die  so  erhaltenen  Daten  aller  fünf  Linsen  belinden  sich 
in  der  folgenden  Zusammenstellung 


9 

= 

783.5, 

p,  =1724.1, 

d 

= 

6.1 39,  q =540.0,  N 

= 

1.58 

t 

9 

= 

<»  , 

9,‘  = 

39.8, 

iS 

= 

1.830,  tp  = 39.8,  N‘ 

= 

1.53 

9 

= 

o°  , 

9“  = 

44.8, 

if 

= 

1.373,  <p  = 44.8,  N‘ 

= 

1 .53 

9 

= 

49.7, 

P,'  = 

oo  , 

(T 

= 

2.745,  = 49.7,  N“ 

= 

1.53 

» 

= 

34.5, 

= 

oo  , 

iS' 

= 

C5 

40 

II 

= 

1 .53 

il  = 

9.7 

7 = 0 

,1‘  = 

547.05 

q = 9.7 

<r  - 

2.8 

q“  = 556.75 

<r  = 

44.1 

■*« 

II 

p 

<r  = 

2.1 

q = 603.65 

</■  = 

109.0 

q = 605.75 

,r  = 

4.2 

q = 714.75 

,r  = 

52.3 

q ” = 718.95 

«r  = 

2.5 

q""  = 771.25  ' 

q,x  = 773.75 
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Die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  nebst  den  betreffenden 
Unterschieden  folgen  hieraus 

e = 1.923 

e = 5.468 

I 

e = 558.580 
e\  = 559.550 
e = 605.023 
e'  = 605.750 
e“  = 714.750 
e“  = 716.205 
e"  = 771.250 
e"  = 772.116 

t 

denen  ieli  noch  den  zweiten  Brennpunkt  der  ersten,  und  den  ersten 
Brennpunkt  der  letzten  Linse,  nemlich 

/;  = 545.468 
r — 736.750 

hinzuflige. 


J = 553.112 


— 45.473 


J“  = 109.000 


J*  = 55.045 


88. 


Die  nach  den  Ausdrücken 
nigungsweiten  sind  hier 

a = (f  = 13.112 
«"=,/  = 65.027 
a = /f  = — 35.028 
a=  /»"  = 34.5 


«■  = 

39.8 

a'  = 

5.673,  «;  = 

— 6.495 

fl*=r 

115.405,  «;= 

87.240 

>4 

-32.195,  «/’= 

1 6.654 

M 

« = 

44.8 

64.20  , a = 

1 * 

220.055 

ö.  = 

-165.010,«"  = 

7 « 

28.535 

' 

49.7 

« "= 

5.345.  «"  = 

— 6.325 

des  Art.  65  berechneten  Verei- 

u — h = 540.0 
«'  = U = — 19.554 
«"  = 6"  = 144.028 

u = r = ; 20.547 


,»"  = 49.7 

b'  — 

59.390,/»;=  183.213 

&;=  - 

■137.740,/»;=  30.877 

6 = 

522.235,  ß'  = — 15873.7 

/?"=  44.8 

6‘,= 

0.673,/»;=  —0.685 

K = 

553.797,  i»,  = 21675.0 

(im=.  39.8 


b = 513.312,  ß m = — 10386.0 
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woraus  zunächst  die  folgenden  Brennweiten,  Brenn-  und  Hauptpunkte 
folgen, 

0»  = 805.30 

F\  ==  10387.9  geoin.  F„  — 540.00  geoin. 

F“  = 11193.2  ausserh.  F'o  = — 265.30  ausserh. 


0"  = — 1783.67 

F\  = — 21673.1  rcel  F',  = 749.778  reel 

E"u  ==  — 23456.8  ausserh.  ’E\  = 2533.5  ausserh. 

0“  = — 1046.26 

«*  * 

F0^  = 15875.6  geoin.  F0"’  = 736.752  reel 

F°,=  14829.3  ausserh.  F."  = 1783.01  ausserh. 

0'  = 45.570 

F'u  = 559.265  geom.  F“i  = 599.255  geoin. 

E'm  = 604.835  innerh.  E\  = 553.685  ausserh. 


0 , = — 34.422 

Fm  = 527.703  reel  F'  = 803.445  reel 

E'm=  493.281  ausserh.  F“  = 8.3t. 867  ausserh. 


0„  = — 17.806 

F\  = 545.468  reel  F"  = 788.770  reel 

E' n—  527.662  ausserh.  E‘‘  = 806.576  ausserh. 

0'f  = — 153.537 

F'  = 421.810  reel  F"  = 936.26  reel 

M W 

F"  = 268.25  ausserh.  F“  = 1089.84  ausserh. 

0'n  = — 26.554 

F = 540.00  reel  F"  = 800.651  reel 

F*  = 513.45  ausserh.  F"  = 827.21  ausserh. 

0'  = 58.813 

F = 749.778  geom.  FJ‘  = 765.791  geom. 

F“'n=  808.59  ausserh.  F"  u — 706.98  ausserh. 

Vor  Allem  kann  man  lieinerken,  dass  die  Gleichungen 

F'„  = /;,  F„  = F'„,  F“  = F\ , I"  = F'„ 
des  Art.  67  auch  hier  erfüllt  sind.  Es  ist  ausserdem  zu  bemerken, 
dass  eine  Anzahl  der  erhaltenen  Gesammtbrennwcitcn  negativ  aus- 
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gefallen  sind,  obgleich  das  Fernrohr  ans  lauter  Linsen  von  positiven 
Brennweiten  besieht.  Unter  den  Linsensystemen,  welche  negative 
Brennweiten  besitzen,  haben  die  meisten  zwei  reelle  Brennpunkte, 
nur  Eins  hat  blos  Einen  reellen  Brennpunkt.  Die  drei  Systeme, 
welche  positive  Brennweiten  besitzen,  haben  demohngcachtet  keinen 
reellen  Brennpunkt,  sondern  nur  geometrisch  vorhandene.  Alle 
Hauptpunkte,  mit  Ausnahme  eines  Einzigsten  liegen  ausserhalb  des 
betreffenden  Linsensystems.  Betrachtet  man  das  ganze  aus  vier 
Linsen  bestehende  Ocular,  nemlich  das  System,  welchem  <J>\r  ange- 
hört, so  sieht  man,  dass  dieses  eine  negative  Brennweite  besitzt, 
aber  deraohngeachlet  dessen  beide  Brennpunkte  reel  sind ; man  kann 
sieb  dieses  letzteren  Resultats  an  jedem  terrestrischen  Ocular  leicht 
vergegenwärtigen. 

Die  VergrOsserung  dieses  Fernrohrs  ergiebt  sich  wie  folgt: 

. ''"’l'fi,  = 30.320 

<§r  a'a,  u ' 

— = 30.320 

V 


— ^ = 30.328 


— --h  — 30.327 

— = 30.327 

die  in  bester  Uebereinslimmung  sind. 


89. 

Durch  die  Ausdrücke  der  Arll. 
log  C = 7.2070t 
— C*  = 7.0940  k 
— C"  = 0.74809  h 
— C"  = 0.98030  h 

logß*  = 1.11049« 

— D"  = 1.08405h 
— J T = 1.18104 
— //”==  1.48182 


04  u.  07  ergeben  sich 
log  C‘  = 8.38528h 

— Cm  = 8.90713  h 
— Cr  = 8.29311  n 

— C"  = 8.51818 

log  D'  = 2.74281 » 

— W = 1.52290 

— D‘  — 3.13290 

— /T  = 2.71830 


woraus  wir  zunächst  die  Werlhe  der  k‘,  k",  etc.  ermitteln  konnten. 
Da  aber  hier  keine  Menisken  vorhanden  sind,  so  gnllgt  es,  die 

Abkwdl.  I.  K.  S.  Cnellub.  d.  Wineascb.  XV.  12 
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/’,  ctc.  statt  jener  anzusetzen.  Fügt  man  die  Winkel  /,  a",  etc. 
hinzu,  so  geben  die  Gleichungen  (iS) 

e'  = a ■+•  0.10G  /,  /'  = — 9.65  * — (>.02i  / 

/ = — 12.9«  a ■+■  0.071  /,  I“  = + 0.58  a — 0.081  / 

a"  = — 12.15  a — 0.032  /,  r =-h  23.70  a — 0.020  / 

a"  = -+-  15.17  a — 0.055  /,  I"  = -+-  9.13  a + 0.033  I 

a = + 30.33  a 

in  welchen  allenthalben  die  Einheit  der  Winkel  a.  a',  a",  etc.  Ein 
Grad  ist. 


90. 

Man  kann  jetzt  den  Ort  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt 
durch  die  Ausdrücke  (58)  berechnen.  Es  findet  sich 

,1  = 789.36 
J = — 1 4352 

Diese  beiden  Punkte  sind  hier  recl,  der  Ort  des  Auges  liegt  I5”"”U1 
hinter  der  zweiten  Oberfläche  der  vierten  Ocu  larlinse , und  der  Ge- 
genpunkt nahe  14j  Meter  vor  der  Objectivlinse. 

Das  Bild  des  Objeclivs,  welches  itn  Orte  des  Auges  eines  Fern- 
rohrs entsteht,  ist  nicht  das  Einzige  dieser  Gattung.  Betrachtet  man 
blos  den  Durchgang  des  Lichtstrahls  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinsc,  so  muss  schon  ein  Bild  des  Objeclivs  entstehen; 
betrachtet  man  das  Objectiv  nebst  den  beiden  ersten  Ocularlinsen, 
so  muss  ein  anderes  Bild  des  Objeclivs  entstehen  u.  s.  w.,  nur  sind 
diese  Bilder  nicht  immer  reel  vorhanden.  Da  nach  Wegnahme  einer 
oder  mehrerer  Ocularlinsen  parallel  einladenden  Lichtstrahlen  keine 
parallel  ausfahrenden  entsprechen , so  kann  man  die  Oerter  dieser 
Bilder  nicht  durch  die  Gleichungen  (58)  berechnen,  sondern  muss 
sich  dazu  der  (51)  oder  der  (53)  oder  der  (5i)  bedienen,  die, 
wenn  man  auch  die  Gegenbilder  berechnen  wollte,  in  Bezug  auf  f 
und  jj  aufgelost  werden  müssten. 

Im  terrestrischen  Fernrohr  ist  das  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinsc  bewirkte  Bild  des  ersteren  das  Einzige,  welches 
reel  vorhanden  ist.  Die  Coordinaten  desselben  erhalt  man,  nachdem 
in  den  eben  genannten  Ausdrücken,  = 2,  f = r/  und  tj  = der 
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halben  UcITnung  dos  Objoctivs  gesetzt  worden  sind.  Es  worden 
folglich,  wenn  inan  sich  der  (54)  bedient,  die  am  Einfachsten  sind, 

t“  _ /,’■  (*•,)* 

*■  " 9 - #•, 


tj  = 


i - r°. 


wo  für  tj  der  eben  genannte  Werth  zu  setzen  ist. 

In  dem  in  Betrachtung  stehenden  terrestrischen 
die  halbe  OelTnung  dos  Objoctivs  21  """2,  und  man 
für  die  Coordinaten  des  gesuchten  Hildes 


Fernrohr  betrügt 
bekommt  daher 


I"  = GU2.4I» 

tf  = — 1.64 

wo  das  negative  Zeichen  vor  dem  Werthe  von  tj"  blos  anzeigt,  dass 
das  Bild  ein  umgekehrtes  ist.  Die  Vergleichung  des  Werlhcs  von 
t mit  den  im  Art.  87  angegebenen  Werthen  der  verschiedenen  (/ 
zeigt,  dass  dieses  llihl  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Ocular- 
linso  liegt , und  daher  in  der  Thal  vorhanden  ist.  Die  Entfernung 
desselben  von  der  ersten  Oberflüche  der  zweiten  Ocularlinse  betrügt 
1**20,  und  der  Durchmesser  desselben  3””28.  Dieses  ist  so  zu 
verstehen,  dass  alle  Lichtstrahlen,  die  durch  das  Objectiv  ins  Fern- 
rohr dringen , mögen  sie  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Gesichts- 
feldes des  Fernrohrs  liegen,  sich  durch  die  Brechungen,  die  sie  durch 
das  Objectiv  und  die  erste  Ocularlinse  erleiden,  so  verengen,  dass 
sie  in  der  Ebene,  welche  der  Abseisse  £"  angehört,  durch  die  Flüche 
eines  auf  der  Abscissenachsc  concenlrisch  stehenden  Kreises  gehen, 
dessen  Durchmesser  nur  3m”28  betrügt.  Ausserhalb  dieses  Kreises 
befinden  sich  gar  keine  Lichtstrahlen  in  dieser  Ebene,  wenn  nicht 
etwa  welche  durch  Zurückwerfungen  von  der  inneren  Wand  des 
Rohrs  dahin  gelangen  sollten.  Um  die  nachtheilige  Wirkung  solcher 
unregelmässigen  Lichtstrahlen  zu  verhindern,  bringt  inan  in  der  ge- 
nannten Ebene  die  bekannte  Blendung  an,  die  mit  einer  kleinen 
OelTnung  versehen  ist,  deren  Durchmesser  so  eben  für  das  in  Rede 
stehende  Fernrohr  berechnet  worden  ist.  ln  der  Ebene,  welcher 
£*  angehört,  ist  Überhaupt  der  Durchmesser  des  Slrahlenkegels,  wel- 
cher das  Fernrohr  zu  durchlaufen  vermag,  ein  Minimum. 

Man  erkennt  ferner  leicht  aus  dem  Vorhergehenden , dass  die 
OelTnung  dieser  Blendung  durchaus  ohne  Einfluss  auf  die  Grösse  des 

12* 
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Gesichtsfeldes  des  Fernrohrs  ist;  wollte  man  sie  kleiner  machen, 
als  das  nach  den  obigen  Sülzen  berechnete  Maass  derselben , so 
würde  das  Gesichtsfeld  dadurch  nicht  im  Mindesten  verkleinert, 
aber  es  würde  die  Helligkeit  am  Rande  des  Gesichtsfeldes  vermindert 
werden. 

Das  eben  berechnete  Bild  ist  das  Einzige  dieser  Gattung,  wel- 
ches im  terrestrischen  Fernrohr  reel  wird.  Berechnet  man  die  Ab- 
scisse  des  durch  das  Objectiv  und  die  zwei  ersten  Ocularlinsen 
verursachten  Bildes,  so  findet  man  diese  {"  = G03.0I.  Dieses 
liegt  also,  jenem  sehr  nahe,  auch  zwischen  der  ersten  und  zweiten 
Ocularlinse,  und  ist  daher  nur  geometrisch  vorhanden,  da  es,  um 
reel  zu  sein,  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Ocularlinse  liegen 
müsste.  Die  Berechnung  des  durch  Zuziehung  der  dritten  Ocular- 
linsc  entstehenden  Bildes  dieser  Gattung  giebt  dessen  Abscisse  f"  = 
805.73.  Dieses  Bild  liegt  nun  zwar  hinter  der  dritten  Ocularlinse, 
aber  ausserhalb  des  Fernrohrs,  und  ist  daher  auch  nicht  im  Fern- 
rohr vorhanden.  Die  Zuziehung  endlich  der  vierten  Ocularlinse 
führt  auf  das  schon  berechnete,  im  Orte  des  Auges  befindliche  Bild 
des  Objectivs. 


91. 


Untersuchen  wir  in  dem  in  Betrachtung  stehenden  Fernrohr  die 
an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  desselben  einfallenden  Lichtstrahlen 
in  Bezug  auf  die  Oeflnungen  der  verschiedenen  Linsen.  Die  vorge- 
nommenen Abmessungen  ergeben 


das  Gesichtsfeld  des  Fernrohrs  . 
die  halbe  OelTnung  des  Objectivs 


der  ersten  Ocularlinse 
„ zweiten  „ 

„ dritten  „ 

„ vierten  „ 


: 50' 

9.5 
7.0 

10.5 

6.6 


andererseits  erhalten  wir  durch  die  im  Art.  89  gefundenen  nume- 
rischen Gleichungen  für  dieses  Fernrohr, 
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wenn  e = 0 und  Z 

= 21.2  gesetzt  werden. 

e = 4-  2*23 

X = — 0.50 

& — — + 1 .50 

f = — 1.72 

' = — 0.68 

r = - 0.42 

«"’=  — 1.17 

r = -+-  o.7o 

/ = 0 

wenn  t = fc"  und 

Z = 0 gesetzt  werden 

* = 4-  0*42 

t = — 4.02 

t ~ — 5.38 

('  = 4-  0.24 

t“  = — 5.06 

r = + 9.88 

= 4-  6.32 

T = -t-  3.80 

» = -i-  12.64 

und  hieraus  durch  Additionen  und  Subtractionen. 

für  t — 

und  Z = 21.2 

« = 4-  2*67 

l'  = - 4.52 

= — 3.88 

r = — 1.48 

e~  = — 5.74 

r = + 9.46 

*"  = -+-  5.15 

Z"  = -f-  4.50 

t = 4-  12.64 

und  für  e — 

’ und  Z = — 21.2 

i = — 1*83 

X — — 3.52 

s'  = — 6.88 

Z"  = ■+•  1 .96 

t = - 4.38 

r = 4-  10.30 

t = •+•  7.49 

Z“=  4-  3.10 

« = 4-  12.6  t 

Die  beiden  letzten  Abtheilungen  beziehen  sich  auf  Lichtstrahlen,  die 
von  einem  und  demselben  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  liegen- 
den Punkt  des  Gegenstandes  ausgehend,  das  Objectiv  in  zwei,  ein- 
ander diametral  gegenüber  liegenden,  Punkten  des  Randes  desselben 
schneiden,  und  daher  die  überhaupt  erforderlichen  Ocffnungen  der 
Ocularlinsen  bestimmen.  Man  sieht  hieraus,  dass  wenigstens 


die  halbe  Oeflnung  der  ersten  Ocularlinse 

4.52 

11 

zweiten 

11 

1.96 

11  11  11 

„ dritten 

11 

10.30 

11  11  11 

„ vierten 

11 

4.50 
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sehr  nahe  betragen  müssen,  um  alle  Lichtstrahlen,  die  ins  Gesichtsfeld 
gelangen  können,  durchzulassen.  Vergleicht  man  diese  Oeffnungs- 
maasse  mit  den  oben  durch  Abmessungen  gefundenen,  so  zeigt  sich, 
dass  die  erste,  zweite  und  vierte  Ocularlinse  dieses  Fernrohrs  mehr 
wie  hinreichend  gross  gemacht  worden  sind,  dass  dahingegen  die 
dritte  nur  die  eben  erforderliche  OelTnung  erhalten  hat. 

92. 

Im  Vorhergehenden  sind  im  Betreff  des  terrestrischen  Fernrohrs 
alle  behandelten  Lichtstrahlen  als  Ceulralslrahlen  betrachtet  worden, 
welches  auch  für  die  zu  erlangenden  Resultate  ausreichend  war,  es 
kanu  aber  auch  von  Interesse  sein  in  Erfahrung  zu  bringen,  wie 
sich  strenge  genommen  die  durch  ein  terrestrisches  Ocular  dieser 
Haltung  gehenden  Lichtstrahlen  zu  einander  verhalten;  cs  soll  daher 
jetzt  der  Gang  einiger  derselben  durch  die  strengen  Gleichungen 
des  § I untersucht  werden.  Hiebei  sollen  indess,  um  nicht  zu  weit- 
lituftig  zu  werden,  blos  Lichtstrahlen  betrachtet  werden,  die  mit  der 
Abscissenachsc  in  Einer  Ebene  liegen,  und  das  achromatische  Ob- 
jectiv,  welches  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  ohnehin  nicht 
weiter  analysirt  werden  kann  , als  ein  vollkommenes  betrachtet 
werden. 

Da  das  vollkommene  achromatische  Ohjectiv  die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass  alle  durch  dasscllm  durchgehende  Lichtstrahlen 
so  behandelt  werden  können,  als  wtiren  sic  Centralstrahlen,  so  ist 
die  Gleichung  jedes  aus  solchem  Ohjectiv  ausfahrenden  Lichtstrahls 
überhaupt 

1/  = (e  — x)  i -t-  / 

oder 

;/  = (e  — x)  *'  -4- 1 

Für  die  Anwendung  des  Verfahrens  des  Art.  ff  I muss  aber  die 
Gleichung  dieses  Lichtstrahls  auf  die  Form 

i)  = ( a"  — x)  n"  + k" 

oder,  da  im  gegenwärtigen  Falle  die  erste  Oberfläche  der  ersten 
Ocularlinse  eine  Ebene  ist,  auf  die  Form 

>1  = {<]"  — x)  a"  k" 
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gebracht  werden.  Da  nun  t'  = «"  ist , so  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen 

k"  — t — (</"  — c)  t 
aus  welcher  k"  zu  berechnen  ist. 


Da  ferner  in  dem  zu  berechnenden  terrestrischen  Ocular  meh- 
rere der  brechenden  Oberflächen  Ebenen  sind,  so  kommen  auch  die 
Gleichungen  des  Art.  32  in  Betracht,  und  es  erscheint  aus  diesem 
Grunde  zweckmässig  die  erforderlichen  Gleichungen  für  den  gegen- 
wärtigen spcciellen  Fall  aus  den  Artt.  31  und  32  auszuschreiben 
und  zusammen  zu  stellen.  Diese  sind,  wenn  das  Brechungsver- 
hüllniss  wie  oben  mit  N bezeichnet  wird 

i . „ 

sin  u = -r.  sin  « 

N 

sin  («’  — ff)  = sin  — y-'Z-f’  co's  "* 

sin  (ur  — fl“)  = /V sin  {«"  — fl“) 
sin  a = sin  « ’ 


sin  («’  — ff)  = 


p -? 
P“  - 91 
jf-q' 


COS  • / ir  fjn\  . 0>v  — pw<  r . *► 

^sm  («  - fl")  C0S(t  'S“' 


ff -ff 


sin« 


sin  (a"  — ff)  = N sin  (a1  — ff) 

sin  (a'  — fl”)  = A*  sin  («’’  — ff)  ■+•  /?  sin n" 


sin  ( a " — ff')  = ^ sin  («”  — ff') 


sin  a"  = N sin  n“ 


• / im  ff'  — q"  COStt*7”  . / M-  . 7*"—  P* § 

in  0 ) — ' co8o‘«  sin 


sin  v ] — 

pv"  — qy"  • im 

+ sin  « 

sin  (a”  — ff“)  = _ ^ sin  («“"  — ff  ) 

* X!  »X 

sin  a = Af  sin  a 

r = 


sin  in'1— 


. i IW  »Xv  . »X 

•+■(/'  — 7 ) •«« 


worauf  die  Gleichung  dos  ausfahrenden  Lichtstrahls 

y = (?”  — *)  >g«'  + 

wird. 
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93. 


Die  VVerthe  der  p für  das  zu  berechnende  Ocular  findet  man 
aus  den  Angaben  des  Art.  87  wie  folgt,  welchen  ich  die  dort  schon 
befindlichen  Wcrthc  der  q beifüge. 


p"  = oo 
f = 538.45 

•V 

p — oo 
p = 582.00 
p"  = 741.09 
p"  = oo 
p ™ = 789.53 
p*  = oo 


q = 556.75 
q = 559.55 
q = 603.65 
q — 605.75 
q — 71  4.75 
q — 718.95 
<p  — 771.25 
q"  — 773.75 


Hieraus  folgen  die  zur  Berechnung  des  Weges  des  Lichtstrahls  er- 
forderlichen Constanten  der  Gleichungen  des  vor.  Art. 

log  = 9.9383 

log  = 8.6758« 

log  'G~C  ==  9.9486 

log  ~ß-  = 0.4386« 

log  t-jf  = 9.9599 

log  A'  = log  ~yr  — 9.9549« 

log  If  = log  = 0.7810 

!og  = «■<581’» 

. log  — 0.0831« 

^ p - r 

log  ß^fr  = «-5866 
log  [p"—q~ ) = 1.2621 
log  (/»"’  — q”)  = 1.1981 
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94. 


Berechnen  wir  zuerst  den  von  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes 
auf  das  Objectiv  einfallenden  Bandstrahl,  für  welchen  t — ,»r“  und 
l = 21.2  sind.  Zufolge  des  Art.  91  entsprechen  diesem  die  Werthe 
t = + 2#67,  i ==  — 4.52 

womit  der  Art.  92 

k“  = — 4.435 

giobt.  Mit  diesen  Werlhen  von  t = «"  und  k"  geben  die  Gleichun- 
gen und  die  Conslanten  der  beiden  vor.  Arll.  mit  Anwendung  des 
mittleren  Brechungsverhältnisses 

N—  1.53 

nach  und  nach 


a 

= 

2" 

40.0 

•n 

a 

= 

1 

44.0 

II 

tc 

o 

20.'0 

•V 

a 

= 

— 3 

58.4 

a 

= 

— 2 

35.8 

II 

11.7 

a' 

= 

— 5 

41.2 

II 

38.8 

a" 

= 

4 

10.8 

Vf» 

U 

= 

6 

24.2 

ff"  = 1 1 

28.1 

•X 

a 

= 

8 

9.7 

X 

ft 

— 

12 

32.8 

k ” = -+•  3.328 


Für  den  von  demselben  Punkt  des  Gegenstandes  ausgehenden 
Lichtstrahl,  welcher  das  Objectiv  am  entgegengesetzten  Rande  schnei- 
det, für  welchen  also  t = ,V,  J = — 21.2  sind,  giebt  die  Rech- 
nung, mit  Beibehaltung  des  obigen  Brechungsverhältnisses,  die  fol- 
genden Werthe.  Zuerst  werden 


und  hiemit 


*'  = — 1°83,  /’  = — 3.52' 
k"=  — 3.578 


(t 

= 

— i° 

50' 

»M 

a 

= 

— i 

11.9 

K" 

= 9»  37 '4 

rr 

a 

= 

— 7 

4.0 

V 

a 

= 

- 4 

36.7 

(f 

= — 5 9.9 

vt 

ft 

= 

- 4 

19.1 

er 

= 23  35.5 

V» 

a 

— 

5 

40.8 
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«""  = 8 31.8  = 6 18.3 

«*  = 8 9,0 

a — 12  31.8 

fc”  = ■+•  1.827 

Dein  von  (lemsell)en  Punkt  ausgehenden  Lichtstrahl , welcher 
die  Mille  des  Objeclivs  trifft,  gehören  * = /=0  an,  woraus 

zuerst 

«'=  0 42,  l — — 4.02 
k"  = — 4.007 

folgen,  ferner 


u 

= 

0°  25’ 

a" 

= 

0 

16.3 

ti" 

= 10°58.’9 

IV 

a 

= 

— 5 

32.3 

V 

a 

= 

— 3 

37.0 

ff 

— — 1 

1.8 

VI 

a 

= 

- 4 

59.4 

ff 

= 22 

35.6 

vti 

« 

SB 

4 

58.6 

ntt 

a 

= 

7 

37.6 

er 

' = 9 

7.5 

* X 

a 

= 

8 

8.7 

* 

a 

— 

12 

31.2 

F = + 2.574 


Zur  leichteren  Uebcrsicht  sollen  die  Einfalls-  und  Brechungs- 
winkel dieser  Lichtstrahlen  hier  zusammengestcllt  werden. 

Einfallswinkel.  Brechungswinkel. 

Erste  Oeularlinsc. 

Erste  Oberfläche. 

» t m 

(t  = a = 

— 1°  50',  + 0°25\  +2°  40'  | — 1°  12',  + 0«  16',  + 1"  45' 

Zweite  Oberfläche. 

«'  -er-  I «■  - ff  = 

— 10  49,  — 10  43,  — 10  35 1 — 16  41,  — 16  31 , — 16  18 

Zweite  Ocularlinse. 

Erste  Oberfläche. 

tv  I y 

u = : « = 

• - 7 4,  - 5 32.  - 3 38  | — 4 37 , - 3 37 , — 2 36 
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Zweite  Oberfläche. 

u -tf  = j n —(/  = 

+ 0®  33’,  — 2»  35’,  — 5«  18'  | + 0"  51',  — 3"  58',  — 8»  53' 

Drille  Ocularlinse. 

Erste  Oberfläche. 

«"  - (f  = - ff  = 

-27  55,  —27  35,  —27  20  — 17  19,  — 17  37,  —17  28 
Zweite  Oberfläche. 

tt*  | (Z* 

+ 3 17 , + 1 59 , + 1 H -+■  8 52,  -+-  7 38,  +«  21 


Vierte  Ocularlinse. 

Erste  Oberfläche.  ' 

+ 2 1,  —1  30,  — 5 4 ! + 1 21  , — 0 59,  — 3 18 

Zweite  Oberfläche. 

tt*  a tt  ■" 

+ » 9,  +8  9,  +«  10  -4-  12  32,  + 12  31,  + 12  33 

Da  alle  terrestrischen  Oculare  mit  geringen  Veränderungen  die- 
selbe Einrichtung  haben,  so  giobt  die  vorstehende  Zusammenstellung 
zu  erkennen,  dass  in  denselben  grosse  Einfallswinkel,  muue^llidi 
an  der  dritten  Ocularlinse,  Vorkommen;  bei  dem  hier  untersuchten 
Ocular  reichen  sie  bis  an  28°,  bei  welchem  Bogen  der  Sinus 
schon  mehr  als  Ein  Grad  kleiner  ist.  Demohngcachlct  bieten  die 
aus  der  letzten  Linse  ausfahrenden  Lichtstrahlen  in  ihrer  Neigung 
zur  Abscissenachsc  so  geringe  Verschiedenheit  dar,  dass  sie  für 
parallel  angesehen  werden  dürfen.  Auch  ist  diese  Neigung  sehr 
nahe  dieselbe,  die  durch  die  Berechnung,  in  welcher  sie  als  Central- 
slrahlen  behandelt  wurden,  gefunden  wurde.  Im  Art.  91  wurde 
*’  = «'=  12"  38.' 1 gefunden,  während  wir  hier  im  Mittel  <t  — 12° 
31.'9  erhalten  haben.  Die  hier  erhaltenen  Werthe  für  k"  weichen 
mehr  von  jenen  ab,  da  sich  hier 

ife"  = DitT. 


1.827 

2.574 

3.328 


0.717 

0.754 
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wahrend  im  Art.  91,  wenn  inan  durch  die  Gleichung 

r = r + v 

rcducirt 


r = 

2.74 


3.44 

4.14 


Diff. 

0.70 

0.70 


erhalten  wurde.  Ihre  Unterschiede  zeigen  aber,  wie  man  sieht,  weit 
grössere  Uebereinstiinmung. 


Zum  Zweck  etwaiger  weiteren  Vergleichungen  bemerke  ich,  dass 
filr  jede  ganze  und  positive  Zahl  n,  die  Null  eingeschlosscn, 


a 


!*♦!  _ 


e*  _ qt*  • „ 

qV>  * t _ qV  * 


sind,  so  wie  dass 


ql*  + l - ql*  * 


kn  = (p’  — q")  sin  0” 


wenn  nicht  etwa  (p" — q")  unendlich  gross  ist,  in  welchem  Falle 
man 


*•  = - y-  - 1' 


+ <f— 


bekommt. 


95. 

Untersuchen  wir  auch  den  Gang  von  Lichtstrahlen  anderer 
Brechung  durch  dasselbe  Ocular.  Setzen  wir 

N = 1.518 

so  wird  dieses  Brechungsverhaltniss  den  rothen  Lichtstrahlen  angehö- 
ren, wenn  das  vorher  angewandte  den  mittleren  angehört.  Sei  zuerst 
wie  oben 

« = tV  , /=  21.2 

dann  werden  wieder 

« = 2°67,  i = — 4.52 
k"  = - 4.435 

und  hieraus  folgen  jetzt 
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« 

= 

2°  40' 

a” 

= 

1 45.  4 

0'"  = 12°  20-'1 

»r 

a 

= 

— 3 50.6 

¥ 

a 

= 

— 2 31.9 

(f  = 3 25.9 

n 

U 

= 

— 5 38.5 

(/'  = 21  1 2.3 

M» 

a 

= 

3 53.5 

¥W 

a 

= 

5 54.8 

ti""  =12  19.6 

•X 

« 

= 

8 6.4 

U 

= 

12  21.6 

r = 

3.606 

Seien  ferner 

r=  ,»«\  l 

= — 21.2 

«'  = — 1°83  , 

/'  = — 3.52 

k"  = - 

- 3.578 

dann  werden 

H 

« 

= 

— 1°  50' 

a" 

= 

— 1 12.5 

ff"  = 9°  37.'3 

•¥ 

a 

= 

— 6 56.9 

u 

== 

— 4 34.3 

ff  = — 4 56.4 

M 

U 

= 

— 4 22.9 

ff'  = 23  40.0 

Mf 

it 

= 

5 37.2 

rw 

a 

= 

8 32.9 

ff'"  = 7 50.7 

$x 

a 

= 

8 18.5 

X 

a 

= 

12  40.2 

ft“  — 

2.156 

Seien  auch 

o 

II 

> 

1 = 0 

t = 0°42 , 

l'  = — 4.02 

ft*  = - 

- 4.007 

dann  erhalten  wir 

a 

= 

0°  25' 

»n 

a 

= 

0 16.5 

ff“  = 1 0°  59.'2 

n 

CC 

= 

— 5 23.9 

¥ 

a 

= 

— 3 33.2 

ff  = — 0 45.6 

r» 

a 

= 

— 5 0.2 

ff'  = 22  23.1 

IH 

u 

== 

4 44.4 
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«*'"==  7 1 2.4  — 10  4 0 

«”  = 8 11.2 

« = 12  28.9 

k“  = 2.879 

Aus  den  eben  erhaltenen  Werlhen  von  nemlicli 
12“  40.'2,  1 2°  28.'9  , 12“  21. '6 


erkennt  man,  dass  für  die  rollten  Lichtstrahlen  der  Parallelisinus  der 
ausfahrenden  Strahlen  weniger  vollständig  ist,  als  der  der  mittleren, 
und  es  lasst  sich  erwarten,  dass  die  violetten  Lichtstrahlen  ein  ähn- 
liches Verhalten  zeigen  werden.  Besser  stimmen  die  Wertlie  des 
Ausfallspunkts  k'\  für  welchen  erhallen  wurde 


und  die  nahe  0“™:t 
zukommenden. 


2.156 
2.879 
3.606 
grösser  sind. 


Diff. 

0.723 

0.727 

als  die  den  mittleren 


Lichtstrahlen 


96. 

Das  eben  untersuchte  terrestrische  Ocular  ist  ein  sogenanntes 
pankratischcs ; es  besitzt  neinlich  die  Einrichtung,  dass  man  durch 
Verschiebung  eines  besonderen  Hohrs  die  Entfernung  zwischen  der 
zweiten  und  dritten  Ocularlinsc  innerhalb  gewisser  Grenzen  verän- 
dern kann , wahrend  die  Entfernungen  zwischen  der  ersten  und 
zweiten,  so  wie  die  zwischen  der  drillen  und  vierten  Ocularlinsc 
unverändert  bleiben.  Die  im  Vorhergehenden  angeführten  und  an- 
gewandten Dimensionen  beziehen  sich  auf  das  Minimum  der  verän- 
derlichen Entfernung;  betrachten  wir  einen  Augenblick  das  Maximum 
derselben. 

Das  Maximum  der  Verschiebung  betragt  1 1 1 Millimeter,  und  die 
Entfernung  der  zweiten  von  der  dritten  Ocularlinsc  wird  um  eiten 
so  viel  vergrössert.  Es  wird  daher  bei  Anwendung  der  ganzen 
möglichen  Verschiebung  it  = 220.0.  Aber  für  das  deutliche  Sehen 
müssen  jetzt  alle  Ocularlinsen  dem  Ohjeeliv  etwas  genähert  wer- 
den, und  zwar,  wie  man  leicht  findet,  um  5.837,  weshalb  jetzt 
d'=  541.193  wird.  Die  Abscissen  </’.  if,  etc.  nebst  den  llaupt- 
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und  den  Brennpunkten  erleiden  entsprechende  Veränderungen , jene 
werden  Für  die  einzelnen  Linsen 


7=0 

q'  = 9-7  , 

<j'  = »50.893  , 
f = 553.693  , 
q"  = 597.793  , 
q‘  = 599.893  , 
q'  = 819.893, 
q"  = 824.093  , 
9 = 876.393  , 
q*  = 878.893 , 


e = 1.923 

e = 5.468 

e'  = 552.723 
e'  = 553.693 
e"  =599.166 
e”  = 599.893 
e"  = 819.893 
e'"  = 821.348 
en  = 876.393 
e“  = 877.259 


^ = 547.255 
^ = 45.473 
/f  = 220.0 

st'"  = 55.045 


97. 


Es  sollen  jetzt  nur  die  nun  slattlindende  Vergrösserung  des 
Fernrohrs,  hebst  dem  Orte  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt  be- 
rechnet werden.  Die  Gesammtbrennweitcn  der  beiden  ersten,  so  wie 
der  beiden  letzten  Oculni'linsen  sind  selbstverständlich  dieselben  wie 
vorher , und  die  dazu  gehörigen  Haupt-  und  Brennpunkte  sind  von 
den  vorhergehenden  nur  um  don  Unterschied  der  jetzigen  Werthe  der 
betreflenden  e verschieden.  Letztere  werden  hier  nicht  alle  gebraucht, 
und  wir  fuhren  daher  nur  die  betreffenden  Werthe  .nach  dem  Art. 
mit  Berücksichtigung  des  neuen  Werlhes  von  e an.  Diese  sind 


= 45.570  , tf/  = 598.978 
0"',,  = 58.81 3 


Zufolge  des  Art.  55  bekommen  wir  nun  schon  die  Gesammt- 
brennweite  des  Objectivs  und  der  beiden  ersten  Ocularlinsen  durch 
die  Gleichung 


0»  — _ ,r'p'» 

- i + - (*'„  - <•,) 


woraus 


= — 3099.2 


folgt.  Die  jetzige,  oder  die  grösste,  Vergrösserung  des  Fernrohrs 
wird  daher 


_*°» 

er», 


52.72 


and  verhalt  sich  also  zu  der  im  Vorhergehenden  erhaltenen  klein- 
sten nahe  wie  5 : 3. 


/ 
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Von  den  anderen  Verfahrungsarlen  die  Vergrösserung  zu  erhal- 
ten wollen  wir  hier,  der  Kürze  wegen,  absehen. 

98. 

Zur  Berechnung  des  Ortes  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkls 
soll  das  Verfuhren  des  ArL  59  angewandt  werden.  Dieses  giebl 
a = 1.923  « = — 1.930 

a = 549.185  «’  = 42.91 

a"  = 2.50  u = — 2.715 

d"  — 222.715  «'"=  03.99 

«”  = — 8.94  «”  = 7.10 

woraus 

J = 884.30 

folgt.  Dieser  Punkt  ist  also  wieder  reel,  und  liegt  5“"47  hinter  der 
letzten  Ocularlinsc. 

Für  den  Gegenpunkt  bekommt  man 

f = 1.034  c"  = — 1.G7G 

y"’  = 50.721  c'=  401.52 

y"  = — 181.52  c = 35.932 

y'  = 9.541  c'  = — 12.549 

y = 559.804  c = 15264. 

und  hieraus 

J = — 15262. 

Der  Gegenpunkt  liegt  also  jetzt  nahe  15J  Meter  vor  dem  Objectiv. 

99. 

Seit  der  Erfindung  der  Photographie  Italien  die  bis  dahin  ge- 
bräuchlichen dioptrischen  Instrumente  einen  Zuwachs  erhalten.  Zur 
Camera  obscura , durch  deren  Hülfe  die  Aufnahme  von  irdischen 
Gegenständen  bewirkt  wird,  bedarf  der  Photograph  ein  Objectiv, 
welches  anderen  Forderungen  gnügen  muss,  als  das  achromatische 
Objectiv  eines  Fernrohrs,  und  da  diese  Forderungen  ausgedehnter  sind, 
so  müssen  die  zur  Photographie  anzuwendenden  Objective  verschie- 
denartig construirl  werden,  je  nachdem  sic  zur  Aufnahme  der  einen 
oder  anderen  Gattung  von  Gegenständen  dienen  sollen.  Im  All- 
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gemeinen  bestehen  die  Objective  der  Camera  ohsnira  ans  zwei  in 
massiger  Entfernung  von  einander  befindlichen  Linsen,  deren  jede 
eine  aas  Flint-  und  Kronglas  zusammengesetzte  Doppellinsc  ist,  und 
man  findet  auch  sogar  bei  Objectiven,  die,  zu  einem  und  demselben 
Zwecke  dienend,  von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,  Ver- 
schiedenheiten in  der  Einrichtung  derselben.  Ich  habe  eine  ziem- 
liche Anzahl  solcher  Objective  gesehen,  aber  noch  nie  Gelegenheit 
oder  Veranlassung  zur  näheren  Untersuchung  derselben  gehabt. 

Eine  andere  Gattung  von  dioptrischen  Instrumenten  hat  die 
Astrophotographie  hervorgerufen,  nemlich  besonders  zu  diesem  Zwecke 
construirte  Oculare.  Um  einen  cOlestischen  Gegenstand  photogra- 
phisch abzubilden,  bedarf  es  vor  Allem  eines  Objectivs  von  grosser 
Brennweite,  welches  wie  bei  einem  Fernrohr  an  dem  einen  Ende 
eines  Rohrs  von  angemessener  Lange  anzubringen  ist,  und  entweder 
ganz  oder  nahe  ebenso  construirt  werden  kann  wie  das  eines  Fern- 
rohrs; besondere  Constructionen  des  Objectivs,  wenn  sie  in  der  Thal 
mehr  leisten  als  das  eines  Fernrohrs , sollen  durch  das  Vorstehende 
nicht  ausgeschlossen  werden.  Das  Bild  des  Gegenstandes,  welches 
in  dem  zweiten  Brennpunkt  des  Objectivs  entsteht,  könnte  schon 
zur  photographischen  Aufnahme  benutzt  werden,  wenn  man  nicht 
grösserer  bedürfte,  oder  solche  wenigstens  wünschte.  Auch  ist  die 
Anwendung  des  Focalbildes  jedenfalls  unbrauchbar,  wenn  man  auf 
der  Photographie  Messungen  vornehmen  will,  bei  welchen  man  von 
festen,  nici.t  zum  Bilde  gehörigen,  graden  Linien  ausgehen  muss. 
Aus  .diesen  Gründen  sieht  man  sich  veranlasst  , in  dem  Instrument 
ein  zweites  Bild  herzustellen,  welches  eine  angemessene  Vergrösserung 
des  Focalbildes  gewährt,  und  dieses  kann  nur  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass  man  hinter  dem  Brennpunkt  des  Objectivs  ein  auf  an- 
gemessene Weise  conslruirtes  O ular  anbringt,  durch  welches  dieses 
zweite  Bild  erzeugt  wird.  Zugleich  wird  man  dadurch  in  den  Stand 
gesetzt , sich  die  eben  erwtlhnten  Linien  auf  dem  photographischen 
Bilde  zu  verschaffen,  die  zu  Ausgangspunkten  für  die  anzusU'llenden 
Messungen  dienen  sollen , und  die  am  Einfachsten  dadurch  her- 
gestellt werden,  dass  man  in  der  Ebene  des  Focalbildes  Spinnofaden 
einzieht. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Instrumente  müssen  strenge  genom- 
men die  chemischen  Strahlen  statt  der  optischen  in  Betracht  gezogen 

AMundl.  d.  li  S.  Gesellurli  d.  \Vi«wn«,b.  XV.  | ‘J 
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werden,  jedoch  scheinen  die  Brechungen  dieser  von  denen  jener  nur 
sehr  wenig  verschieden  zu  sein. 

Hie  Vornahme  von  Messungen  auf  einem  solchen  photographi- 
schen Bilde  setzt  voraus,  dass  Bild  und  Gegenstand  einander  in  allen 
ihren  Theilen  proportional  seien,  aber  man  wird  wohl  kein  öcular 
construiren  können,  welches  dieser  Bedingung  in  gewünschter  Strenge 
Gnllgc  leistet,  wenn  gleich  dieses  von  dem  hier  anzuwendenden  Ob- 
jectiv,  oder  vielmehr  dessen  Focalbilde,  vorausgesetzt  werden  kann. 
Ich  habe  aber  vor  einiger  Zeit  ein  Verfahren  entwickelt,  durch  wel- 
ches man  solchen  Mangel  an  Proportionalität,  nach  vorangegangenen, 
darauf  hingerichtelen  Versuchen,  vermittelst  einer  einfachen  Rech- 
nung berücksichtigen,  und  völlig  unschädlich  machen  kann.  Ich  werde 
dieses  Verfahren  in  einem  besonderen  Aufsatz«;  veröffentlichen. 

Es  darf  wohl  als  selbstverständlich  betrachtet  werden,  dass 
man  zur  Erlangung  von  genauen  Resultaten  der  vorzunehmenden 
Abmessungen  sich  keiner  Copien  des  photographischen  Bildes,  son- 
dern nur  des  ursprünglich  auf  der  Glasplatte  erhaltenen  negativen 
Bildes  bedienen  darf.  Aber  auch  selbst  in  diesem  Falle  findet  Ihm 
dem  gewöhnlichen  Verfahren  ein  Umstand  statt,  von  welchem  eine 
nachtheilige  Wirkung  nicht  in  »len  Bereich  der  Unmöglichkeit  gestellt 
werden  kann,  der  Umstand  nemlich,  dass  die  vorbereitete  Glasplatte, 
während  die  Belegung  derselben  noch  feucht  ist.  der  Einwirkung 
des  Lichts  ausgeselzt  wird.  Es  können  hiedurch  nach  der  Aufnahme 
sehr  wohl  Verschiebungen  einzelner  Theile  des  Bildes,  oder  wenig- 
stens Undeutlichk»;iten  in  den  Umrissen  der  einzelnen  Theile  dessel- 
ben  hervorgebracht  werden.  Undeutliche  Darstellungen  von  an  sich 
scharf  begrenzten  Linien,  die  sich  auf  einigen  mir  vorgi'legten  photo- 
graphischen Bildern  befanden,  meine  ich  diesem  Umstande  zuschrei- 
ben zu  müssen,  obgleich  man  andererseits  geneigt  war,  ihre  Ursache 
in  einer  Unvollkommenheit  des  angewandten  Instruments  zu  suchen. 

Die  Anwendung  der  sogenannten  Trockenbilder  lässt  hoffen, 
von  dmsein  Uebelstande  befreit  zu  bleiben,  da  hiebei  nur  bei  der 
Hervorrufung  des  Bildes  Feuchtigkeit  in  Anwendung  kommt,  und  die 
Glasplatte  hiebei  in  horizontaler  Lage  erhalten  werden  kann : mehr 
abi;r  darf  man  erwarten,  durch  die  Anwendung  der  Daguerrolypie 
statt  der  Photographie  reine  und  scharfe,  unveränderte  Bilder  zu 
erhalten,  da  hiebei  gar  keine  Feuchtigkeiten  während  der  Aufnahme 
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und  der  Hervorrufung  der  Bilder  mitvvirken.  Es  möchte  daher  sich 
sehr  empfehlen,  Versuche  dieser  Art  anzuslellen. 

1 00. 

Von  solchen  photographischen  Ocularen  ist  mir  -Eins  naher  be- 
kannt, und  zwar  dasjenige,  welches  der  Astronomischen  Gesellschaft 
gehört.  Dieses  Ocular  habe  ich,  soweit  die  Umstände  es  zuliessen, 
untersucht,  und  werde  die  Ergebnisse  derselben  hier  unfOhren. 

Das  genannte  Ocular  besteht  aus  zwei  Doppellinsen  (wahr- 
scheinlich aus  einer  Flint-  und  einer  Kronglaslinse) , die  in  einem 
und  demselben  Kohr  so  angebracht  sind , dass  ihre  Entfernung  un- 
veränderlich ist.  Dieses  Kohr  ist  von  einem  zweiten  umgeben,  worin 
eine  Blendung  sich  befindet,  und  wird  mit  dem  einen  Ende  an  das 
Rohr  des  Objectivs  angeschraubt , wogegen  am  anderen  Ende  die 
zur  Aufnahme  der  vorbereiteten  Glasplatte  dienende  Camera  obscura 
angeschraubt  wird.  Die  Linsen  lassen  sich  zwar  aus  ihren  Fassungen 
heraus  nehmen,  aber  sie  sind  an  einander  gekittet,  weshalb  ich  ihre 
inneren  Halbmesser  nicht  habe  untersuchen  können , und  jede  der- 
selben in  den  folgenden  Untersuchungen  als  eine  einfache  Linse  be- 
trachten muss. 

Die  äusseren  Halbmesser  sind  je  zwei  einander  so  nahe  gleich, 
dass  meine  Apparate  gar  keinen  Unterschied  angegeben  haben,  es 
ist  aber  die  erste  Linse  Ein  Millimeter  dicker  als  die  zweite.  Ob 
die  inneren  Halbmesser  der  einen  Linse  denen  der  anderen  auch 
gleich  sind,  kann  ich  aus  der  angeführten  Ursache  nicht  bestimmen, 
jedoch  habe  ich  Grund  anzunehmen,  dass  sie  verschieden  seien. 

Den  einer  grösst  möglichen  Sehne  angehörigen  Pfeil  des  ersten 
Halbmessers  der  ersten,  und  des  zweiten  Halbmessers  der  zweiten 
Linse  fand  ich  im  Mittel  aus  mehreren  Versuchen  = 2“”039 , und 
den  derselben  Sehne  angehörigen  Pfeil  der  beiden  anderen  Halb- 
messer = 2““öi2.  Die  Brennweite  der  ersten  Linse  ergab  sich 
= 88.98  und  ihre  Dicke  = 10.2,  die  Brennweite  der  zweiten  Linse 
= 89. 1 2 und  ihre  Dicke  = 1 5.2 ; die  Entfernung  der  einander  zu- 
gekehrlen  Oberflächen  der  beiden  Linsen  = 35.6. 

Nimmt  map  den  Satz  zu  Hülfe,  dass  bei  kleinen  Krümmungen 
die  Pfeile,  die  auf  derselben  Sehne  stehen,  sich  sehr  nahe  umgekehrt 

13  * 
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zu  einander  verhalten , wie  die  Halbmesser  der  Kreise,  denen  sie 
angeboren,  so  kommt  man  auf  die  folgenden  Gleichungen.  Wenn  </ 
den  Pleil  bezeichnet,  welcher  zum  Halbmesser  r,  oder  dessen  Sub- 

stilul  (j  , und  <i  den  Pfeil,  welcher  zu  r oder  p gehört,  so  werden 

e'-f”ip  + »7V  = 0 

lliemil  erhielt  ich  die  folgenden  Daten 

p = 194.2  , p/  = 135.8  , d'  = 10.23  , <f>’  = 88.98 

p"  = 1 36.2  , = 1 94.7  , « " = 9.08  , tp  = 89. 1 2 

die  nebst  dem  Brechungs\ erhttltniss  A = 1.37  den  folgenden  Unter- 
suchungen zu  Grunde  gelegt  worden  sind. 

Ich  habe  hier  bei  den  Bezeichnungen  der  Grossen , die  der 
ersten  Linse  angehören,  Einen  Strich  angewandt,  weil  weiter  unten 
dieses  Ocular  mit  einem  Objectiv  in  Verbindung  gebracht  werden  soll. 


Aus  den  Angaben  des  vor.  ! 

<('  = 16.2 
tt"  = 33.6 
d"  — 13.2 

und  hiemit  die  Hauptpunkte  der 
d = 3.844 
' e'  = 11.512 
e"  = 36.232 
= 61.476 

Durch  die  Gleichungen  des  Art. 

«’  = 88.98 
u"  — — 44.26  , = 29.57 

M 

V — — 23.78 

a 

Die  Hauptpunkte  werden  nicht 
die  Anwendung  der  Gleichungen 


rt.  erhiilt  man 

<i"  = o 

i f = 1 6.2 
//"  =51.8 
if  = 67.0 
einzelnen  Linsen 

J = 44.720  . 

68  u f.  ergeben  sich 

,1"  = 89. 1 2 
; b‘  = — 44.40  , ti'  = 29.62 
= 59.46 

F‘  = 9 1 .05 

gebraucht.  Man  kann  jetzt  durch 
(34)  die  Abscisse  des  Gegenstandes 
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; — <f,  so  wie  die  des  Hildes  jf  — </  berechnen,  die  irgend  einer 
im  Voraus  bestimmten  Vergrösserung  des  Focalbildes  durch  dieses 
Ocular  entspricht.  Unter  Annahme  mehrerer  verschiedener  Vergrös- 
scrungen  habe  ich  die  folgenden  Werthe  dieser  Abscissen  erhalten. 
Für 


II 

2maligc  Vi 

ugrösserung  — 53.52 

1 43.0 

3 — 

— — 43.61 

202.5 

V — 

— 38.66 

261.9 

3 — 

— 33.68 

321.4 

6 — 

— — 33.70 

380.9 

In  wie  lern  das  in  Hede  stellende  Ocular  durch  seine  Construction 
befähigt  ist,  bei  diesen  Vergrösserungen  deutliche  und  scharfe  Bilder 
zu  gehen , kann  ich  freilich  hier  nicht  theoretisch  untersuchen , da 
ilie  innere  Construction  der  beiden  Linsen  • mir  nicht  zugänglich  ist, 
aber  durch  Versuche  habe  ich  in  Erfahrung  gebracht,  dass  dasselbe 
bei  einer  fünfmaligen  Vergrösserung  sehr  scharf  begrenzte  Bilder 
giebt. 


102. 

Das  Objectiv  des  heliopholographischen  Instruments,  von  wel- 
chem das  hier  betrachtete  Ocular  ein  Theil  ist , hat  ohngefithr  acht 
hiss  Brennweite,  weiter  ist  mir  aber  von  demselben  nicht  v iel  mehr 
iiekannt.  Da  das  oben  analysirte  Königsberger  Objectiv  auch  ohn- 
gefithr acht  Kuss  Brennweite  besitzt,  so  will  ich  dieses  mit  dem 
Ocular  in  Verbindung  bringen,  und  die  OefTnungen  u.  s.  w.  der  Lin- 
sen bestimmen,  die  für  den  Durchgang  des  Sonnenbildes  durch  das- 
selbe erforderlich  sind. 

Betrachten  wir  dieses  Objectiv  als  die  erste  Linse  des  Instru- 
ments, nehmen  wir  die  erforderlichen  Data  aus  dem  Art.  71,  und 
verwandeln  sie  in  Millimeter,  so  ergeben  sich 

if  = 253 1.36 
e = fi.02 

c = 1 4.06 

f = 2365.62 
d = 22.36 
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von  welchen  aber  c,  « , /'  voraussetzen , «lass  der  Anfangspunkt  der 
Aliscis.sen  in  dem  Durchsehuitlspunkt  der  ersten  Oberfläche  des  Ob- 
jeclivs  mit  der  Abseissenachse  liege.  Ich  werde  nun  zuerst  ilie 
Rechnungen  in  der  Annahme,  dass  das  Ocular  das  Focalbild  des 
Objectivs 

3 m a 1 

vergrösseru  soll,  durchfuhren.  Die  Entfernung  der  letzten  Oberfläche 
des  Objectivs  von  der  ersten  der  ersten  Ocularlinse  ist  nun  augen- 
scheinlich gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkts  f von  der  erst 
genannten  Oberfläche,  oder  /'  — d,  vergrössert  um  den  Abstand  des 
Gegenstandes  von  der  letzt  genannten  Oberfläche  bei  einer  drei- 
maligen Vergrösserung , also 

d'  = '2565.(52  — 22.56  -+-  45.61 
= 2586.67 

Mil  Beibehaltung  des  Anfangspunkts  der  Abscissen  im  Punkt  q", 
werden  also 

q = — 2606.23 
q = — 2586.67 
q=0 

etc. 

es  bleiben  nemlich  die  übrigen  q so  wie  sie  oben  waren.  Es  wer- 
den ausserdem 

e ==  — 2603.21 

c = — 2.>»o.  I 7 / = 260 1.01 

e = -+-  5.84 

etc. 

/ 

Rechnen  wir  nun  die  Vereinigungsweiten,  so  bekommen  wir 


(t 

— 2 

551.56  fl  — 

89.12 

a = 49.45,  « 

— — 

111.3316'  = — 44.40  , fl'  = 

29.62 

ii  — 156.05,  ii 

' = 

207.75  6 = 2571  39  , fl  = 

330600. 

u 

— 

88.98 ! fl'  = 

88.98 

a"  = — 44.26  , u 

’ = 

29.57  6 = 2512.03 , fl,  = - 

162200. 

von  welchen  die, 

welche 

sich  blos  auf  die  Ocularlinsen 

beziehen. 

dieselben  sind  wie 

oben. 

Ferner  werden 
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0°  = 5744. 

F°  = 159597.  F'„  = — 99.82 

0"  ==  — 7648. 

F°  = — 333203.  F"»  = 259.23 

<F  = 59.46 

F = — 23.78  F'  = 91.05 

wovon  die  letzten  wieder  dieselben  sinil  wie  oben,  lliemit  werden 
log  C = 8.3513 

— C = 7.9989  log  D"  = 1.4507« 

— C’”  = 7.8745«  — I)  = 1.3588« 

log  C'  = 8.2874«  log  I)'  = 1.6571 « 

— F"=  8.4340«  — ir=  1.3688« 

also  durch  die  Gleichungen  48) 

*'  = * -4-  0.0225/,  /’  = — 45.40*  — 0.0194  / 

r = — 28.23#  •+■  0.0100/,  r = — 23.38*  — 0.0272/ 

*"  = _ 43.24*  — 0.0075/,. 

in  welchen  wie  früher  die  Einheit  der  Winkel  *,  *',  etc.  Ein 
Grad  ist. 

103. 

Die  halbe  OelTnung  des  benutzten  Objectivs  betrügt  79  Milli- 
meter. Nehmen  wir  nun  den  Sonnenhalhinesser  = 16  = * an, 
und  denken  uns  den  Sonneninittelpunkt  in  der  Verlängerung  der 
Abseissenachse,  so  erhalten  wir  für 

* = ~ und  / = 0 

1 5 

*'  = + 0“27  /'  = — 12.11 

*''  = — 7.53  /’  = — 6.23 

*'”=  — 11 .53 

* = 0 und  / = 79 

*'  = + 1.78  /'  = — 1.53 

*"=-1-0.79  /"=  — 2.15 

*"=  — 0.59 
und  hieraus  folgt  für 
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t = ~ und  / = 79 

15 

t ~ -+-  2"03  t = — 13.G4 

f'  = — G.74  / = — 8.38 

*'=  - 12.12 

t = * und  / = 

1 .» 

t'  = — 1*51  / 

*'  = — 8.32  / 

#*=  — 1 0.94 

Die  grösste  OofTnung,  die  erforderlich  ist,  um  alle  vom  coneen- 
trischen  Sonnenbilde  auf  das  übjccliv  fallende  Lichtstrahlen  dureh- 
zulassen , betrügt  also  für  die  erste  Ocularlinse  sehr  nahe  27.3,  und 
für  die  zweite  IG. 8 Millimeter.  Jede  dieser  Linsen  hat  eine  OelT- 
nung  von  obngcftibr  40  Millimeter,  und  ist  also  weit  mehr  als  hin- 
reichend gross.  Wenn  man  sich  das  Sonnenbild  in  excenlrischer 
Lage  zum  Instrument  denkt,  so  muss  t angemessen  vergrössert  wer- 
den, und  die  Folge  davon  ist,  da’ss  etwas  grössere  OelTnungen  der 
Ocularlinsen  in  Anspruch  genommen  werden.  Es  kann  sich  jeder 
leicht  diese  OelTnungcn  für  verschiedene  Annahmen  über  die  Lage 
des  Sonnenbildes  aus  den  numerischen  Gleichungen  des  vor.  Art. 
berechnen.  Es  ist  aber  aus  anderen  Gründen  von  entschiedenem 
Vortheil,  bei  den  photographischen  Aufnahmen  der  Sonne  diese  mög- 
lichst eoncentrisch  im  Instrumente  zu  erhalten , wozu  Hillfsinilld 
vorhanden  sind. 


— 79 

= — 10.58 
' = — 4.08 


• 104. 

Es  ist  von  Interesse  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  wenig- 
stens unniihernd  kennen  zu  lernen,  die  in  diesem  Ocular  Vorkommen. 

Es  dienen  dazu  die  folgenden  Gleichungen, 

• n"  *" 

sin  0 = -s — s it  = f 

P -9 

sin  CT  — ...  «"  = t 

P — 9 

elc.  etc. 

in  welchen  hier  stall  der  Sinusse  die  Bögen  geselzl  werden  dürfen. 
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k = t -t-  [e  — <f  j t 
k'°  = l -h  e;-q)t 
k"  = f ■+■  ((“"  — q f 
k‘  = /'•+•  ( e"~  q (" 

etc. 

und  vermöge  der  zweiten  Fundamentalgleiclning  des  Art.  36, 

im  U"  ~ k " 


etc. 


Es  bekommen  hierauf  die  Einfallswinkel  die  Ausdrücke 
u — (J  . n — (/' , a — 0“  , etc. 
und  die  Brechungswinkel  die  Ausdrücke 

u — ü" , a"  — tf.  u — ö“  , elc. 

Für  das  in  Rede  stehende  Ocular  sind 

log  <[p" — q")  = 2.0441  q —q  — 16-2 

_ (p-  — f)  = 1 .9484  n q — q — 1 5-2 

_ (p"  — q*)  = 1.9496 
— (P*  — <f)  = 2.0452  h 

hiemit,  und  mit  den  übrigen  oben  gegebenen  Daten,  findet  sich  für 
< = ^ und  / = 79 

6"  = — 6“93,  k"  — — 13,431 , a"  = + 2°05 

ff  = + 8.47,  r=  - 13.128,  «"  = - 108 

& 1 = — 5.70,  r=  — 8.864,  «'■=  - 6.74 

ff  = + 3.75,  = - 7.221,  « = - 6.19 

ct  = — 12.12 


und  es  werden  also  für  die 

Einfallswinkel  Brechungswinkel 

I 1.  Oberll.  « — 6"  = ■+■  9° 0 «"  — (f  — + 5°9 

t.  Linse  | 2 ^ f{,  _(f  = _ 9 6 „»  _ flr_  _ 1 5.2 

ii.  „ u — e"  = — i.o  — o"  = — 0.5 

2.  Linse  | ± 9.9  - (i  = - 1 5.9 


Man  sieht  hieraus,  dass  für  den  üussersten  Lichtstrahl  die  grössten 
Brechungen  in  beiden  Ocularlinsen  einander  nahe  gleich  sind,  so 
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wie  dass  die  Brechung  durch  die  erste  Oberfläche  der  zweiten 
Ocularlinse  sehr  klein  ist. 


105. 

Es  ist  in  diesem  Ocular  noch  ein  merkwürdiger  Punkt  zu  be- 
trachten, nemlich  das  Bild  des  Objectivs , welches  nach  dem  Durch- 
gänge der  Lichtstrahlen  durch  alle  drei  Linsen  entsteht , hinter  der 
letzten  Linse  liegt,  und  folglich  reel  wird.  Es  ist  dfeses  Bild  dem 
im  Orte  des  Auges  bei  Fernröhren  liegenden  Bilde  analog. 

Man  lindet  die  (Koordinaten  desselben  durch  die  Gleichungen 
(54),  nachdem  darin  < /,  F 0 , F"0,  <P*  bez.  statt  £ , F,  F,  <P  sub- 
stituirt,  und  statt  ij  die  halbe  Oeft'nung  des  Objectivs  gesetzt  worden 
sind.  Die  Rechnung  giebt 

f — qr  = ■+■  25.28 
<j"  = — 1 .83 

Dieses  Bild  liegt  also  nahe  25  Millimeter  hinter  der  letzten  Ocular- 
linse, und  hat  einen  Durchmesser  von  3.7  Millimeter.  Am  Orte  die- 
ses Bildes  ist  der  Durchmesser  des  Strahlenkegels,  welcher  über- 
haupt, und  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesichtsfeld,  das  Instrument 
durchlaufen  kann,  ein  Minimum,  und  alle  Lichtstrahlen,  die  die  pho- 
tographische Platte  treffen  können,  müssen  durch  diesen  kleinen 
Kreis  gehen.  Der  Ort  desselben  eignet  sich  daher  vorzüglich  zur 
Anbringung  einer  Blendung,  deren  Oefl'nung  den  Durchmesser  dieses 
Kreises  zu  erhalten  hat. 


10(5. 

Um  den  Weg  der  Lichtstrahlen  durch  dieses  Instrument  auch 
kennen  zu  lernen,  wenn  das  Ocular  auf  eine  andere  Vergrösserung 
eingestellt  worden  ist,  soll  die  Berechnung  auch  für  eine 

ömalige  Vergrösserung 
desselben  Oculars  kurz  durchgeführt  werden. 

Es  wird  zuerst  zufolge  des  Vorhergehenden 

il'  = 2565.02  — 22.56  + 35.68 
= 2578.74 

also 
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q = — 2601.30 
q = — 2578.74 

</'  = 0 

etc. 

r = — 2595.28 

c,=  - 2587.24  /=  2593  08 

e = 5.8  4 

etc. 

und  die  Vereinigungsweiten,  die  von  den  vorhergehenden  verschie- 
den werden,  sind 

",  = i'  :2’  “’„=  " . I b = 2363.46,  ß = 549600. 

u = 122.56,  « = 326.8  j — 

I I,  = 2504.10,  ß,  = — 134620. 

woraus  — 4784. 

F°  = 132023.  F„=  —66.33 

0 0 = — I 2753. 


j b = 2563.46, 

= 

549600. 

b = 2504.10, 

Ä« 

— 134620. 

F 0 = — 332195. 
log  = 8.33 1 3 

— C"  = 8.0783 

— = 7.6325» 


r„=  388.3 

log  I)  = 1.4493h 
— [)'=  1.6345h 


log  C = 8.21 1 4»  log  />'  = 1.6357» 

— £”'  = 8.4086»  — ^”=  4-3674« 

folgen . Also 

f'  — f -+-  0.0225  /,  /'  = — 45.26  # — 0.0163  / 

— — 28.14s  -+-  0.0120/,  f = — 23.30  f — 0.0256/ 
#"  = — 43.10#  — 0.0045/ 
und  für  , = 1 Und  / = 79 

e = -+-  2°05  / = — 13.36 

#’  = — 6.36  l — — 8.24 

# = — 1 1 .85 

# = ^ und  / = — 79 


# = ^ und  / = 79 


#’  = — 1 °5 1 
#'  = — 8.45 
# ' = — 11.14 


/'  = — 10.78 
i"  = — 4.18 
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ferner  für  t = und  l = 79 

1 5 

H'  = — G'8 1 , *"  = — 13.151,  u"  = + 2"05 

(T  = -4-  8.29,  k"  = — 12.838,  u"  — — 1.11 

0"  = — 5.62,  k‘  — — 8.734,  «”  = — 6.56 

<i  — ■+■  3.67,  *'  = — 7.106,  «'  = — 6.14 

«"  = — 1 1.85 


und  es  werden  also  jetzt  für  die 

Einfallswinkel 


1. 

2. 


I 1.  Oberfl.  «"  — «"=  + SD 
Linse  i 

t 2.  Oberfl.  u — tf  = — 9.4 
fl.  Obern.  « — 0"=  — 0.9 

Lmse 

l 2.  Obern,  « — ff  = — 9.8 


Brechungswinkel 


— 0" 

= -+- 

5*7 

« 

- er 

= — 

14.9 

a 

- fr 

= — 

0.5 

a 

- ft 

— — 

1 5.5 

Die  Coordinaten  des  Bildes  des  Objectivs  werden 
{'"  — q — -+-  25.4 
1;”=  — 1.83 

Vergleicht  man  diese  Zahlenwerthe  mit  denen,  die  im  vor.  Art.  fUr 
eine  dreimalige  Vergrüsserung  dieses  Oculars  gefunden  wurden,  so 
geben  sich  nur  kleine  Unterschiede  zu  erkennen,  und  man  kann 
daraus  schliessen,  dass  ein  solches  Ocular,  wenn  es  für  eine  be- 
stimmte Vergrüsserung  zweckmässig  construirt  wird,  sich  auch  mit 
Erfolg  auf  Vergrüsserunge.n  anwenden  lässt,  die  eine  Einheit  und 
mehr  grösser  oder  kleiner  sind. 

Ich  komme  auf  die  oben  erwähnte,  in  diesem  Ocular  in  der 
Gegend,  in  welcher  das  reelle  Bild  des  Objectivs  liegt,  befindliche 
Blendung  zurück,  deren  Oellhung  einen  Durchmesser  von  ohngefähr 
9 Millimeter  besitzt.  Ich  habe  vor  der  Zurückgabe  desselben  ver- 
gessen die  Entfernung  dieser  Blendung  von  der  letzten  Ocularlinse 
zu  messen,  und  kann  daher  nicht  angeben,  ob  sie  sich  im  Orte 
dieses  Bildes  befindet.  Sollte  dieses  der  Fall  sein,  so  ist  ihre  Oeff- 
nung  jedenfalls  viel  zu  gross,  das  Ocular  muss  durch  Einziehung 
einer  richtig  berechneten  Blendung  auf  jeden  Fall  an  Güte  ge- 
winnen. 
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I.  Einleitung. 


Schon  auf  der  allgemeinen  Confercnz  der  Mitteleuropäischen 
Gradmessung  im  Jahre  186i  in  Berlin  wurde  zwischen  dem  üirec- 
lor  der  Wiener  Sternwarte  Herrn  von  Liltrow  und  mir  die  Ver- 
einbarung getröden,  im  Jahre  1 863  eine  Litngenbestimmung  zwischen 
Wien  und  Leipzig  auszuführen. 

Wegen  der  grossen  Entfernung,  auf  welcher  nach  den  Erfah- 
rungen früherer  Jahre  öfter  telegraphische  Störungen  hei  solchen 
Arbeiten  zu  vermuthon  waren,  kamen  wir  ti herein , die  Zeitbestim- 
mungen in  Wien  und  Leipzig  nach  der  Auge-  und  Ohrmethode  anzu- 
slellen  und  zwischen  den  beiden  an  jedem  Abende  stattlindenden 
Zeitbestimmungen  auf  telegraphischem  Wege  durch  Coincidenzen  die 
Ihren  mit  einander  zu  vergleichen.  Die  Beobachter  sollten  nicht 
wechseln,  aber  vor  und  nach  den  telegraphischen  Lüngenbestim- 
mtmgen  mit  den  eigenen  Instrumenten  den  Betrag  der  persönlichen 
Gleichung  ermitteln.  Die  Beobachtungen  wurden  ausgeführt  auf  dem 
Laaer  Berge  bei  Wien  von  Herrn  Dr.  Weiss,  in  Leipzig  auf  der 
Sternwarte  von  mir  selbst.  Die  Instrumente  waren  beide  vollständig 
gleich : es  waren  Passagen-Instrumcnle  mit  gebrochenem  Fernrohr  von 
30  Par.  Linien  ObjeclivüfTming  mul  30  Zoll  Brennweite,  (die  ange- 
wandte Vergrösserung  90 fach,)  aus  der  Werkstatt  von  Pislor  & 
Martins  in  Berlin. 

Die  Beobachtungen  zur  eigentlichen  Litngenbestimmung  wurden 
ausgeführt  1863  vom  29.  Juni  bis  zum  19.  Juli.  Zur  Ermittelung 
der  persönlichen  Gleichung  kam  Herr  Dr.  Weiss  im  Mai  nach  Leip- 
zig, ich  selbst  begab  mich  im  August  nach  Wien  und  dem  Laaer 
Berge  und  die  persönliche  Gleichung  ist  ermittelt  vom  20 — 29.  Mai 
und  vom  7 — II.  August. 

Zur  eigentlichen  Litngenbestimmung  wurde  nach  dem  folgenden 
Programm  beobachtet. 

14* 
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Beobachtung*  - Programm. 


Sterne  nur  ersten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

Grösse 

AR  1865. 

0 

Deel. 

1865.0 

t 

B.  A.  C.  öl 8 1 

6 

iivelliren. 
45‘  34” 

38* 

-♦-50» 

51/9 

2 

a Serpenlis 

2.3 

37 

36 

6 

51.1 

3 

B.  A.  C.  öäl 4 

4.5 

39 

54 

7 

46.8 

4 

•„  5845 

3 

44 

5 

4 

53.2 

5 

„ 5871 

6 

47 

59 

42 

49.7 

Carrington  580 

5.6  j 

3 57 

4 4 

+83 

28.0 

Carrington  580 

5.C 

Umlegen. 
3k  57“ 

4 4» 

+83» 

28/0 

6 

dOpliiuchi 

3 

46  7 

4 5 

— 3 

20.6 

7 

Kadclifle  3525 

6.7 

42 

7 

+ 40 

22.0 

8 

B.  A.  C.  5463 

4 

45 

44 

46 

37  8 

9 

„ 5490 

5 1 

49 

40 

44 

20.8 

10 

„ 5523 

* 1 

24 

42 

42 

40.9 

Sterne  zur  i 

Ni  ve  II  iren. 

; weiten  Zeitbestimmung. 

Nr. 

Namen 

Grösse 

Alt  4805.0 

Deel. 

4865.0 

Nivclliren. 

44 

C llorculis 

3 

46b 

36" 

44* 

+34» 

50/8 

42  1 

B.  A.  C.  5624 

5 

39 

22 

H 

50.0 

43 

,,  5644 

5 

43 

4 

42 

28.9 

<4 

„ 5692 

4 

47 

37 

4 0 

23.4 

*5 

xOpliiuchi 

4 

51 

47 

9 

35.4 

s l'rsae  minnris 

4.5 

59 

55 

+82 

45.3 

U ml  egen. 

t Ursae  minoris 

4.5  j 

46 

59 

55 

+82 

45.3 

4 6 

re  llorculis 

3.4  I 

47 

8 

29 

4 4 

32.8 

47 

B.  A.  C.  5841 

6 

42 

46 

44 

0.8 

4 8 

„ 5874 

6 

<6 

32 

46 

22.5 

49 

„ 5894 

6.5 

49 

48 

7 

43.0 

20 

„ 594  1 

5.6 

23 

40 

48 

22.5 

21 

j i Draconis 

2.3 

27 

20 

+52 

24.4 

Tolographlsohe  Arbeiten. 

— An  dein  einen  Abende  beginnt  Wien , an  dem  andern  Leipzig 
und  so  abwechselnd.  — Zuerst  erfolgt  Verständigung  und  Millheilung 
über  die  beobachteten  Sterne. 

1.  Wien  (Leipzig)  Itlsst  10  Minuten  seine  Loincidenzuhr  gehen. 
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Coincidenzen  werden  an  beiden  Stillionen  beobachtet  zwischen 
den  Schlugen  der  Relais  und  der  Normaluhren. 

2.  Leipzig  (Wien)  lässt  10  Minuten  seine  Coincideuzuhr  gehen. 

3.  Wien  [Leipzig)  giehl  20  Signale  in  Intervallen  von  0 — II 
Secundcn. 

4.  Izjipzig  (Wien)  gicht  20  Siguale  in  Intervallen  von  9 — II 
Secundcn. 

5.  Leipzig  (Wien)  lasst  10  .Minuten  seine  Coincidcuzuhr  gehen. 

6.  Wien  (Leipzig)  lässt  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 


Sterne  zur  letzten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

Grösse 

AH  1865.0 

Drei.  1 

1865.0 

99 

d Aquilac 

3.4 

N 

i |9b  )>Sm 

li  veil  iren. 

44“ 

+ jo 

40/8 

23 

B.  A.  C.  «697 

4 

1 9 26 

47 

+ 51“ 

26/6 

2t 

„ 6717 

6 

29 

57 

48 

58.  t 

25 

„ C729 

5 

32 

32 

5 

5.9 

20 

„ 67  45 

1 1 27  Carringlou 

5.6 

35 

3 

42 

30.5 

5.6 

1 7 44 

Umlegen. 

43 

4*84 

26.2 

1 1 27  Carrington 

5.6 

7 44 

43 

4-84 

26.2 

27 

B.  A.  C.  6928 

5.6 

20  2 

39 

52 

45.8 

2N 

,,  6952 

5 

7 

56 

<4 

17.3 

20 

a 1 Caprirami 

3.4 

40 

33 

— 12 

58.7 

30 

It.  A.  C.  6996 

5.6 

13 

18 

+ 10 

18.7 

31 

„ 7014 

6 

46 

30 

+ l 

54.7 

32 

„ 7046 

6 

P* 

21 

fivell  i rcn. 

19 

— 3 

48.1 

Es  wurden  vor  den  telegraphischen  Arbeiten  zwei  Zeitbestim- 
mungen gewählt,  falls  durch  Ungunst  des  Wetters  oder  durch  tele- 
graphische Storungen  eine  der  Zeitbestimmungen  ausfallen  sollte. 


II.  Ermittelung  der  Instrumental-Correetionen. 

Die  Zenithdislanzen  der  südlichen  Sterne  (Zeitslerne)  sind  so 
gewählt,  dass  die  Hälfte  derselben  in  jeder  Zeitbestimmung  zwischen 
— 13“  und  I !■“,  die  andere  Hälfte  zwischen  iö"  und  ö2n  Declination 
fallt  und  die  erstem  Dcclinalionen  entsprechen  im  Mittel  sehr  nahe 
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[1 


denselben  Zenithdistanzen  nach  Süden,  als  die  Polsterne  sie  nach 
Norden  haben,  wahrend  die  nördlichem  Sterne  in  der  Nahe  des 
Zenilhs  gewählt  sind , um  die  Azimuthalfehler  der  Instrumente  un- 
schädlicher zu  machen.  In  denselben  Zenithdistanzen  mit  den  Zeit- 
sternen wurden  auch  die  Sterne  zur  Ermittelung  der  persönlichen 
Gleichung  gewählt,  so  dass  dadurch  die  von  der  Zcnithdislanz  ab- 
hängige Variabilität  der  persönlichen  Gleichung  sich  bestimmen  und 
an  die  Beobachtungen  anbringen  lasst. 


1.  Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.  Die  Neigung. 

Die  Neigung  wurde  durch  die  sehr  guten  Niveaus  an  jedem 
Instrumente  nach  dem  Programm  jeden  Abend  mehrmals  (bis  zu  sieben 
Mal)  bestimmt.  Die  Blase  wurde,  da  die  Libelle  ein  Reservoir  hat, 
ziemlich  immer  auf  dieselbe  Lange  zwischen  IGP  und  20p  gehalten 
und  für  diese  Lange  der  Blase 

1P  = OM  20 

0.1  If. 

0.M  8 

also  im  Mittel 

I”  = OM  18  + O’.OOI 

ermittelt  und  angenommen. 

Die  Gorrection  fttr  Ungleichheit  der  Zapfen  war  früher  durch 
Beobachtungen  zu 

O'.'OtSO  -+-  0 >.'00333 

gefunden,  wahrend  sie  aus  den  unten  stehenden  Nivellirungen  sich  zu 
Oi’OöG,  Gewicht  = 51.9, 

also  genügend  übereinstimmend,  ergibt.  Angenommen  wurde 

0P05Ö 

und  zur  Keduclion  des  Niveau  Ost -Ende  auf  West-Ende  die  Cor- 
rection 

— 0i’20 

angebracht.  Die  angcstclltcn  Nivellirungen  sind  in  folgender  Tabelle 
zusammengeslelll. 
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t* 


1865. 

Reduction 

auf 

Wesl 

Angenommen  . 

1 

0 — w 

Gö- 
nn ich! 

Juli  17. 

13*3 

W 

+0P09 

+ 0P09 

t5.6 

O 

+ 1.04 

+ 0.84 

w 

+ 0.51 

+0.5t 

17.6 

1 0 

+ 1.10 

+ 0.90 

I7P0 

+ 0P56 

+ 0P797 

6.0 

19.0 

0 

+ 1.30 

+ 1.10 

20.0 

w 

+0.45 

+0.45 

» 18. 

15.5 

w 

+0.22 

+0.22] 

16.5 

0 

+ 0.57 

+0.37 

18.0 

\v 

+0.49 

+ 0.49 

17.7 

+ 0.50 

+0.265 

4.8 

1 9.0 

w 

+ 0.70 

+0.70 

19.7 

0 

+0.90 

+0.70 

» 19. 

15.5 

0 

+0.55 

+0.35] 

16.5 

w 

+0.50 

+0.50 1 

[ 

17.6 

+o.tt 

+ 0.080 

3.0 

18.0 

0 

+0.59 

+ 0.391 

20.5 

0 

+0.60 

+0.40J 

1 

Man  erkennt  hier  deutlich  eine  der  Zeit  -proportionale  Aende- 
rung der  Neigung  und  aus  den  zu  Anfang  und  Ende  angeslellten 
Nivellirungen  an  jedem  Tage  ist  die  stündliche  Variation  der  Nei- 
gung abgeleitet.  Es  ergibt  sich: 


Aenderung  der  Neigung. 


1865. 

Zeit 

Aenderung 

Juni  29. 

in  3‘4 

+0:26 

Juli  i. 

» 4.5 

+0.19 

» 5. 

» 4.7 

+0.04 

» 6. 

» 4.4 

— 0.07 

» 7. 

» 2.7 

—0.17 

» 12. 

» 1.2 

— 0.07 

» 13. 

» 2.5 

+0.34 

» 14. 

» 5.9 

+0.48 

» 15. 

» 7.2 

+0.44 

» 1 6. 

» 4.9 

— 0.02 

» 17. 

»6.7 

+0.36 

» 18. 

» 4.2 

+0.48 

» 19. 

» 5.0 

+ 0.05 

in  J>7  Stunden  =.  2*.  31 


daher  stündliche  Aenderung ■+■  0‘0l 

Mit  dieser  stündlichen  Aenderung  sind  für  die  Zeiten  der 
beobachteten  Polsteme  an  jedem  Abend  aus  den  obigen  Neigungen 
die  folgenden  Werthe  abgeleitet : 


Digitized  by  Google 


9]  Bestimmung  der  Längenuifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien.  211 


Neigung  für  die  Polstcrne. 


« Ursae  minoris 

Polstern  I. 

Polstern  11. 

Polstern  III. 

1*65. 

«aba 

16*0 

n*o 

19*7 

Kr.  Wes» 

Kr.  Ost 

Kr.  West 

Kr.  Ost 

Kr.  West 

Kr.  Ost 

Kr.  West 

Kr.  Ost 

Juni  29. 

+0*369 

+o:3st 

+07379 

+07391 

+07383 

+07395 

+ 07392 

+07404 

Juli  i. 

-0.1109 

+0.003 

+ 0.001 

+0.013 

+ 0.005 

+ 0.017 

+ 0.014 

+0.026 

» 5. 

-Hl.  008 

+0.020 

+ 0.018 

+ 0.030 

+ 0.022 

+ 0.03  4 

+0.031 

+0.043 

» 6. 

-0.029 

—0.017 

— 0.019 

—0.007 

—0.015 

— 0.003 

-0.006 

+0.006 

» 7. 

—0.081 

—0.069 

— 0.07t 

—0.059 

— 0.067 

-0.055 

—0.058 

—0.046 

• 9. 

—0.045 

—0.033 

—0.035 

— 0.023 

— 0.031 

—0.019 

— 0.022 

-0.010 

> 12. 

+0.073 

+ 0.085 

+ 0.083 

+ 0.095 

+ 0.087 

+ 0.099 

+ 0.096 

+ 0.108 

• 13. 

+0.091 

+0.103 

+0.101 

+ 0.113 

+0.105 

+0.147 

+0.144 

+ 0.126 

• li. 

+ 0.044 

+ 0.056 

+ 0.054 

+ 0.066 

+0.058 

+0.070 

+0.067 

+ 0.079 

• 15. 

+0.040 

+ 0.052 

+ 0.050 

+ 0.002 

+0.05  4 

+0.066 

+ 0.063 

+ 0.075 

• 16. 

+ 0.049 

+ 0.061 

+ 0.059 

+0.071 

+ 0.063 

+ 0.075 

+0.072 

+0.084 

• 17. 

+0.059 

+0.071 

+ 0.069 

+ 0.081 

+0.073 

+ 0.085 

+0.082 

+0.094 

• IS. 

+0.049 

+ 0.061 

+0.059 

+0.071 

+0.063 

+0.075 

+ 0.072 

+ 0.084 

» 19. 

+0.038 

+0.050 

+ 0.048 

+ 0.060 

+ 0.052  +0.064 

+ 0.061 

+0.073 

b.  Der  Collimaiwns fehler. 

Um  die  Collimalionsfehler  zu  bestimmen,  wurden  an  die  Pol- 
slerne  die  ('orrerl  innen  für  die  Neigung  angebracht,  die  so  für  Kreis 
Ost  und  Kreis  West  corrigirten  Beoliachtungszeiten  von  einander  abge- 
zogen und  durch  die  Cocfficienten  der  Collimalionsfehler  (2  sec  d) 
<1i\  idirt.  Zur  Berechnung  der  Colliinationsfeliler  haben  sich  aus  den 
Beobachtungen  folgende  Werthe  ergeben. 


Kreis  West 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

West 

Colli- 

Polsterne 

1865 

Durchgangs- 

Corrcct. 

Durch- 

Corrert. 

zeit 

minus 

mations- 

seit 

für  i 

gangszcit 

für  i 

Wosl 

Ost 

Ost 

fehler 

■,0  Carringl. 

Juni  29. 

1 6k  56“  59792 

-2735 

57”  5720 

— 2742 

57757 

62778 

5721 

+07297 

Juli 

4. 

57  21.95 

— 0.01 

28.31 

— 0.08 

24.94 

28.23 

6.29 

+0.358 

0 

6. 

22.45 

+ 0.12 

30.47 

+0.04 

22.57 

30.51 

7.95 

+ 0.453 

» 

7. 

23.52 

+ 0. 41 

31.71 

+0.36 

23.96 

32.10 

8.15 

+0.464 

0 

13. 

29.86 

— 0.62 

36.18 

—0.69 

-.'•  i.  i 

35.49 

(>.25 

+0.356 

I> 

1 4. 

30.22 

—0.33 

36.14 

-0.41 

29.89 

36.03 

6.15 

+0.350 

» 

15. 

29.92 

-0.31 

37.06 

— 0.38 

29.64 

36.68 

7.07 

+0.403 

0 

16. 

29.82 

— 0.36 

38.72 

— 0.43 

29.46 

38.29 

8.83 

+0.503 

0 

17. 

30. 43 

-0.42 

39.90 

—0.49 

30.01 

39. 4 1 

9. 40 

+0.535 

0 

18. 

31.37 

— 0.36 

40.96 

—0.43 

31.01 

40.53 

9.52 

+0.542 

9 

19. 

32.03 

—0.29 

42.04 

—0.37 

31.74 

41.67 

9.94 

+ 0.566 

«Ursae  min. 

Juli 

4. 

17  0 6.62+0.03 

0 1.74 

+0.11 

6.65 

1.85 

4.80 

+ 0.325 

0 

6. 

7.62  +0.1  4 

0.62 

+0.22 

7.76 

0.81 

6.92 

+ 0.  466 

9 

6. 

8.1 4 

— 0.(0 

2.21 

—0.02 

8.04 

2. 1 9 

5. 85 

+0.394 

0 

7. 

10.40 

-0.43 

3.10 

—0.35 

9.97 

2.75 

7.22 

+ 0.486 
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Hruhms. 
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Polstern 

1865 

Kreis  West 

Durchgänge-  ICorrect. 
zeit  J für  i 

Kreis  Ost  Durchgangs- 

Durch-  JCurrecl. 
gangszcit  | für » ' West  | Ost 

West 

minus 

Ost 

ColU- 

mations- 

febter 

< Ursae  min. 

Juli 

12. 

,7h 

0“  1 0T6Ö  +0!55 

0» 

3:81 

+ 0?63t472(l 

1:17 

6773 

+ 07  4.-.4 

I» 

43. 

1 1 .06  +0.67 

2.90 

+ 0.75  14.73 

3.65 

8.08 

+ 0.311 

0 

t:>. 

11.51  +0.34 

4.38 

+0.42111.88 

1.80 

7.08 

+ 0.177 

0 

Ui. 

11.01  +0.40 

5.1  6 

+ 0. 48114.44 

5.64 

8.77 

+0.590 

0 

17. 

41.00+0.47 

1.20 

+ 0.54  14.17 

4.74 

9.72 

+ 0.655 

» 

18. 

16.05+0.10 

5,37 

+ 0. 18116.13 

5.85:10.60 

+0.712 

• 

19. 

6.32+0.41 

15.99 

+ 0.331  6.73 

16.3  2 

9.59 

+0.646 

a Ursae  min. 

Juli 

5. 

<3 

10  11.04—0.2.7 

10 

33.01 

-0.62  13.70 

32.12 

13.63 

+ 0.230 

» 

ii. 

22.81—1.37 

51.00 

-1.74  21.17 

10.26 

27.79 

+0.34.1 

» 

IS. 

23. K0  — 1.21 

53.12 

— 1.61  22.3651.81 

29.25 

+ 0.361 

0 

17. 

22.05  —1.83 

62.85 

—2.20  20.22  60.65 

10.43 

+ 0.  198 

1 1 27  Uarrihgl. 

Juli 

6. 

19 

11  9.60+0.05 

11 

18.59 

— 0.05  9.65 

18.34 

8.89+0.13» 

» 

IS. 

13.78  -0.47 

27.00 

-0.37.13.31 

26. 49 

13.18 

+0.639 

0 

16. 

14.92—0.53 

27.91 

— 0.63  1 1.30 

27.28 

1 2.89  +0.623 

9 

17. 

15.92—0.61 

28.50 

-0.71  15.31 

27.79 

12.48 

+ 0.6(15 

9 

18. 

1 5.7  4( — 0.53 

1 

. 

29.81 

— 0.63:4  5.2 1 
1 

29.  18 

13.97 

+ 0.677 

Audi  in  diesen  Werthen  ist  eine  der  Zeit  proportionale  Aende- 
rung wahrzunehmcn,  und  um  die  stündliche  Aenderung  der  Colli- 
ination  zu  berechnen , ist  zuerst  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte 
für  jeden  Tag  das  Mitte)  aus  den  einzelnen  Collimationsfehlern  ahge- 
leitet.  Es  hat  sich  ergeben 


Juli 

4. 

16)148 

+ 0734 1 

0 

5. 

45.08 

+0.349 

0 

6. 

17.57 

+0.426 

0 

7. 

16.48 

+0.475 

■ 

13. 

16.48 

+0.450 

0 

14. 

1 4.50 

+0.347 

» 

15. 

16.16 

+0,470 

0 

16. 

17.57 

+ 0.573 

0 

47. 

16.46 

+0.573 

0 

18. 

17.57 

+0.643 

0 

19. 

16.48 

+0.606 

und  damit  ergibt  sich  als  Aenderung  der  Collimation : 


Juli 

(. 

in 

0*52 

— 070 1 0 

Juli  7. 

in 

0152 

+ 0701  1 

» 

4. 

0 

0.52 

— 0.01 7 

* » 7. 

» 

0.52 

+0.011 

0 

5. 

0 

1.92 

+ 0.1  18 

» 13. 

0 

0.52 

+0.09  4 

» 

5. 

0 

1.92 

+ 0.148 

. ..  13. 

» 

0.52 

+ 0.094 

1) 

6. 

0 

1.61 

— 0.0  27 

» 1 4 . 

0 

1.10 

+0.003 

0 

6. 

0 

0. 57 

+0.032 

» 14. 

0 

1.40 

+0.004 

0 

6. 

O 

2.17 

+0.006 

» 15. 

» 

3.30 

+0.109 
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Juli 

<5. 

in 

0(150 

+o;067 

Juli 

17. 

in 

0‘5l 

+ 0:082 

» 

15. 

» 

0.5t 

+0.007 

» 

17. 

» 

.3.28 

+0.032 

0 

»5. 

n 

3.28 

+0.16« 

1» 

18. 

» 

1.61 

+ 0.091 

1» 

16. 

» 

1.61 

—0.070 

II 

18. 

n 

0.57 

— 0.069 

n 

1 6. 

» 

0.57 

+ 0.017 

» 

18. 

n 

2.17 

+0.03* 

» 

16. 

n 

2.17 

+0.052 

• 

19. 

» 

0.52 

+o.oio 

M 

17. 

»> 

.3.50 

+ 0.075 

v> 

19. 

» 

0.52 

+0.010 

n 

<7. 

» 

0.50 

+0.038 

Summt 

3 in 

39Ü09 

+ 1:251 

JUndlic 

he 

At 

■nderi 

iing  +(1 

>*.032. 

Aus  frühero  Resultaten  war  +0'034  gefunden  und  dieser  Werth 
ist  bei  den  Rechnungen  angewandt  worden. 

Der  Collintalionsfchler  ist  vom  4.  Iiis  19.  Juli  ziemlich  regel- 
miissig  grösser  geworden,  weil  die  Temperatur  in  dieser  Zeit  zunahm. 
Um  nun  zu  untersuchen ,'  oh  hei  den  Umlegungen  des  Instruments 
von  Kreis  Ost  nach  Kreis  West  und  umgekehrt  dieselben  Collimations- 
fehler  herauskommen  (was  zugleich  eine  Prüfung  für  die  Richtigkeit 
der  Fadenintervalle  ist)  habe  ich  für  die  verschiedenen  Polsterne  für 
Kreis  Ost  und  Kreis  West  beginnend,  die  Mittel  gebildet.  Zieht  man 
Juli  4 und  6 als  gültig  für  Juli  5 zusammen,  so  hat  inan  (Alles  rc- 
ducirt  auf  17h  Sternzeit)  iin  Mittel  aus 


Carr.  580 

Kr. 

0 c 

= +0‘.5I  4 

(aus 

Juli 

4, 

6,  1$,  17,  19) 

» 

W 

+0.500 

( • 

» 

7, 

13,  16,  18) 

f Ursae  min. 

» 

W 

+0.510 

( » 

» 

4, 

6,  15,  17,  19) 

» 

O 

+ 0.537 

( ■* 

» 

7, 

1 3,  1 6,  1 8) 

Carr.  1127 

J) 

O 

+0.566 

( • 

» 

15, 

17) 

» 

w 

+ 0.590 

( » 

>» 

16) 

Im  Mittel  bei  Kreis  Ost  beginnend  ist  c = +01539,  bei  Kreis  West 
= +01533,  also  bei  den  wenigen  Beobachtungen  genügend  über- 
einstimmend. 

c.  Das  Azimuth. 

Zur  Bestimmung  des  Azimuths  wurden  die  scheinbaren  Positionen 
von  « Ursae  minoris  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  entnommen  und  die 
Correction  von  +(>‘.60  angebracht,  welche  sich  aus  vielen  Beobach- 
tungen als  die  wahrscheinlichste  ergeben  hat;  t Ursae  wurde  erst 
aus  dem  Nautical  Almanac  mit  der  Correction  von  — 01 38  in  AR 
entnommen , doch  zeigte  sich,  wenn  man  das  Azimuth  aus  den  bei- 
den nachfolgenden  Carringtonsternen  allein  mit  der  daraus  folgenden 
der  Zeit  proportionalen  Aenderung  annahm 
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für  die  Leipziger  Beobachtungen  eine  Correction 

des  Azimuthes  aus  «Ursae  min.  von  -+-0?089  -hl)'  022 

fiir  die  Wiener  Beobachtungen  eine  Correction 

des  Azimuthes  aus  « L'rsae  min.  von  -+-0.I55  + 0.021 

liu  Mittel  wurde  daher  als  Correction  des  ursprünglichen  Azi- 
muthes aus  «Urs.  min.  -h0’127 

angenommen,  welches  einer  Correction  der  Koetascension  für  « Urs. 

min.  von  noch  nahe  — 0-57 

also  im  Ganzen  von  — 0193  entspricht. 

Die  Sterne  380  und  1127  Carringion  sind  von  llrn.  Homberg 
am  Berliner  Meridiankreis  bestimmt  und  die  mildern  Oerler  für 
1 805. 0 angenommen : 

38Ü  Carr.  AR.  = 3"  37"  I U 13,  d = 83»  28'  5’.’0 
1127  Carr.  AR.  = 7 44  10.13,  d = 8t  2«  11.2 
Für  die  bei  Ableitung  der  Azimuthe  benutzten  Zeitsternc  sind 
angewandt  als  Correctionen,  inclusive  der  täglichen  Aberration 
für  « Serpentis  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  1803:  — O’.OI 
Nauticul  Almanac  1865:  — 0.01 
» » » : ■+•(). 1 8 

» » » : -»-0.02 

Berliner  Jahrbuch  1 865 : — 0.0 1 
Nautical  Almanac  1865:  -»-0.06 
» » » : -»-0.05 

Berliner  Jahrbuch  1865:  — 0.01 
» » » : — 0.01 

und  damit  die  scheinbaren  Oerler  der  Sterne  wie  folgt  gefunden : 
Carrington  580.  Carrington  1 1 27.  # Ursae  minoris 


Juni  30.  AR  = 3h  57” 

1 6!  46 

AR==7h  44m4:3l  AR  = 

= 1 6h  59” 

38!23 

Juli  5.  57 

17.28 

44  4.31 

59 

57.77 

1 0.  57 

18.17 

44  4.41 

.59 

57.26 

1 5.  57 

19.10 

44  4.60 

59 

36.69 

20.  57 

20.08 

44  4.87 

59 

56.07 

ij  Ursae  majoris. 

ff  Serpentis. 

d Ophiuchi. 

Juni  30.  AR  = 1 3‘*  42” 

14: 07 

r- 

ji 

_ | ßH  -jm 

19’.  48 

Juli  10. 

1 1.13 

37  40.03 

7 

19.44 

20. 

1 i.17 

37  39.95 

7 

19.36 

dOphiuchi 
f Herculis 
x OpTiiuehi 
« Herculis 
Draconis 
0 Aquilao 
«i  Capricorni 
tt-i  Capricorni 
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s Hcrculis.  x Ophiuclii.  u Hcrculis. 

Juni  30.  AR  = 1 6“  36'"  H*.80  AR=  I6h5l"  19‘.88  AR=  I T 8”  32‘69 
Juli  10.  36  1 4.73  51  19.86  8 32.68 

20.  36  H.62  51  19.80  8 32.62 

ß Draconis.  d Aquilae.  «■  Capricorni. 

Juni  30.  AR  = I7h27“25’.93  AR  = |flh  18m44‘.79  AR  = 20"  HP  13*. 22 
Juli  10.  27  25.84  18  44.90  10  13.38 

20.  27  25.69  18  44.97  10  13.51 

r«i  Capricomi. 

Juni  30.  AR  = 20'‘  10“  37!  16 

Juli  10.  10  37.32 

20.  10  37.45 

An  die  Polsterne  wurden  ausser  der  täglichen  Aberration  noch 

die  von  2C  abhängigen  Glieder  angebracht. 

Mit  diesen  Sternpositionen  wurde  fitr  jeden  Tag  aus  den  Pol- 
sternen  und  aus  den  zunächst  liegenden  Fundanicntalsterncn  das 
A/.iinulh  berechnet,  und  die  folgende  Tafel  enthalt  die  Gleichungen 
zur  Ableitung  des  Aziinuthes  und  die  Werthe  der  gefundenen  Gor- 
rectionen  fitr  dasselbe. 


4 865 

Sterne 

Gleichung  zur  lieslimmung 
der  Azimulhc 

Sternzeit 
der  Heob. 

Azimutli 

Juni  20.  ! 

1 — ' 1 — ü 

er  L’rsiie  inin.  U. 

+ 8“75  = Al  +26. 1 1 * | 

n Ursae  maj. 

+ 18.40  = Al  + 0.04*  1 

13*2 

— 01370 

a Scrpentis 

+ 18.10  = Al  + 0.72*  i 

1 

Ca rr.  580  U. 

+ 15.93  = Al  + 6.23  * I 

d Opliiiiehi 

+ 17.70  = Al  + 0.8t  * | 

[ 1 6.0 

— 0.368 

C Hcrculis 

■+■19.37  = A / + 0.42  Ä-  1 

1 

Juli  i. 

a Serpenlis 

— 7.77  = Al  + 0.72  * 

1 

Carr.  5H0  U. 

- 8.1t  = Al  + 6.23* 

i 1 6.0 

— 0.076 

<1  Ophiuclii 

— 7.91  = Al  + 0.81  * 

C Hcrculis 

— 7.47  = Al+  0.12* 

x Ophiuclii 

— 7.56  = Al  + 0.60* 

£ Ursae  min. 

— 6.25  = Al  — 3.82* 

17.0 

1 —0.308 

a Hcrculis 

— 7.78  = Al  + 0.G3  * 

ß Draconis 

- 7.45  = Al  - 0.03* 

Juli  5. 

a Ursae  min.  U. 

— 13.66  = Al  +26.11  * 

t]  Ursae  maj. 

— 7.94  — Al  + 0.04* 

j 13.2 

—0.219 

t Hcrculis 

— 7.73  = Al  + 0.42*  i 

I 

x Ophiuchi 

— 7.95  = Al  + 0.69* 

f Ursae  min. 

- 6.41  = Al  — 3.82*  | 

f 17.0 

— 0.3 4$ 

ß Draconis 

— 7.80  = Al  — 0.03  * 1 

1 

1 

1 
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Sterne 

Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimut!)? 

i 

siernzcit 
der  Beoh. 

Juli  6. 

l 

a Ursae  min.  U. 

— 1 1.58  = A l +26.11  k | 

| 13« 

i]  Ursae  maj. 
a Serpenlis 

— 8.02  = Al  + 0.04  k I 

— 8.52  = Al  + 0.72  k 

Carr.  580  U. 
d Ophiuchi 
£ Herculis 
x Ophiuebi 

— 9.21  = Al  + 6.23  k 

— 8.60  = Al  + 0.81  k 

— 8.19  = Al  + 0.42  4 

— 8.38  = Al  + 0.69  k 

• 16.0 

e Ursae  min. 
a Herculis 
ji  Draconis 
d Aquilae 

— 7.31  = Al  — 3.82  k 

— 8.50  = Al  + 0.63  k 

— 8.11  = Al  — 0.0.3  k 

— 8.82  = Al  + 0.77  k i 

• 17.0 

1 

Carr.  1127  U. 

— 9.93  = Al  + 7.19  k \ 

o,  Caprirorni 
o2  » 

i — 8.36  = Al  + 0.92  k 
— 8.62  = Al  + 0.92*  1 

|>  19.  / 

Juli  7. 

a Ursae  min.  U. 

-14.47  = Al  +20.11  * 

| 13.2 

tj  Ursae  maj. 

| — 8.91  = Al  + 0.04  * 

a Scr|)entis 

— 8.97  = Al  + 0.72  * 

| 16.0 
1 

Carr.  580  U. 
£ Herculis 

— 10.58  = Al  + 6.23* 

— 8.85  = Al  + 0.42*  | 

x Ophiuchi 
t Ursae  min. 

— 8.99  = Al  + 0.69  * 

— 8.65  = Al  — 3.82  * 

f 17.0 

Juli  12. 

o Ursae  min.  U. 

-16.45  = Al  +26.11  k 

( 13.2 
1 

| 

ti  Ursae  maj. 
o Ophiuchi 

— 11.06  = Al  + 0.04  * 

— 11.87  = Al  + 0.81  k , 

£ Herculis 

— 11.47  = Al+  0.42* 

| 47.0 

x Ophiuchi 
t Ursae  min. 

— 11.78  = Al  + 0.69* 
— 10.70  = Al  - 3.82* 

Juli  13. 

o Serpenlis 

— 12.03  = Al  + 0.72* 

| 16.0 

580  Carr.  U. 
d Ophiuchi 
£ Herculis 
x Ophiuchi 

— 13.77  = Al  + 6.23  * 

| —12.31  = Al  + 0.81  * 

-11.74  = Al  + 0.42* 

— 11.97  = Al  + 0.69  k 

e Ursae  min. 
a Herculis 
[i  Draconis 

— 10.67  = Al  — 3.82  * 

— 11.22  = Al+  0.63* 

— 11.01  = Al  — 0.03  * , 

. 17.0 

Juli  f l. 

a Ursae  min.  U. 

— 18.27  = Al  +26.10  * 

13.2 

1 

ij  Ursae  maj . 
a Serpenlis 

— 12.61  = Al  + 0.04  * | 

— 12.83  = Al+  0.72*  , 

580  Carr.  U. 

-14.19  = Al+  6.23* 

| 46.0 

d Ophiuchi 
£ Herculis 
d Aquilae 

— 12.82  = Al  + 0.81  * 
—12.26  = Al  + 0.42* 

— 11.68  = Al  + 0.77  * 

Juli  15. 

a Ursae  min.  U. 

— 19.18  = Al  +26.10  * 

| ,3.2 

t)  Ursae  maj. 
a Serpenlis 

— 43.31  = Al+  0.04*  i 

— 13.39  = Al  + 0.72  * ] 

580  Carr.  U. 
d Ophiuchi 

— 14.18  = Al  + 6.23* 

— 13.38  = Al  + 0.81  * 

1 

| 16.0 

[<* 

Azimuüi 

— 0!250 
—0.124 

-0.231 

—0.210 

— 0.213 

— 0.285 

—0.056 

—0.206 

-0.225 

—0.202 

—0.315 

— 0.21 7 

— 0.250 

— 0.22* 

—0.146 
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1865 

Storno 

Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimutlic 

Sternzcit 
der  Beob. 

Azimulh 

Juli  <5. 

£ Herculis 

—43120  = Az  + 0.42  * 

x Ophiuchi 

— 13.01  = Al  + 0.69  * 

«Ursae  min. 

-<<.55  = A Z — 3.82  * 

47^0 

—0:404 

a Herculis 

— <3.33  = A Z + 0.63  * 

ß Draconis 

— <3.37  = A Z — 0.03  * 

<5  Aquilne 

-<3.22  = An-  0.77  * 

<127  Carr.  U. 

— 1 5.51  = A Z + 7.10  * 

a,  Capricorni 

— <3.60  = Ai  + 0.92  * 

‘ <9.7 

—0.333 

a2  » 

— <3.37  = Ai  + 0.92  k 

Juli  1 6. 

o Scrpentis 

-13.84  = An-  0.72  k 

580  Carr.  U. 

-<4.72  = Az  + 6.23  k 

• 16.0 

—0.157 

<5  Ophiuchi 

— <3.88  = An-  0.81  k 

£ Herculis 

—<3.41  = Az  + 0.42  k 

* 

x Ophiuchi 

— 13.77  = Az  + 0.69  k 

e Ursae  min. 

— 13.36  = AZ  — 3.82  k 

17.0 

-0.102 

a Herculis 

— 13.95  = Az  -»-  0.63  k 

ß Draconis 

—13.89  *=  Az  — 0.03  k 

d Aquilae 

-14.18  = Az  + 0.77  k 

1127  Carr.  U. 

—16.40  = A/  + 7.19  k 

cq  Capricorni 

— 13.90  = Az  + 0.92  k 

19.7 

— 0.377 

ö2  * 

— <3.87  = A < -*-  0.92  k 

a Ursae  min.  U. 

—20.54  = Az  +26.10  k 

17  Ursae  maj. 

— 4 4.33  = AZ  + 0.04  k 

13.2 

—0.237 

a Serpenlis 

— 14.51  = AZ+  0.72  k 

580  CaiT.  U. 

—15.37  = AZ+  6.23  k 

16.0 

— 0.130 

S Ophiuchi 

— 14.82  = Az  + 0.8<  k 

£ Herculis 

— 14.27  = Az+  0.42  k 

x Ophiuchi 

—14.37  = AZ  + 0.69  k 

c Ursae  min. 

-13.06  = AZ  — 3.82  k 

■ 17.0 

— 0.289 

a Herculis 

— <4.23  = AZ  + 0.63  k 

ß Draconis 

— 14.18  = AZ  — 0.03  k 

d Aquilae 

— <4.82  = AZ  + 0.77  k 

<127  Carr.  U. 

— <7.07  = Al  + 7.19* 

a,  Capricorni 

— 14.64  = AZ  + 0.92  k 

" <9.7 

—0.366 

f*2  » 

— 1 i.G9  = A / + 0.92  A 

Juli  18. 

o Scrpentis 

-<5.40  = Az  + 0.72  * 

580  Carr. 

— 16.23  = Az+  6.23* 

16.0 

— 0.142 

d Ophiuchi 

— <5.50  = Az  + 0.81  * 

5 Herculis 

— 15.14  = Az  + 0.42* 

x Ophiuchi 

-15.20  = AZ  + 0.69* 

c Ursae  min. 

-14.73  = AZ  - 3.82* 

17.0 

-0.141 

a Herculis 

— 4 5.53  = Az+  0.63* 

ß Draconis 

-15.33  = AZ  — 0.03* 

<<27  Carr.  U. 

-17.67  = AZ  + 7.19* 

ct|  Capricorni 

— 15.57  = AZ  + 0.92* 

19.7 

—0.345 

cr2  » 

— 15.46  = AZ  + 0.92* 
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C.  Bhliins. 


(jlciuliunp  zur  Bestimmung 
der  Azimullie 


Slenizeit 
der  Beob. 


o Serpenlis 
580  Carr.  U. 
(1  Opliitirlii 
C Hercitlis 
x Ophiuchi 
t Ursae  min. 
a Ilerculis 
(t  Draconis 


— 15.96  ! 

— I 0.99 

— 16.17 

— 1 5.8*1 

— 10.01 

— 13.24 

— 15.88 

— 15.86 


A t -t-  0.71  k 
Al  4-  6.23  k 
Al  4-  0.81  k 
Al  4-  0.42  A 
Al  -i-  0.60  A 
Al  - 3.81  A 
Al  4-  0.63  A 
Al  — 0.03  A 


In  diesen  Azimuthwerlhen  ist,  wenn  mich  nicht  so  klar,  doch 
eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  uusgcdrückt.  Bilde!  man,  das 
Aziinuth  von  a Ursac  minoris  wegen  zu  weiter  Entfernung  von  den 
Zeilsterncn  ausscli liessend,  aus  den  übrigen  Aziinuthen  die  Mittel,  so 
hat  man 


186.% 

Sternzeit 

Azimuth  ! 

1865 

Sternzeit 

! Azimuth 

l _ 

Juli  4. 

10148 

—0:192 

1 Juli  15. 

1 7157 

— 0:294 

• 16. 

1 17.57 

— 0.212 

> 6. 

1 17.57 

—0.188 

. 17.  i 

17.57 

—0.262 

» 7. 

1 16.48 

-0.170 

» 18. 

17.57 

— 0.209 

» 13. 

i 1 6.48 

-0.303 

» 19.  | 

16.48 

—0.168 

ilaniil  die  j 

Venderung  des  Azimuths: 

1 865 

in  j 

Acmlerung  Jj 

186% 

in  | 

Armierung 

0152 

— o:iio 

Juli  16. 

1161 

0.52 

— 0.1 16 

0.57 

2.17 

1.G1 

—0.064 

0.57 

4-0.043 

» 17. 

1.61 

2.17 

-0.022 

0.57 

2.17 

0.52 

4-0.115 

0.52 

—0.114 

. 18. 

1.61 

0.57 

0.52 

-0.01! 

2.17 

0.52 

— 0.012  1 

. 19. 

0.52 

1.61 

— 0.1  48 

0.52 

0.57 

4-0.110 

2.17  j 
1 

— 0.039 

4-0.027 


-0.067 

—0.068 

-0.136 

—0.002 

—0.002 
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Das  Resultat  gibt  als  Aenderung 


in  25^91  = — 0:952 

also 

in  lh  = — 0;037. 


Diese  stündliche  Aenderung  wurde  bei  den  Rcductionen  berück- 
sichtigt. 

Die  zur  Reductinn  der  Beobachtungen  angewandten  Werthe  der 
Instrumentalcorrectionen  sind  daher  die  folgenden: 


1865 

1 

Stern- 

Zeit 

*ic 

1 

»D 

c 

4- 

Juni  29. 

13k 

+ 0:369 

+ 07381 

— 0M  97 

+ 0H97 

—0:259 

14 

+ 0.372 

+0.384 

—0.231 

+ 0.231 

| —0.296 

15 

+0.375 

+0.387 

— 0.265 

+0.265 

—0.333 

16 

+0.379 

+0.391 

—0.299 

+0.299 

—0.370 

17 

+0.382 

+0.394 

— 0.23.3 

+0.233 

—0.407 

Juli  4. 

15 

—0.002 

+0.010 

—0.290 

+0.290 

—0.137 

16 

+0.001 

+ 0.013 

—0.324 

+ 0.324 

—0.174 

17 

+0.004 

+0.016 

—0.358 

+ 0.358 

—0.211 

18 

+ 0.007 

+0.019 

—0.392 

+ 0.392 

—0.248 

40 

+ 0.015 

+ 0.027 

—0.460 

+ 0.460 

—0.322 

*1 

+0.018 

+0.030 

— 0.494 

+ 0.494 

-0.359 

Juli  f>. 

13 

—0.029 

—0.017 

—0.271 

+0.271 

-0.019 

14 

-0.026  | 

-0.014 

—0.305 

+0.305 

j —0.056 

15 

-0.023 

—0.0t  1 

-0.339 

+0.339 

1 —0.093 

16 

—0.019 

—0.007 

—0.373 

+ 0.373 

—0.130 

17 

— 0.015  ! 

-0.003 

—0.407 

+0.407  i 

— 0.167 

18 

—0.0(2  1 

0.000  1 

—0.441 

+0.441 

1 —0.204 

19 

-0.019 

+0.003 

— 0.475 

+0.475 

-0.241 

20 

—0.005 

+0.007 

-0.509 

+ 0.509 

-0.278 

21 

— 0.002 

+0.010 

-0.513 

+0.543 

-0.3(5 

Juli  13. 

13 

+ 0.091 

+0.103  ; 

—0.332 

+0.332 

! -0.211 

\ 5 

+ 0.098 

+0.H0 

— 0.400 

+0.400 

— 0.218 

16 

+0.(01  1 

+0.113 

-0.434 

+0.434 

I —0.285 

17 

+ 0.105  < 

+0.117 

-0.468 

+0.468 

—0.322 

18 

+ 0.108 

+ 0.120 

— 0.502 

+0.502 

—0.359 

Juli  U. 

13 

+0.044 

+0.056 

-0.294 

+0.294 

—0.141 

1 4 

+0.047 

+0.059 

— 0.328 

+0.328 

| -0.178 

S 5 

+0.050  ! 

+0.062 

— 0.362 

+ 0.362 

—0.215 

16 

+0.054 

+0.066 

— 0.396 

+ 0.396 

! —0.252 

17 

+ 0.058 

+0.070 

—0.430 

+ 0.430 

—0.289 

18 

+ 0.062 

+0.074 

-0.464 

+0.464 

-0.326 

19 

+0.067 

+0.079 

—0.498 

+0.498 

—0.363 

1 

Ahhmidl.  d.  H.  S.  GeitelUch-  d.  Wissen&rh.  XV.  { j) 
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G.  Brunns, 


[(8 


4845 

Stern-  I 
Zeit 

*«r 

*• 

i 

! <5c 

! 

e. 

I 

k 

1 

Juli  15. 

1 3k 

+ 01040 

+05052 

—01352 

+ 01352 

— 0*125 

14 

+0.043 

+0.056 

—0.380 

+ 0.386 

—0.162 

15 

+ 0.01fi 

+0.059 

-0.420 

+ 0.120 

1 — 0.t99 

Iß 

+0.050  1 

+0.062 

—0.454 

+ 0.454 

—0.236 

17 

+0.054 

+0.06G 

— 0.188 

+ 0.488 

— 0.273 

18 

+ 0.057 

+ 0.069 

—0.522 

+0.522 

—0.310 

1 

l<l 

+0.061 

+0.073 

-0.556 

-4-0.556 

—0.347 

+0.064 

+ 0.076 

— 0.590 

+ 0.590 

—0.384 

Juli  Iß. 

45 

+ 0.056 

+0.008  | 

—0.486  j 

+0.486 

— 0.117 

16 

+0.059 

+ 0.071 

—0.520 

+0.520 

—0.154 

17 

+0.063 

+0.075 

-0.554 

+0.554 

—0.191 

18 

+0.066 

+0.078 

-0.588 

+0.588 

| -0.228 

19 

+ 0.070 

+ 0.082  1 

-0.622 

+0.622  | 

—0.265 

SO 

+0.073 

+0.085 

-0.656 

+ 0.656 

— 0.302 

21 

+ 0.076 

+ 0.088 

—0.690 

+0.690 

—0.339 

Juli  17. 

13 

+0.059 

+ 0.071 

— 0.456 

+0.456 

— 0.093 

14 

+0.062 

+ 0.074 

— 0.490 

+0.490 

—0.130 

15 

+ 0.066 

+ 0.078 

-0.524 

+0.524 

— 0.167 

Iß 

+0.069 

+0.081 

— 0.558 

+ 0.558 

—0.204 

17 

+ 0.073 

+0.085 

, —0.592 

+0.592 

-0.241 

18 

+0.076 

+0.088 

—0.626 

+ 0.626 

— 0.278 

19 

+0.079 

+0.091 

— 0.660 

+0.660 

—0.315 

20 

+0.083 

+ 0.095 

—0.694 

+ 0.694 

—0.352 

21 

+0.087 

+0.099. 

—0.728 

+ 0.728 

—0.389 

Juli  18. 

15 

+0.056 

+0.068 

— 0.556 

+ 0.556 

-0.114 

16 

+0.059 

+ 0.071  . 

—0.590 

+0.590 

—0.151 

17 

+0.063 

+ 0.075 

— 0.624 

+ 0.624 

— 0.188 

18 

+0.066 

+0.078  , 

—0.658 

+ 0.658 

—0.225 

19 

+0.069 

+0.081 

—0.692 

+ 0.692 

—0.262 

20 

+0.073 

+ 0.085 

— 0.726 

+0.726 

— 0.299 

21 

+0.076 

+ 0.088 

— 0.760 

+0.760 

—0.336 

Juli  1!). 

15 

+0.045 

, + 0.057 

—0.556 

+ 0.556 

—0.113 

16 

+0.048 

+0.060 

-0.590 

+0.590 

— 0.150 

17 

+0.052 

+ 0.064 

— 0.624 

+0.621 

—0.187 

18 

+0.055 

+0.067  | 

—0.658 

+0.658 

I -0.224 

19 

+ 0.058 

+ 0.070 

—0.692 

+ 0.692 

— 0.261 

20 

+0.062 

+0.074 

-0.726  1 

+0.726 

1 —0.298 

21 

+0.065' 

+0.077  j 

-0.760 

1 

+0.760 

-0.335 

2.  Das  Instrument  in  Wien. 

;i.  Die  Neigung. 

An  dom  Wiener  Instrumente  sprengte  der  Aether  durch  die 
sehr  grosse  Hitze,  welche  Juli  5 und  6 herrschte,  *den  verkitteten 
Deckel  von  der  l.iliclle  los.  sodass  eine  schnelle  Verdunstung  des 
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Aethers  eintrat  und  Juli  7 eine  neue  Libelle  in  die  Fassung  gelegt 
werden  musste. 

Hin  Niveaullieil  der  ersten  Libelle  war  = 0?  1 005 
der  zweiten  = 0.0007 

Die  Ungleichheit  der  Zapfen  folgt  aas  allen  Nivellirungen  sowohl 
mit  der  neuen  als  mit  der  alten  Libelle  fast  vollständig  identisch. 

Es  war 

Längenbestimmung  Leipzig-Wien  Kr.  0 — W = — 0? 2 1 , Gewicht  82.7 
» Berlin-Wien  » = — 0.20,  » 69.8 

Sttmmtliche  Nivellirungen,  die  weiter  unten  zusammengestellt  * 
sind,  wurden  zunächst  nach  der  Zeitfolge  geordnet,  und  obwohl 
niemals  die  Sternzeit  im  Beobachtungsjournal  hinzugefitgl  ist,  so  lasst 
sich,  da  die  Nivellirungen  nach  den  Culminationen  der  einzelnen 
Sterne  angestellt  sind,  die  Zeit  doch  sofort  ermitteln  und  ist  selbige 
in  der  Tabelle  angegeben.  Alle  Nivellirungen  sind  auf  Kreis  West 
reducirt  und  zwar  wenn  Kreis  Ost  uivellirt  war,  mit  den  Werthcn 
-4-0p20  bei  der  alten,  -I-0P21  bei  der  neuen  Libelle. 

Für  unsere  Zwecke  genügt  es,  nur  die  Nivellirungen  wahrend 
der  Längenbestimmung  Leipzig- Wien  anzugeben  und  in  der  folgen- 
den Tabelle  erkennt  man  sofort,  «dass  (mit  Ausnahme  von  Juli  1 4 I, 
Juli  17  II  und  Juli  18  1)  keine  bemerkenswerthe  Veränderung  der 
Neigung  angedeutet  ist  und  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung 
mit  Entschiedenheit  nicht  angenommen  werden  kann.  Es  ist  daher 
an  jedem  Abend  für  jede  Zeitbestimmung  ein  Generalmittel  genommen 
und  dasselbe  zur  Reduction  angewandt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  die  von  Mai  22 — 27  angestellten 
Nivellirungen  keine  der  Zeit  proportionale  Variation  der  Neigung  ge- 
zeigt haben,  und  wenn  in  den  Nivellirungen  von  September  12  bis 
October  2 wahrend  der  Längenbestimmung  Berlin- Wien  eine  ziem- 
lich deutliche  Variation  der  Neigung  ausgesprochen  zu  sein  scheint,,  so 
ist  dies  doch  wieder  nur  an  einzelnen  Abenden  der  Fall.  September 
12,  13,  22  und  October  2 zeigt  zwar  eine  Abnahme,  September  16 
dagegen  eine  Zunahme,  Septbr.  21,  23  und  26  scheint  aus  den  Nivel- 
lirungcn  wahrend  der  ersten  Zeitbestimmung  ein  Gang  hervorzugehen, 
der  durch  die  Nivellirungen  wahrend  der  zweiten  Zeitbestimmung 
nicht  bestätigt  wird;  endlich  ist  September  18,  19,  20  und  24 
illterhaupl  kein  Gang  in  der  Neigung  zu  erkennen  und  in  der  schon 

tr>* 
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publicirten  Lüngenbestimmung  Berlin -Wien  ist  datier  auch  für  jede 
Zeitbestimmung  einfacli  das  Mittel  aus  den  verschiedenen  Nivellirungen 
genommen. 

Wenn  man  noch  die  Nivellirungen  hei  der  ersten  und  zweiten 
Sterngruppe  mit  einander  vergleicht,  so  ist  die  Differenz  zwischen 
denselben  bald  positiv,  bald  negativ  und  trügt  daher  ganz  den  Charakter 
von  Beobachtungsfehlern.  Hs  tindet  sich-  als  Differenz  der  Neigungen 
zwischen  der  ersten  und  letzten  Sterngruppe  im  Mittel  bei  der  Lüngen- 
beslimmung  Leipzig-Wien  I — II  = -t-  (I?  1 2 Gewicht  34.3 
Berlin- Wien  1 — II  = — 0.02  » 54.6 

also  im  Mittel  -»-  0.03  » 88.9 


eine  Grösse,  welche  zu  vernachlässigen  ist.  Die  Nivellirungen  in  Wien 
ergeben  : 


i 865 

Zeit 

Kreis- 
te«** j 

1 

Erhebung  ! 

des 

Weste  ödes  : 

Reduction 

auf 

West 

Angenommen 

0 — w 

Ge- 

wicht 

Juni  20. 

15*4  I 

w 

+ 1P70 

+ 1P70  ! 

16.4 

0 | 

-ei. 35 

+ 1.55  1 

io.o 

0 

+ 1.13 

+ 1.63  1 

[+IP62 

1 6*5  j 

— 0P26O 

4.0 

17.5 

w 

+ 1.60 

+ 1.60  1 

Juli  4. 

16.4 

w ! 

-1.20 

— 1.20 

16.6  | 

W 

—0.78 

—0.78 

L —1.40 

16.8 

— 1.440 

2.7 

17.5 

0 

-2.43 

—2.23  | 

Juli  6. 

16.0  ! 

0 

— 1.90 

-1.70 

16.4 

W I 

— 1.63 

— t .63  1 

| —1.68 

16.5 

— 0.210 

4.0 

16.6 

w 

-1.73 

-1.73  I 

17.1 

0 

— 1.88 

-1.68  ) 

19.0 

0 

— 1.95 

— 1.75  1 

19.2 

0 

—2.80 

-2.60  1 

t —2.28 

19.6 

+0.015 

4.0 

20.0 

\v 

— 2.18 

— 2.48  | 

20.4 

w 

-2.30 

-2.30  . 

Juli  8. 

15.8 

w 

*4-0.65 

+0.65  | 

15.9 

0 

-0.43 

— 0.22 

16.5 

0 

+ 1.65 

+ 1.86 

+ 1.23 

16.6 

— 0.316 

6.0 

16.9 

0 

+ 1.68 

+ 1.89 

l 17.0 

w 

+ 1.30 

+ 1.30 

17.5 

1 w 

+ 1.90 

+ 1.90 

Juli  1«. 

j 16.9 

! W 

+3.50 

+3.50 

1 +3.40 

17.0 

-0.420 

2.0 

17.2 

0 

+3.08 

■4-3.29 

1 

1 

Juli  13. 

15.8 

0 

+ 1.23 

4-1.44  1 

15.9 

w 

+ 1.78 

+ 1.78 

1+1.73 

16.3 

—0.315 

4.0 

16.5 

w 

+ 1.98 

+ 1.98 

16.9 

0 

+ 1.50 

+ 1.71  1 
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lUi 

Zeit 

Kreis-  j 
läge 

Erhebung 

des 

Westendes 

| Reduction 
auf 
West 

i Angenommen 

0 — w 

Ne- 

wicht 

Juli  13. 

19*4 

0 

+ 2F53 

i 

+ 2F74 

i 

[ 

19.7 

w 

-1-2.40 

+ 2.40 

| +2P51 

1 9*8 

+ 0M40 

2.7 

20.  1 

w 

+ 2.38 

+ 2.38 

Juli  II. 

15.7 

w 

+ 4.00 

+ 1.00 

15.8 

W 

+ 3.95 

-4-3.95 

16.0 

0 

+ 3.63 

+3.84 

16.5 

0 

+2.95 

+3.16 

+ 3.25 

16.5 

—0.180 

6.9 

16.8 

0 

+2.60 

+ 2.81 

16.9 

w 

+2.43 

+2.43 

17.5 

w 

+2.58 

+ 2.58 

19.2 

w 

+ 3.05 

+ 3.0o  | 

I 

19.6 

w 

+ 3.23 

+3.23  j 

19.8 

0 

+2.43 

+ 2.64  | 

+ 2.82 

19.7 

—0.850 

| 4.0 

20.4 

0 

+ 2.15 

+2.36  ; 

) 

Juli  15 

\ 5.7 

0 

+3.45 

+3.66 

16.0 

w 

+3.20 

+3.20 

16.5 

w 

+2.70 

+ 2.70 

16.8 

w 

+ 3.03 

+3.03 

+ 3.29  1 

16.6 

+ 0.404  ! 

6.0 

17.0 

0 

+3.13 

+3.34 

<7.5 

0 

+ 3.60 

+3.81 

19.2 

0 

+3.20 

+3.41  | 

19.6 

0 

+ 3.03 

+3.24  | 

1 

«9.6 

w 

+ 3.20 

+3.20  | 

+3.11 

19.7 

+0.215 

4.0 

19.8 

w 

+2.60 

+ 2.60  ! 

i 

Juli  | ß_ 

<5.7 

w 

+ 0.55 

+ 0.55 

16.0 

0 

—0.65 

—0.44 

16.4 

0 

-0.58 

-0.37 

16.8 

0 

—0.50 

— 0.29 

—0.22 

16.6 

—0.494 

6.0 

17.0 

w 

— 0.60 

—0.60 

17.5 

w 

-0.20 

—0.20 

19.2 

w 

— 0.48 

-0.48  \ 

19.6 

w 

-0.40 

—0.4O  | 

19.8 

0 

-0.20 

+0.04  | 

\ -0.38 

19.7 

—0.100 

4.0 

20.4 

0 

— 0.88 

-0.67  ; 

1 

Juli  1 7 __ 

15.7 

0 

—0.33 

—0.12 

16.0 

w 

+0.03 

+0.03 

16.5 

w 

+ 0.23 

+0.23 

16.8 

w 

— 0.20 

— 0.20 

+ 0.08 

1 6.6  j 

— 0.090 

6.0 

17.0 

o 

—0.23 

-0.02 

17.5 

0 

+ 0.35 

+0.56 

19.2 

0 

+0.03 

+0.24  , 

19.6 

0 

— 0.70 

-0.49  | 

19.8 

w 

— 0.88 

— 0.88  / 

| —0.50 

19.7 

+0.545 

4,0 

20.4 

w 

1 

-0.88 

| —0.88  ; 

1 

1 

1 

1 
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Zeit 

Kreis- 

Inge 

Erhöhung 

dos 

Wcslendes 

Rcduction 

auf 

West 

Angenommen 

0- w 

fic- 

wichl 

Juli  18. 

15*7 

w 

— 0P1 5 

— OPI  5 

16.0 

0 

-1-0.13 

+0.34 

16.4 

0 

+0.03 

+0.24 

16.7 

0 

+0.10 

+ 0.31 

— ÜP02 

1 6P6 

+0P465 

6.9 

16.9 

0 

+0.03 

+0.24 

17.0 

w 

0.00 

0.00 

17.5 

w 

— 1.03 

-1.03 

1 9.2 

w 

+0.23 

+0.23 

19.0 

19.8 

0 

+0.30 

+0.51 

+0.51 

+ 0.210 

2.7 

20.4 

0 

+ 0.58 

+0.79 

Juli  t'J. 

15.5 

0 

— 0.45 

-0.24 

15.8 

0 

— 1.08 

— 0.87 

16.0 

w 

— 0.9« 

— 0.98 

—0.77 

16.2 

+0.200 

6.0 

16.4 

w 

—0.93 

— 0.93 

16.7 

w 

— 1.00 

— 1.00 

17.0 

0 

— 0.78 

-0.57 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  mit  Rücksicht  auf  die  Gewichte 
aus  der  vorigen  Gcncralmittel  genommen  und  in  Bezug  auf  Kreis  Ost 
und  Kreis  West,  welche  um  die  halbe  Grosse  Kreis  0 — W von  ein- 
ander verschieden  sind,  zusamraengestellt. 


4865 

Kreis  Ost 

Kreis  West 

Juni 

1 

29. 

+ 01148 

+0M58 

Juli 

4. 

— 0.156 

-0.146 

O 

6. 

—0.215 

-0.205 

» 

K. 

+ 0.097 

+ 0.106 

J» 

ii. 

+0.294 

+ 0.303 

0 

13. 

+ 0.172 

+0.181 

I) 

U. 

+ 0.266 

+0.275 

» 

15 

+0.277 

+ 0.286 

n 

16. 

— 0.040 

—0.031 

n 

17. 

— 0.028 

-0.019 

i) 

18. 

— 0.002  j 

+0.007 

0 

19. 

—0.084  [ 

—0.075 

b.  Der  Collimalionsfehler . 

Zur  Ableitung  des  Collimationsfehlers  sind  die  Beobachtungen  der 
Polsterne  auf  den  Milteifaden  reducirt  und  die  Correctionen  fUr  Neigung 
aus  der  letzten  Tabelle  angebracht , die  so  corrigirten  Beobachtungs- 
zeiten von  einander  abgezogen  und  durch  2 sec  rf  dividirt,  wodurch 
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der  ColUmalionsrchler  sich  findet.  Diu  angewandten  Coefficienten  l'Ur 
die  Neigung  sind : 


bei  Carringion  580  U.  C. 
» t Ursau  minoris  ü.  C. 
» Carringion  1 1 27  U.  C. 


für  / 

— 5.836 
-+-  6.H7 

— 0.977. 


Kreis  West 

Durchgangs-  jCorroct. 
zeit  für  i 


Kreis  Ost 

Durchgangs- 

WesJ 

Colli- 

Durchgangs-  ICorrcct. 

zeit 

| min. 

innlions- 

zeit  | für  t 

West 

LÜÜ_ 

1 Oslj 

fehler 

1 5h  57“  33479 — 0:92  1 5k  57“  31  !50  — 0?86  32487 


56 


öS.  1 1 +1.20 
36.871 — 0.62 
40.81 1 — 1.06 
»2.66  — 1.60) 
4 S . 6 7 j — 1 .67 
»2.261  + 0.  49 
*2.31 1+0.1 1 
42.21  — «.Oil 
42.05  +0.4»! 


Juli 


II. 

13. 

14. 
4 5. 

46. 

47. 
4 8, 
49. 

6 

13 

(4 

15. 

46 
17. 
4 8 


12.54  +1.86 
46.00  +4. 1 I 
47.011  + 4-69 
46.74  + 4.76 
47:8*' — 0.19 

46.32  — 0.42 

16.33  +0.04 
4 6.54 i — 0.46 


19 


44  44.93 
43  27.52 
29.00 
29.04 
28.96 
27.48 
27.90 


+ 1.43  49 
— 1.26 
— 4.92 
—2.00 
+0.22| 
+0. 1 3f 
— 0.05 


56 


Juni  29. 

16  60  4 4.84 

+ 0.97 

46  60 

Juli  4. 

30.04 

—0.90 

» 6. 

34.00 

— 1.26 

" «• 

59  43.05  +0.65 

59 

54.34 

33.90 

38.15 


+ 4.25)56.34 


-0.57 
— 4.00 


44.14-1.55 
40.63  —4.62 
.39.80  +0.24 
40.03  +0.16 
39.66  +0.01 

39.53  +0.49 

47.54  +0.94 


32.02 
37.00! 
4 4.75 


—0.96 

-1.32 

+0.60 


36.25 

39.75 

44.06 

44.00 

42.45 

42.42 


3046» 

52.59 

33.33 

37.15 


2:23 

[3.72 

2.92 

2.60 


39.59  4.47 


39.01 

40.04 

40.49 


42.17  39.67 


4 4.69  +4.81 
47.60  +1.06 
4 8.26  +4.6» 
48.19  +1.70 


19.26 

48.38 

47.57 

16.66 


—0.25 

-0.47 

-0.04 

—0.52 


4 5.81 
29.4  4 
32.7  4 

13.70 
|44.37 

17.41 

48.70 
4 8.47 
47.65 
16.20 
16.37 
4 6.05 


4.99 

2.44 

2.23 

2.50 


42.49140.02  2.47 


18.45,2.64 


34.06 
35.68 
4 5.35 
4 6.50 


1.92 
2.94 
1.65 
2.4  3 


44  38.16  +1.50  »3.36  39.66 


25.50 

27.25 

26.71 

25.35 

25.04 


18.66  1.55 


19.90 

49.89 

49.04 

48.21 


1.20 

4.42 

4.36 

2.01 


17.56  1.19 
16.14  0.09 


— 1.20  26.26  24.30 


— 1.86 
-4.93 
+0.29 
+ 0.20 


27.08  25.39 


27.04 

29.18 

27.61 


24.78 

25.64 

25.24 


25.83  +0.01  27.85  25.84 


+0M26 
+0.210 
+0.465 
+0.4 17 
+ 0.083 
+ 0. 1 12 
+ 0.136 
+ 0.126 
+ 0.141 
+0.140 

+ 0.478 
1+0.429 
+0.498 
+0.141 
+0.143 
+ 0.104 
+ 0.084 
+0.090 
+0.092 
+0.135 
+ 0.080 
1+0.006 


3.70+0.179 


4.96, 

4.69! 

2.26 

3.54 

2.37 

2.01 


+0.095 

+0.082 

+0.110 

+0.472 

+0.115 

+0.099 


l’kie  Unterschiede  der  Colliinationsfehler  sind  mit  Ausnahme 
em,{§Oi-  Tage  so  gering,  dass  sie  wohl  schwerlich  als  reell  ange- 
s'her»  werden  können.  Wenn  man,  um  von  zufälligen  Fehlern  un- 
^‘^Ugiger  zu  sein,  an  den  Tagen,  wo  alle  drei  Polsterne  beobachtet 
^juij  g.  |3,  14^  16,  1 7,  18),  die  Mittel  der  Colliniations- 

tehler  für  jeden  einzelnen  Stern  nimmt,  so  muss,  wenn  jeden  Abend 
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eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  vorhanden  ist,  diese,  im  Mittel 
sieh  zeigen.  Ks  ist  jedoch: 

für  580  Carr.  um  15"  57"  c=  -+0-138 

» * Urs.  min.  » 17  0 -+-0.H3 

» 1127  Carr.  » 19  ii  -+0.122 

also  so  nahe  gleich,  dass  man  wohl  annehmen  kann,  eine  regel- 
massige  Aenderung  des  Collimationsfehlers  im  Laufe  eines  Abends 
habe  nicht  stattgefunden.  Es-  ist  deshalb  bei  Ausführung  der  Re- 
duclioncu  an  jedem  Tage  das  Mittel  genommen,  mit  Ausnahme  von 
Juli  19,  wo  wegen  der  eonstatirlen  Aenderung  des  Collimations- 
fehlers zwei  Mittel  gebildet  sind.  Es  ist  demnach  angenommen  . für 
Kreis  West : 


1 865 

c 

<865 

c 

1865 

c 

Juni 

29. 

+0!152 

Juli 

13. 

-4-0*1 1 5 

Juli  18. 

+n:io7 

Juli 

4. 

-Ht.1 29 

» 

14. 

+ 0.082 

» 19.1 

+ 0.1 10 

n 

H. 

+ 0. 196 

» 

15. 

+ 0.106 

» II 

+ 0.006 

A 

8. 

+0.138 

» 

Ui. 

+0.133 

• 

H. 

+ 0.113 

i * 

17. 

+ 0.125 

i 

c.  Das  Azimulh. 

Das  Azimulh  wurde,  um  es  möglichst  genau  zu  erhalten,  aus 
dem  Polsteme  und  allen  beobachteten  Fundamenlalsternen  abgeleitet. 
Den  Fundamentalsternen  ist  zusammen  immer  dasselbe  Gewicht  ge- 
geben als  dem  Polstern,  indem  aus  den  Gleichungen  für  die  Funda- 
menlalsterne  einfach  das  Mittel  genommen  wurde.  Die  strenge 
Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  würde  im  All- 
gemeinen dieselben  Werlhe  ergeben  haben.  Die  folgende  Tabelle 
enthalt  die  Gleichungen  zur  Ableitung  der  Aziniuthahvcrthe. 


1865 

Sterne 

===== 

Gleichungen  zur  BcMiinmung 
des  Azimuths 

Sternzeit 
der  Bcob. 

Azimuth 

Juni  29. 

380  Carr.  U. 

— 15.65  = A(  + 6.57  A 

10:0 

+0(1406 

<5  Ophiuchi 

— 18.00  = A / + 0.78  A 

C llcrculis 

— 17.65  = Al  + 0.33  A 

x Ophiuchi 

— 17.80  = Al  + 0.63  A 

t L’rsae  min. 

— 18.71  = A / — 4.16  A 

17.0 

+ 0.223 

a llcmtlis 

— 17.49  = Af  + 0.57  k 

ft  Draconis 

— 17.87  = AZ  — 0.12  Aj 

I 
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imi 

1 

Sterne 

Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Azimuths 

Sternzeit 
der  Beob. 

Azimuth 

Juli  4. 

£ Herculis 

— 3S751  = Al  + 0133  li) 

x Ophiuchi 

-38.57  = Al  + 0.63  A 

£ l'rsae  min. 

— 32.24  = Al  - 1.16  A 

47*0 

— o;080 

a Herculis 

— 38.63  = Al  + 0.57  A 

ß Uraconis 

— 32.70  = Al  — 0.12  A) 

Juli  6. 

ff  Serpentis 

— 37.05  = Al  + 0.66  AI 

580  Carr.  U. 

— 37. 1 5 = A / + 6.  57  k - 

1 6.0 

— 0.010 

d Ophiuchi 

— 37.13  = Al  + 0.78  A-| 

£ Herculis 

— 36.82  = Al  + 0.33  A 

x Ophiuchi 

— 37.21  = Al + 0.83*1 

£ lirsae  min. 

— 36.44  = Al  — 4.16  A 

17.0 

| —0.146 

a Herculis 

— 37.24  = A<  + 0.57  A 

ß Drnconis 

— 37.14  Al  — 0.12  AJ 

& Aquilae 

-37.51  = Al -1-0.71  AI 

Il  i7  Carr.  U. 

— 37.34  = Al  + 7.59  A 

19.7 

+0.031 

a2  Capricomi 

— 37.58  = Al  + 0.90  A-| 

ili  N.  * 

n Serpenlis 

-1-  42.72  = Al  -l-  0.66  Aj 

580  Carr. 

-4-  48.88  = Al  -4-  6.57  AI 

16.0 

+ 0.027 

x Ophiuchi 

-1-  42.64  = Al  -4-  0.63  Ai 

| 

s l'rsae  min. 

-4-  43.03  = Al  - 4.46  A 

a Herculis 

-I-  42.86  = Al  -4-  0.57  Ai 

I 

17.0 

—0.060 

ß Uraconis 

-4-42.73  = Al  - 0.42  AI 

1 

li  1 1 . «• 

£ Herculis 

-4-  42.03  = Al + 0.33  AI 

x Ophiuchi 

+ 41.88  = Al  + 0.63  A-l 

£ lirsae  min. 

j +41.81  = Al  — 4.16  A 

| 

1 17.0 

+0.092 

ß Uraconis 

+ 42.50  = Al  - 0.42  Aj 

1 

1' « 3. 

580  Carr.  U. 

+ 40.14  = Al  + 6.57  Aj 

6 Ophiuchi 

+ 39.08  = Al  + 0.78  A( 

I 16.0 

+ 0.483 

£ Herculis 

+ 39.28  = Al  + 0.33  A4 

x Ophiuchi 

+ 39.27  =*  Al  + 0.63  A 

e l'rsae  min. 

+ 39.13  = Al  - 4.16  AJ 

47.0 

+0.020 

a Herculis 

+ 39.09  = Al  + 0.57  A 

1 

ß Uraconis 

+ 39.22  = Al  — 0.12  Aj 

1 1 27  Carr.  U. 

+ 39.07  = Ai  + 7.59  Al 

a2  Capricomi 

+ 39.01  = Al + 0.90  AI 

19.7 

+0.009 

1 1. 

or  Serpenlis 

+ 38.45  = Al  + 0.66  A 

580  Carr.  U. 

+ 38.44  = Al  + 6.57  A 

16.0 

+0.034 

d Ophiuchi 

+ 38.07  s=  Al  + 0.78  A 

£ Herculis 

+ 38.24  = Al  + 0.33  A) 

x Ophiuchi 

+ 38.22  = Al  + 0.63  k 

£ L'rsae  min. 

+ 37.57  = Al  — 4.46  A 

1 

17.0 

+0.136 

a Herculis 

+ 38.14  = Al  + 0.57  A 

ß Uraconis 

+ 38.23  = Al  — 0.12  AJ 

et%  . An  den  beiden  Tagen  Juli  8 und  H wurden,  um  vorn  ColUmationsfchler  und  einer 
^ Aenderung  der  persönlichen  Gleichung  »wischen  Kr.  O.  und  Kr.  W.  möglichst 
no  *ü  sein,  zuerst  das  Mittel  der  zwei  in  der  einen  Kreislage  beobachteten  Zeitsterne  ge- 
Mui*?01'  um*  dieser  Werth  mit  dem  in  der  andern  Kreisluge  beobachteten  Sterne  zu  einem 
***  verbunden. 
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Slerne 

Gleichungen  zur  Hestiuimung 
des  Azimuths 

Sternzeit 
der  He  oh. 

Azimuth 

Juli  11. 

(I  Aquilac 

+ 38122  = Al  + 0771  4) 

1 1 27  Carr.  L'. 

-1-38.15  = Af  -t-  7.59  k\ 

19*7 

— 0:009 

a2  Capricorni 

+ 38.17  = Af  + 0.90  4| 

Juli  1 5. 

580  Carr.  U. 

+ 38.96  = Af  + 6.57  kl 

(I  Ophiuclii 

+ 37.88  = Af  + 0.78  41 

16.0 

+ 0.187 

C Herculis 

+ 38.31  = Af  + 0.33  A-, 

x Ophiuclii 

+ 37.93  = Af  + 0.63  4 

j a Ursne  min. 

+ 37.61  = Af  — 4.  1 6 V 

17.0 

+ 0.109 

n llcrculis 

+ 38.17  = Af  + 0.57  4-1 

ß Draconis 

+ 37.98  = Al  — 0.12  4 

1187  Carr.  U. 

+ 38.18  =.  Af  + 7.59  4( 

a-i  Capricorni 

+ 38.20  = Af  + 0.90  4( 

19.7 

-4-0.0  4 f 

Juli  10. 

380  Carr.  U. 

+ 37.90  = Af  + 6.57  4, 

1 

J Ophiuclii 

+ 38.04  = Al  + 0.78  41 

1 

16.0 

— 0.024 

£ Herculis 

+ 38.44  = Af  + 0.33  4-1 

x Ophiuclii 

+ 38.31  = Af  + 0.63  4 

e Ursae  min. 

+ 38.34  = Af  - 4.16  4 

17.0 

—0.006 

a llcrculis 

+ 38.23  = Af  + 0.57  4 

ß Draconis 

+ 38.26  = Af  — 0.12  4 

d Aquilac 

+ 38.22  = Af  + 0.71  4 

I 

1 127  Carr.  U. 

•4-37.03  = Af  -4-  7.59  k 

19.7 

—0.173 

Capricorni 

+ 38.17  = Af  + 0.90  4 

1 

Juli  17.  ! 

a Serpentis 

■4- 38.60  = Af  -4-  0.66  A"1 

580  Carr.  U. 

+ 38.04  = Af  + 6.57  4 

16.0 

— 0.O91 

<J  Ophiuchi 

+ 38.53  = Af  + 0.78  A] 

t Herculis 

+ 38.68  = Af  + 0.33  4 

x Ophiuchi 

+ 38.58  = Af  + 0.63  4 

e Ursae  min. 

+ 39.34  = Af  - 4.16  4 

17.0 

— 0.148 

a Herculis 

+ 38.67  = Af  + 0.57  41 

ß Draconis 

+ 38.74  — At—  0.12  41 

d Aquilae 

+ 38.66  = Af  + 0.71  4| 

1 1 27  Carr.  1!. 

+ 38.0.5  = Af+  7.59  4) 

19.7 

— 0.086 

a2  Capricorni 

+ 38.61  = Af  + 0.90  4) 

Juli  18.* 

580  Carr.  U. 

+ 38.62  = Af  + 6.57  kl 

<J  Ophiuchi 

+ 38.71  = Af  + 0.78  41 

16.0 

— 0.016 

x Ophiuchi 

+ 38.79  = Af  + 0.63  4] 

e Ursae  min. 

+ 39.45  = Af  - 4.16  41 

a Herculis 

+ 38.97  - Al  + 0.57  4 

17.0 

— 0.130 

ß Draconis 

+ 38.81  = Af  - 0. 1 2 4/ 

1 1 27  Carr.  II. 

+ 37.69  = Af  + 7.59  4, 

I 

a2  Capricorni 

+ 38.97  = Af  + 0.90  41 

1 

19.7 

— 0.191 

Juli  19. 

a Serpentis 

+ 39.43  = Af  + 0.66  41 

580  Carr.  U. 

+ 38.43  = Af  + 6.57  Aj 

16.0 

-0.117 

<f  Ophiuchi 

+ 39.15  = Af  + 0.78  4| 

• Hier  wurde  dasselbe  Verfahren  nngewendet,  wie  Juli  8 und  II. 
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<S(5 

Sterne 

Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Azimuths 

Sternzeit 

derBcob.  Al,muUl 

Juli  19. 

£ Ilerculis 

+ 39561  = + 0133  k) 

1 

/.  Opbiuchi 

+ 39.40  = Am-  0.63  k 

e Ursao  min. 

+ 40.22  = A t-  4.16  4/ 

17*0  —01463 

a Ilerculis 

-1-  39.44  = A<  + 0.57  Ä- 

ß Draconis 

+ 39.48  = At  — 0.42*1 

1 

1 

Die  abgeleiteten  Azimuthe  sind  als  gültig  angenommen  Tür  die 
Zeiten  der  (Kulmination  der  Polsterne.  Selbige  ist  für  580  Car- 
rington 15*96,  für  fürs.  min.  17*0,  für  1 1 27  Carrington  19-74; 
daher  sind  die  Mittel  aus  den  beiden  ersten  Zeiten  16*48,  aus  allen 
drei  Zeiten  1 7*57. 

L'm  eine  der  Zeit  proportionale  Aonderung  im  Aziiputh  zu  lin- 
den, wurde  in  gleicher  Weise  wie  bei  dem  Leipziger  Instrument 
aus  den  Azimuthen  das  Mittel  genommen  und  es  findet  sich: 


1865 

Sternzeit 

Azimuth 

1865 

Sternzeit 

Azimuth 

Juni  29. 

1 6*48 

-+-01316 

Juli  <5. 

17.57 

+ 0.1 13 

Juli  6. 

17.57 

-0.042 

» 16. 

17*57 

—01068 

» 8. 

16.48 

-0.016 

. 17. 

17.57 

—0.108 

» 13. 

17.57 

-4-0.07 1 

» 18. 

17.57 

-0.112 

* <4. 

17.57 

+0.053 

» 19. 

16.48 

-0.155 

lin'l  damit  die  Aenderung  des  Azimuths 


1865 

in 

Aenderung 

4 865 

in 

Aenderung 

Juni  29. 

0*52 

—01090 

Juli  16. 

1*61 

—01044 

0.52 

-0.091 

0.57 

—0.062 

Juli  6. 

1.61 

—0.032 

2.17 

-0.105 

0.57 

+ 0.104 

» 17. 

1.61 

— 0.017 

2.17 

+ 0.073 

0.57 

+ 0.040 

» 8. 

0.52 

—0.043 

2.17 

+ 0.022 

0.52 

—0.044 

» 18. 

1.61 

-0.096 

» 13. 

1 .g4 

— 0.112 

0.57 

+ 0.018 

0.57 

+ 0.051 

2.17 

-0.079 

2.17 

— 0.062 

» 14. 

1.61 

+ 0.022 

» 19. 

0.52 

—0.008 

0.57 

-0.083 

0.52 

—0.008 

2.17 

—0.062 

» 1 5. 

1.61 

—0.074 

0.57 

+ 0.004 

2.17 

-0.071 
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Das  Endresultat  ergibt  als  Aenderung 
in  33'.‘C  = — 0*849 
als«  in  1k  = — 0.025 

welcher  Werth  mit  dem  für  das  Leipziger  Instrument  gefundenen 
nahe  identisch  ist.  Die  gefundenen  Mittelvverthe  für  das  Azimut h 
sind  mit  der  erhaltenen  Variation  auf  die  Steinzeit  I8k  reducirt 
und  zu  den  Keductionen  auf  den  Meridian  sind  daher  bei  den 
Wiener  Beobachtungen  an  den  einzelnen  Tagen  die  folgenden  Wert  he 
der  Neigung,  der  t'.ollimation  und  des  Azimuths  angewandt: 


1 ($65 

«IC 

c 

1 ir 

k„  für  (gh 

Juni  £9. 

+01158 

+07 1 48 

+ 01152 

-01152 

+01278 

Juli 

*. 

— 0.U6 

— 0.156 

+ 0.129 

-0.129 

—0.105 

»1 

6. 

—0.205 

-0.215 

+0.196 

—0.196 

—0.053 

H 

8. 

+0.106 

+ 0.097 

+ 0.138 

—0.138 

—0.054 

W 

tt. 

+0.303 

+0.294 

+ 0.143 

—0.143 

+0.067 

n 

13. 

+0.181 

+0.172 

+0.115 

— 0.1 15 

+ 0.060 

» 

14. 

+0.275 

+ 0.266 

+ 0.082 

— 0.(182 

+0.042 

» 

15. 

+0.286 

+0.2 1 i 

+0.106 

— 0. 1 06 

+0.102 

» 

16. 

-0.031 

—0.040 

+0.133 

-0.133 

—0.089 

» 

17. 

— 0.019 

—0.028 

+0.125 

—0.125 

-0.119 

» 

18. 

+ 0.007 

-0.002 

+ 0.107 

-0.107 

— 0.123 

- 

19. 

-0.075 

-0.081 

+0.140 

+ 0.006 

—0.140 

—0.006 

— 0.193 

k = 

- 0!025  (, 

- 18‘),  ti 

3 Stunden  Sternzeil  ausgedrückl. 

III.  Ermittelung  der  Uhrdifferenzen. 

a.  IHc  Signale. 

Um  die  Differenz  der  Leipziger  mit  der  Wiener  Uhr  zu  Hnden, 
wurden  zwei  Methoden  angewandt,  die  der  Signale  und  die  der 
Coincidenzen.  Die  Signale  wurden  in  nahe,  regelmässigen  Intervallen 
von  ! 0 zu  1 0 Secunden  gegeben  und  es  hat  sich  bei  denselben 
eine  beträchtliche  persönliche  Gleichung  herausgestellt. 

ln  den  folgenden  Tabellen  sind  die  in  Leipzig  und  Wien  beob- 
achteten Signale  zusammengestellt,  daraus  die  Mittel  genommen  und 
damit  die  Uhrdifferenzen  ermittelt. 
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Gehörte  Signale. 


IMS 

Gegeben 
Beob 
in  Leipzig 

n Leipzig, 
achtet 

in  Wien 

Differenz 

Gegeben  in  Wien. 
Beohochtet 

in  Leipzig  | in  Wien 

Differenz 

Juli 

1.  I9‘40"  13H 

1 9k  56“  4 4 !3 

1<>ra27?9 

49*  35"  54  77 

— 

*9h  52™  20?  1 

46"  28:4 

83.8 

54.4 

37.6 

36  10.9 

39.6 

28.7 

34.5 

57  8.0 

37.5 

33.3 

50.4 

28.1 

44.0 

1 1.6 

37.6 

34.8 

53  0.4 

28.6 

53.9 

31.4 

37.5 

41.6 

10.0 

28.4 

41  3.8 

31.0 

37.3 

51.3 

19.3 

28.0 

14.3 

44.7 

37.4 

37  3.7 

30.3 

27.5 

35.0 

58  8. 4 

37.4 

33.9 

50.3 

27.4 

44.1 

18.0 

87.6 

34.3 

59.3 

27.9 

54.9 

33.1 

37.3 

43.0 

54  10.3 

28.3 

43  4.8 

33. 

37.7 

58.3 

20.3 

27.9 

14.7 

43.5 

37.8 

38  2.4 

29.7 

27.3 

34.0  54.7 

37.7 

| ■ > J 

39.6 

27.4 

34.9 

59  3.0 

38.4 

83.7 

50.2 

27.5 

45.8 

4 3.4 

37.6 

31.7 

58.8 

27.1 

54.9 

33.6 

37.7 

43  4 5.8 

43.0 

37.3 

H fi. 

4 8h  4 3”  4 5t  5 

I8b  39”  fürs 

16"  30:7 

1 8k  1 6"  58:8 

4 8h  33"  29:7 

1 6"  30:9 

55.7 

36.5 

30.8 

17  8.9 

40.0 

31.1 

13  46.3 

47.4 

30.9 

18.6 

49.5 

30.9 

36.0 

56.8 

30.8 

39.9 

34  0.9 

31.0 

35.9 

30  7.0 

31.4 

39.0 

10.4 

31.1 

46.3 

46.8 

30.6 

48.9 

4 9.8 

30.9 

55.3 

36.3 

34.1 

58.0 

29.2 

34.2 

<4  6.1 

37.3 

34.1 

18  8.6 

39.6 

II  ji 

45.4 

36.4 

34.0 

48.7 

49.5 

30.8 

35.7 

56.6 

30.9 

38.8 

35  0.2 

31.4 

35.4 

31  6.4 

34.0 

39.0 

10.3 

31.3 

45.3 

4 6.5 

31.3 

48.3 

49.4 

31.4 

56.3 

36.5 

30.3 

58.5 

29.3 

30.8 

45  5.8 

36.4 

30.6 

19  8.9 

40.4 

34.2 

86.3 

56.6 

30.4 

19.1 

50.2 

31.4 

35.9 

33  6.4 

30.5 

38.6 

59.6 

31.0 

46.0 

46.7 

30.7 

39.0 

36  4 0.1 

31.1 

56.3 

36.7 

30.4 

48.6 

19.8 

34.2 

58.3 

29.6 

34.3 

30  9.0 

39.9 

30.9 

19.4 

50.2 

34.4 

39.0 

60.3 

31.3 

1 V. 

4 9h  47”  046 

4 9h  33"'  4 4 ?7 

15"  4 4M 

1 9h  4 3"  1 8:3 

,9h  30»0 

15" 4 1 :7 

4 0.3 

34.3 

44.0 

38.5 

40.3 

11.8 

30.5 

34.6 

4 4.4 

38.4 

49.7 

41.3 

30.6 

43.0 

1 1.4  j 

48.6 

28  0.3 

11.7 

40.7 

51.8 

44.4 

57.9 

9.6 

11.7 

49.8 

33  0.7 

40.9 

43  8.5 

20.0 

41.5 

18  0.0 

41.0 

41.0 

38.9 

40.4 

11.5 

40.6 

34.5 

10.9 

38.0 

49.3 

11.3 
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Gehörte  Signale. 


4 865 

Gegeben 

Beobi 
in  Leipzig 

n Leipzig. 

achtet 

in  Wien 
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I).  Die  Coincidenzen. 

Bei  Anwendung  dieser  Methode  wurden  durch  Einschaltung  von 
llilfsuhrcn  Sccundenschlägc  nach  beiden  Stationen  gegeben  und  die 
Coineidenzen  dieser  Schlüge  mit  den  astronomischen  Pendeluhren 
beohachtet.  Aus  der  tiesamiutheit  der  wtthrend  der  Litngenhestim- 
inung  lieobaehtelen  Coincidenzcn  hat  sich  ergeben,  dass 

128  Seeuni  len  der  Wiener  llilfsuhr  = 127  Sternzeit-Secundcn. 
also 

I..»  ..  = 0.9021!) 

und 

109.3  » ii  Leipziger  llilfsuhr  = 1 08.3  Sternzeit-Secunden, 

also 

I u u ii  ii  = 0.99087  ii 

Das  Verzeichniss  der  beobachteten  Coincidonzen  ist  folgendes: 
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Die  Berechnung  der  Coincidenzcn  ist  in  gleicher  Weise  erfolgt, 
wie  bei  der  Litngenbcstiiinnung  Berlin-Wien.  Ausgegangen  wurde 
von  einem  genitherten , auf  ganze  Secunden  abgerundeten  Werthe 
der  riirditferenzcn  und  aus  je  zwei  einander  entsprechenden  Coin- 
eidcnzen  beider  Stationen  die  Verbesserung  dieses  Werlhes  abge- 
leitet. Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  der  Coincidenzcn  für 
Juli  i. 
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Leipziger  Hilfsulir  . 

Wiener  Hilfsulir 

Coineidenzen  in  Wien 

| in  Leipzig 

C'üncidenzen  in  Wien 

in  Leipzig 

i.oipz.  l'lirzeii 
beobachtet 

fl  Wiener  Utirzeit  ' . . 

| heol.art.iel  « elpz  Uhneit 

Leipz.  I hrzeil 
beobachtet 

Erste  Reihe 

Erste  Reihe 

1 9k38”26*= « 9k2 1 “58*  -kt 

1 9h  Ü™ 

I9k24"36‘=l'9k  8“  8'  -KT 

40  16  = 23  48  +x 

24  35 

26  H c=  t()  43  -KT 

4 9h  4 4“  7' 

42  8 = 2o  40  -kt 

26  25 

28  45  = 12  17  -t-.r 

43  4 1 

4 t 58  = 27  :in  -»-x 

45  30  = 29  22  -kt 

47  36  = 31  8 -kt 

28  4 0 

29  56 
31  46 

30  50  = 1122  -f-.r 

32  57  = 1 6 29  -hx 

15  17 

Mittel  49  12  17.6+x 

49  43  4 t. 6 

Mittel  19  26  34.3-Kr 

19  27  1 5.8; 

Daher  mit  obigen  Werthen  der  Secunde 

Daher  mit  obigen  Werthcn  der  Secunde 

der  llilfsuhr 

der  Hilfsuhr 

4<?5  = 4l!5  — x x s 

= 0*379 

54?0  = 54*0  — x X’- 

= 0:421 

Zweite  Reihe. 

Zweite  K « i h < 

20l|.3,*32"=l9b  87"  4’  -t-x 

I9k  57“  50“ 

20k  8“  1 7 ’=  1 9h5 1 “t!!*  +.r  |9k  52“  ii' 

45  41  =19  59  43  -t-x 

59  56 

Hl  l>  = 53  38  +x 

54  14  I 

(7  47  =20  1 20  -kt 

20  2 3 

tt  34  = 33  26  +x 

56  2 

49  54  =20  3 26  +x 

Mitlel  19  53  37.7-Kt  19  54  13.3 

Mittel  20  0 15.6-Kt 

19  59  56.3 

daher 

II 

daher 

35?r>  = 34:6  — x x = o:.32K  |:  i9?3  = 49:3  + {x—{,  x = o*.ir> 

A n m.  Bei  der  letzten  Iteihr  kommt  J zu  ,r  hinzu,  weil  einmal  4,  das  andere 
Mal  3 Coineidenzen  beobachtet  sind. 

Die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Resultate  aus  den  Coincidenzcn 
sind  in  folgender  Tabelle  gegeben : 
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Resultate  aus  den  Coincidonicn. 


. 

’Z  ~ 

leipziger 

Wiener 

Uhr- 

Gc- 

Leipziger 

Wiener 

Uhr- 

Berner- 

'e  * 

Zeit 

Zeit 

Differenz 

\N  icht 

Zeit 

Zeit 

Differenz 

klingen 

Juni 

■ 

29. 

w. 

1 7h 

57M  I81’  1 :l"”J 

16" 

381668 

9.60  17' 

57?3  IS'1  13"‘9  16m 381668  »<>s W. Uhr 

L. 

18 

55.8 

19 

12.1 

38.945 

1 1.67  18 

55.8  19 

12.4 

38.945 

» 

L.  » 

Juli  i. 

L. 

19 

27.  :t 

19 

13.8 

16 

27.621 

12.00119 

51.1 

20 

7.9  16 

27.613 

» 

W.  » 

W. 

<9 

28.8 

19 

15.3 

27 . 57  9 

7.50 

L. 

19 

51.2 

20 

10.7 

27.674 

6.00 

4 9 

36.3  19 

52.8 

27.639 

>» 

L.  * 

W. 

20 

16.1 

20 

32.6 

27.650 

6.86 

• fi. 

L. 

«7 

5 1.3 

18 

7.8  16 

31.213 

10.91 

18 

15.0 

18 

31.5 

in 

31.244 

n 

L,  0 

W. 

18 

1.1 

18 

20.9 

31.076 

11.67 

w. 

1 8 

27.7 

18 

11.2 

31.128 

12.00 

18 

15.0 

18 

31.5 

31.102 

» 

w.  . 

L. 

»8 

10.5 

18 

57.1 

31.274 

12.00 

• 11. 

W. 

18 

53.6 

19 

8.815 

11.567 

10.91 

49 

1 6. 5 

19 

31.7 

15 

11.560 

» 

w. » 

1.. 

19 

li.1 

19 

21.3 

11.623 

12.00 

L. 

19 

26.6 

<9 

41.8 

11.582 

10.91 

49 

16.5 

19 

31.7 

14.611 

*> 

L.  0 

W. 

19 

10.0 

19 

55.2 

11.553 

10.91 

- 

* 15. 

L. 

17 

18.2 

18 

3.1 

15 

11.301 

10.91 

18 

13.6 

18 

28.8 

15 

11.294 

n 

L.  » 

W. 

18 

0.2 

18 

15.1 

1 1 .265 

10.91 

W. 

18 

22.3 

18 

.'17.5 

11.288 

12.00 

48 

11.3  18 

26.5 

11.284 

» 

w. » 

L. 

18 

35.3 

18 

50.5 

11.288 

12.00 

» 16. 

W. 

18 

5.3 

18 

20.5 

<5 

10.303 

10.91 

18 

30.5 

18 

45.7 

15 

40.275 

» 

w.  » 

L. 

18 

17.0 

18 

32.2 

10.383 

12.00 

L. 

18 

11.8 

19 

0.0 

10.302  10.91 

(8 

31.7 

18 

46.9 

10.312 

» 

L.  . 

w. 

18 

55.7 

19 

10.9 

10.246 

12.00 

» 17. 

L. 

17 

56.0 

18 

1 1 .Sil  5 

9.210 

6.00 

W. 

18 

5.3 

18 

20.5 

9.206 

12.92 

18 

5.8 

<8 

19. Oil  5 

9. 4SI 

» 

W.  . 

L. 

18 

27.1 

18 

42.3 

9.217 

12.00 

L. 

18 

18.9 

19 

4.1 

9.167 

10.91 

18 

21.0 

18 

39.2 

9.253 

» 

L.  0 

w. 

19 

2.1 

19 

17.3 

9.157 

12.00 

» IS. 

L. 

18 

18.6 

18 

33.7 

15 

8.27t 

10.00 

18 

58.0 

19 

13.1 

\ 5 

8.224 

n 

L.  » 

W. 

18 

11.8  18 

59.9 

8. 1 98 

10.00 

W. 

19 

7.0 

19 

22.1 

8.207 

4.80 

18 

55.0 

19 

<0.1 

8.208 

» 

W.  . 

L. 

19 

18.8 

19 

33.9 

8.178 

6.86 

» 19. 

L. 

18 

56.1  19 

11.5 

15 

6.916 

7.50 

19 

19.3 

19 

34.4 

15 

6.870 

A 

L.  » 

W. 

19 

12.3 

19 

27.4 

0.8 15 

8.89 

W. 

19 

32.3 

19 

47.1 

6.781 

10.00 

49 

22.3169 

37.4 

6.673 

0 

\v.  . 

L. 

19 

42.0  19 

i 

57.1 

6.824 

12.00 

Aus  den  lihrdifferenzen  sieht  man,  dass  zwischen  Juli  6 und 
1 1 der  llhrstand  sich  geändert  hat . am  I . Juli  wurde  das  Pendel 
der  Hauptuhr  in  Wien  um  zwei  Theilstriche  verlängert.  Die  Aende- 
rung  der  Uhrdifferenz  Differenz  der  Uhrgange  in  Leipzig  und  Wien) 
ist  aus  Juli  i und  6 abgeleitet  und  derselbe  Gang  für  Juni  29  als 
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nahe  ultereinstimmend  angenommen,  von  Juli  14 — 19  ist  er  täglich 
aus  den  Differenzen  interpolirt.  Angenommen  wurde: 


1865 

Stundl,  Aen- 
derung’dcr 
Diff.  der 
Ulirgänge  ,! 

4 865 

St  und  1.  Aen- 
derung  der 
Diff.  der 
Uhrgange 

Juni  29,  ! 

+0;076 

Juli 

ic.  ; 

— oioit 

Juli  i 

+0.076 

» 

17. 

—0.050 

» f).  1 

+0.076 

* 

18.  , 

—0.056 

» 1 4. 

-0.010 

19. 

—0.062 

» 15. 

-0.027 

Damil  wurden  die  Coincidenzen  und  Signale  alle  auf  ein  und 
dieselbe  Zeit  rcducirl  und  alsdann  die  Stromzeit  und  die  Differenz 
zwischen  den  Signalen  und  Coincidenzen  altgeleilet.  Die  Kesultale 
sind : 


Aus  den  Coincidenzen 

4865 

Zeit 

Leipziger  Uhr  ' 

| 

Gewicht 

Wiener  Uhr 

Gewicht 

Doppelte 

Strom  zeit 

Gew  ieht 

Juni  29. 

17h 

| 

M')m  381802 

16“  381592 

01210 

Juli 

4. 

20 

16  27.669  1 

18.00 

16  27.641 

11.10 

0.025 

32.40 

» 

6. 

18 

16  31.223 

23.91 

16  31.083 

23.67 

0.110 

47.58 

1) 

14. 

20 

15  11.594 

22.91 

15  11.553 

21.82 

0.041 

44.73 

» 

15. 

18 

15  11.299 

22.91 

15  11.283 

22.91 

0.016 

15.82 

» 

16. 

19 

15  10.291 

22.91 

15  10.252 

22.91 

0.039 

15.82 

* 

17. 

19 

15  9.171 

28.91 

15  9.162 

21.92 

0.009 

53.83 

» 

18. 

<9 

15  8.224 

16.86 

15  8.194 

14.80 

0.030 

31.66 

» 

19. 

19  1 

15  6.895 

19.50 

15  6.821 

18.89 

0.074 

38.39 

1 

1 

Doppelte  Stromzeit  i 

im  Mittel 

= 01065 

Aus  « 

ien  Signalen 

Differenz 

zwischen 

» 4 865 

Zeit 

3= 

| 

2 

Coinei- 

; Leipziger  Uhr 

i Wiener  Uhr 

f V 

O ■ _ ..  c 

Doppelte 
Stromzeit,  ? , 

sLL 

denzen *u. 
Signalen 

Juni  29. 

17h 

• 

Juli  4. 

20 

16“  271593 

17  16"  271929  45 

\ 01336 

32  : 

+01106 

» 

6. 

18 

16  30.761 

18  16 

31.032  22 

| 0.271 

1 40  , 

— 

0.256 

n 

14. 

1 20 

15  11.155 

20  15 

11.613  21 

0.458 

41 

— 

0.190 

» 

15. 

18 

15  10.921 

20  15 

11.111  18 

0.190 

38 

— 

0.275 

0 

16. 

1 19 

i 15  9.853 

j 20  15 

40.050  21 

0.197 

1 11 

— 

0.320 

n 

17. 

19 

15 

9.037  15 

0 

18. 

1 19 

15  7.878 

1 19  15 

8.126  19 

| 0.248 

38 

— 

0. 202 

» 

19. 

19 

15  6.249 

20  15 

6.608  21 

0.359 

n 

— 

0.130 

Doppelte  Slromztfil  im  Mittel  = 

= 01291 

— 

01224 
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Bestimmung  der  Langendifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien.  24  1 

Die  grosse  Differenz  der  doppelten  Stromzeit , abgeleitet  aus 
den  Coincidenzen  und  Signalen,  erklärt  sich  aus  der  persönlichen 
Gleichung  bei  den  letztem,  die  aus  der  Differenz  der  Slronizeiten 
()'  229  mit  dem  in  der  letzten  ('olumne  gefundenen  Werthe  fast  ab- 
solut iibercinstimml.  rj 

Zur  Kcduction  der  Längend iffe re nz  wurden,  da  bei  Auffassung 
der  Coincidenzen  ■i)  sieh  äussc'rst  kleine  persönliche  Differenz  ergab, 
die  l.hrvergleichungen  nur  aus  den  Coincidenzen  entnommen  und 
dafür  mit  Eliminimng  der  Stromzeit  folgende  Tafel  entworfen: 

r l’cbcr  ilie  Gleichheit  der  Kclais  wurden  vor  und  nurh  der  l.ängcubcslimmung 
Juni  13  und  August  10  und  1 1 Versuche  nngcstcllt.  Die  Dauer  der  Coinridcnzen  war 
bei  verschieden  starken  Strömen  mit  8,  40  und  60  Ateidinger  selten  Elementen  und  bei 
Widerstünden  von  100  bis  zu  1 100  Siemens’ selten  Quecksilbcreinlieilcn,  die  zwischen 
verschiedenen  Reihen  von  Coincidenzen  öfter  gewechselt  und  eingeschaltet  wurden, 
so  nabe  gleich,  dass  die  kleinen  abwechselnd  positiven  und  negativen  vorhandenen  Dif— 
ferenzcn'einzig  und  allein  Bcobachtungsfehlcrn  zugesclirieben  werden  müssen. 

i)  Aut  ä.  und  3.  Juni  wurden  in  Leipzig  von  Prof.  Wciss  und  mir  zur  Bestim- 
mung der  persönlichen  Gleichung  Coincidenzbeslimmungen  angestellt.  Es  fand  sich  in 
der  Auffassung  der  Coincideuz 

Juni  1.  B — W : — 011  aus  13  Coincidenzen, 

» 3.  B— W:  —0.6  » 19  » 

und  da  nach  je  109  Scannten  eine  Coincideuz  statt  fand,  ist 

Juni  1.  die  persönliche  Gleichung  in  den  Coincidenzen  B — W:  — 0!004 

» 3.  —0.006 

also  verschwindend  klein. 

Bei  den  Signalen  fand  sich  eine  sehr  veränderliche  persönliche  Gleichung.  Es 
wurden  Juni  4 10  Sätze,  Juni  3 5 Sätze,  jeder  Satz  zu  10  Signalen,  beobachtet. 
Die  Signale  wurden  ganz  ebenso  gegebeu  wie  während  der  Längenbcstinunung , jeder 
Beobachter  notirte  die  von  ihm  beobachtete  Zeit  und  cs  fand  sich 


Juni 

4. 

Juni  3. 

B — W • 

B — W 

B — W 

Satz  I.  — o:ot  | 

Salz  V.  + 0?04 

Satz  I.  — 0!06 

» 11.  -t-0.41 

» VI.  0.00 

» II.  —0.10 

» III.  -1-0.04 

» VII.  —0.01 

» III.  — o.n 

» IV.  -1-0.  (8 

» VIII.  -1-0.04 

» IV.  — 0.Q8 

» IX.  -t-0.34 

» V.  +0.09 

» X.  —0.01 

Mittel  + 0?080 

+ 0!064 

— 01044 

Obwohl  Juni  3 unter  weniger  günstigen  Umstünden  beobachtet , als  Juni  1 , ge- 
nügen doch  diese  Zahlen  , die  Unsicherheit  der  gehörten  Signalbeobachtu ngen  zu 
zeigen  und  die  alleinige  Benutzung  der  Coincidenzen  zu  rechtfertigen. 
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[40 


Differenzen  der  Leipziger  und  Wiener  L'lir. 


1865 

«6»' 

47*» 

4 8h 

l»h 

aofc 

24h 

Junii'.l. 

1 i)m  38:621 

10“  38:697  1 6" 

3(0773 

, 10”  3«78  fO 

10“  38:985 

10“  307001 

Juli  i. 

27.355 

27.4201 

27.505 

27.581 

27.657 

87.733 

fl. 

31.001 

3I.077| 

31.153 

31.220 

31.305 

31.381 

U.| 

15  II. Mi 

15  11.60115 

1 1 .50  i 

15  11.584 

15  11.574 

15  II.  56 1 

15. 

<1.345 

11.31« 

1 1.891 

11.204 

11.237 

1 1.810 

Hi. 

10.401 

10.300 

(0.310) 

10.272 

10.228 

10.184 

17. 

0.310 

9. 200 

0.210 

0 1 00 

0.1  10 

«».060 

18. 

8.37/ 

8.3211 

K.  26?» 

8. 200 

8.1 53' 

8.007 

19. 

7.044 

0.982| 

0.080 

0.858 

0.700 

6.734 

Beobachtungen  nach  den  gehörten 


Weins  in  Wien. 


IHfi5  .N“n,,P"„ 

der  Sterne 

Durchgangszeit 
durch  den 
Millcdfuden 

Anzahl 

der 

Fäden 

Corrcrtinn 

dos 

Instrument* 

Im 

Meridian 

Juni  29.  | 

Kr.  West 

i 

B.  A.  C.  5271 

lbh  48“  207 < 4 

3 

+0745 

20759 

Kr.  Ost 

I 

dOphiuchi 

16  7 37.54 

8 

+ 0.13 

37.07 

Radclifle  3525 

12  28.87 

+0.05 

28.9? 

B.  A.  C.  5403 

16  1.54 

9 

+0.02 

1.50 

„ 5490 

19  31.89 

8 

+0.11 

32.00 

-W*3 

24  32.94 

9 

+0.02 

32.90 

t llerculis 

30  32.47 

9 

+0.13 

32.00 

B.  A.  C.  5092 

17  58.20 

8 

+ 0.17 

58.37 

Kr.  West 

5 

Juli  4) 

Radel.  3525 

16  12  43.01 

9 

—0.03 

43.58 

B.  A.  C.  5403 

16  15.99 

9 

0.00 

15.99 

„ 5490 

19  46.65 

5 

-0.13 

46.52 

t llerculis 

30  47.29 

9 

+0.18 

47.47 

B.  A.  C.  5021 

39  56.79 

8 

-0.14 

56.05 

, ..  »6  * * 

43  36.06 

6 • 

— 0.02 

36.04 

„ 5092 

48  13.02 

8 | 

— 0.07 

42.95 

y.  Ophinrhi 

51  12.(2 

H j 

—0.06 

i 2.36 
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IV.  Die  Beobachtungen. 

ln  dem  folgenden  Verzeichnis«  der  Beobachtungen  sind  die  ein- 
zelnen (lohnnnen  durch  ihre  Ueberschriften  erklärt.  Die  Beobach- 
tungen in  Wien  und  Leipzig  stehen  neben  einander  Columnc  I 
enthalt  das  Dalum,  Col.  2 die  Namen  der  beobachteten  Sterne,  Col. 
3 und  7 Kreistage  und  Durchgangszeit  des  Sterns  durch  den  Mittel- 
faden  in  Wien  und  in  Leipzig,  Col.  i und  8 die  Anzahl  der  beob- 
achteten Faden,  Col.  5 und  9 die  Instrunientalcorrectionen , Col.  6 
und  1 0 den  Durchgang  des  Sterns  durch  den  Meridian,  Col.  1 1 die 
Differenz  der  Uhrcorrectionen , endlich  Col.  1 2 die  LangenditVerenz 
airgeleitet  aus  der  Differenz  der  Uhrcorrectionen  und  den  auf  der 
vorigen  Seile  gegebenen  alfsoluten  Differenzen  der  Uhrzeiten. 

Ks  sind  nur  die  Sterne  aufgenommen,  die  au  jedem  Abend  auf 
beiden  Stationen  beobachtet  sind , die  einseitig  beobachteten  sind 
forlgelasseu.  Die  Beobachtungen  der  Polsleme  sind  schon  bei  der 
Ableitung  der  Instrumeutalfehler  aufgefiihrt  und  hier  daher  nicht 
wiedergegeben. 

Pcndclscli lagen.  Auge  und  Ohr. 


Brüh  ns  in  Leipzig. 


Dnrehgangszeil 
durch  den 
Mittel  faden 

Anzahl 

der 

Faden 

Correct.  des 
Inslrunients 

Im 

Meridian 

Differenz 
der  Lhr- 
correct.  , 

üingen- 

differenz 

Kr. 

West 

I5b  47 

” 44160 

9 

-1-0:06 

44166 

35!93 

16" 

2!65 

Kr. 

Ost 

hi  7 

1.16 

9 

-1-0.22 

1.38 

36.29 

16 

2.34 

1 1 

5t. 63 

9 

-1-0.81 

52.44 

36. 48 

2.16 

1 5 

24.28 

9 

-1-0.96 

25.21 

36.38 

2.32 

i« 

58. 4 1 

9 

-1-0. 40 

55.81 

36.19 

2.45 

23 

55.83 

9 

+0.86 

56.69 

36.27 

2.38 

38 

51.64 

4 

+0.64 

55.28 

36.32 

2.33 

47 

21.47 

6 

+0.34 

21.81 

36.56 

i.  1 i 

Kr. 

West 

. 

1 r.  IS 

18.99 

9 

— 0.49 

18.50 

25.08 

16 

2.29 

15 

51.70 

9 

—0.54 

51.19 

24.80 

2.58 

tu 

22.16 

9 

— 0.48 

21.68 

24.84 

2.54 

:tr> 

22.62 

9 

-0.48 

22.14 

25.33 

2.06 

39 

32.38 

9 

-0.49 

31.89 

24.76 

2.64 

43 

11.41 

9 

— 0.52 

10.89 

25.15  | 

8.85 

\ 7 

IS.4U 

9 

-0.49 

»8.00 

24.95 

2.46 

5 1 

27.78 

9 

—0.50 

27. 2S 

25.08 

2.33 

Digitized  by  Google 


1'.  Bri’hnk. 
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[W 


Bcobaclilu ngon  nach  <ien  gehörten 


Weiss  in  Wien. 


1865  Nnn.cn 

er  Sterne 

Dorchgangsteit 
durch  den 
Miltelfnden 

Anzahl 

der 

Kaden 

Gorrection 

des 

Instrument* 

Im 

Meridian 

Juli  i.  : 

Kr. 

Ost 

Forts.)  a l|(>r(.,||js 

4 7h  9"  5*57 

9 

— 0733 

5:24 

B.  A.  C.  5841 

12 

52.35 

9 

— 0.33 

52.02 

• 5874 

17 

8.30 

7 

— 0.40 

7.90 

» 58!)  4 

20 

24.32 

7 

— 0.32 

24.00 

» 591 1 

23 

45.68 

5 

-0.41 

45.22 

(i  Draconis 

28 

59.03 

8 

—0.04 

58.99 

Juli  5.  , 

Kr. 

Ost 

B.  A.  C.  5181 

15  35 

17.45 

7 

— 0.62 

16.83 

a Scrpenlis 

:ifc 

17.49 

8 

-0.42 

17.07 

B A.  C.  5245 

4 4 

45.77 

9 

-0.42 

45.35 

» 5271 

18 

40.54 

9 

-0.58 

39.96 

| 

Kr.  West 

(5  Ophiuchi 

46  8 

56.52 

9 

+0.03 

56.55 

B.  A.  C.  5465 

16 

20.50 

9 

—0.02 

20.48 

* 5883 

24 

51.99 

9 

—0.03 

54.96 

£ Hcrculis 

36 

51.59 

9 

—0.04 

51.55 

B.  A.  C.  5621 

10 

1.28 

9 

-0.03 

1.23 

» 5644 

43 

40.41 

9 

—0.01 

40.40 

» 5692 

48 

17.71 

7 

-0.04 

17.67 

x Ophiuchi 

51 

57.03 

8 

—0.03 

57.00 

Kr. 

Ost 

a Hcrculis 

17  9 

10.30 

9 

—0.41 

9.89 

B.  A.  C.  5841 

12 

57.04 

8 

— 0140 

56.64 

» 587 1 

47 

13.00 

9 

— 0.60 

1 2.  40 

» 5894 

20 

8.82 

7 

— 0.42 

8.40 

| » 5911 

23 

50.20 

9 

—0.61 

49.59 

ft  Draconis 

28 

3.68 

9 

— 0.66 

3.02 

<5  Aquilae 

19  19 

22.72 

7 

-0.36 

22.36 

| B.  A.  C.  6697 

26 

59.48 

9 

—0.61 

58.87 

» 6717 

30 

40.13 

9 

—0.63 

39.50 

» 6729 

33 

13.13 

6 

—0.40 

12.73 

» 6745 

35 

44.31 

7 

—0.54 

43.77 

Kr.  West 

B.  A.  C.  6928 

20  3 

21.60 

9 

— o.oa 

21.57 

» 6952 

8 

42.68 

9 

-0.01 

42.67 

a2  Capricomi  * 

11 

1 1.74 

7 

+0.10 

1 4.84 

B.  A.  C.  6996 

14 

0.87 

5 

-0.02 

0.85 

» 7014 

16 

10.19 

8 

+ 0.05 

10.24 

» 7046 

22 

1.46 

7 

+0.07 

4.53 

Juli  44. 

Kr.  West 

a Serpentis 

15  37 

1.27 

9 

-t-0.27 

1.54 

B.  A.  C.  5214 

39 

17.73 

6 

+ 0.28 

18.01 

. 5245 

43 

29.63 

9 

+ 0.27 

29.90 

» 527 1 

47 

23.83 

9 

+0.48 

24.3« 

Digitized  by  Google 


13]  BESTIMMUNG  DER  LaNGENDIFFERENZ  ZWISCHEN  I.KIPZIU  I NH  WlE».  US 

l'cnde  lseb  lagen.  (Auge  und  Ohr.) 


ß ruh  ns  in  Leipzig. 


Durrhgangszeil 
durch  den 
Mittclfaden 

Anzahl 

der 

Ftiden 

Correclion 

des 

Inslnftnenls 

Im 

Meridian 

DiiTerenz 

der 

(Ihrcorrccl. 

Längen- 

diflerenz 

Kr.  Osl 
1 7h  8"  39:91» 

9 

4-0:24 

40!33 

25:oi 

16™ 

2?  4 3 

12 

86.50 

9 

4-0.22 

26.72 

25.30 

2.14 

16 

43.03 

9 

4-0.51 

42.53 

25.37 

2.08 

1!) 

58.49 

8 

4-0.21 

58.70 

25.30 

2.15 

23 

1 9. 4 8 

9 

4-0.57 

19.99 

25.23 

2.23 

28 

33.09 

9 

4-0.65 

33.74 

25.25 

2.21 

Kr.  Osl 
15  34  47.  IS 

8 

4-0.47 

47.95 

28.88 

16 

2.09 

37 

48.85 

9 

4-0.27 

48.52 

28.55 

2.  i'2 

14 

1 6. 1 6 

9 

4-0.26 

16.42 

28.93 

2.05 

18 

10.60 

9 

4-0.46 

1 1 .06 

28.90 

2.09 

Kr.  West 
16  7 88.  *3 

9 

— 0.50 

27.95 

28.60 

16 

2.41 

13 

52.58 

9 

-0.59 

51.99 

28.  49 

2.53 

84 

24.15 

9 

—0.55 

23.60 

28.36 

2.67 

36 

23.42 

8 

— 0.53 

22.89 

28.66 

2.38 

39 

33.17 

9 

-0.51 

32.66 

28.59 

2.46 

43 

12.21 

9 

-0.59 

11.62 

28.78 

2.27 

47 

19.26 

9 

-0.52 

48.74 

28.93 

2.13 

51 

28.67 

9 

—0.54 

28.13 

28.87 

2.20 

Kr. 
17  8 

Osl 

40.76 

9 

4-0.28 

41.08 

28.81 

16 

2.28 

18 

27.18 

9 

4-0.31 

27.49 

29.15 

1.95 

16 

42.73 

9 

4-0.59 

43.32 

29.08 

2.02 

19 

59.23 

9 

4-0.30 

59.53 

28.87 

2.23 

83 

19.99 

9 

4-0.64 

20.63 

28.96 

2.15 

88 

33.28 

10 

4-0.72 

34.00 

29.02 

2.09  • 

19  18 

53.20 

9 

4-0.30 

53.50 

28.86 

2.39 

86 

29.22 

9 

4-0.79 

30.01 

28.86 

2.40 

30 

9.63 

9 

4-0.73 

10.36 

29.14 

2.13 

38 

43.32 

9 

4-0.30 

43.62 

29.1 1 

2.16 

35 

14.14 

9 

4-0. G3 

14.77 

29.00 

2.27 

Kr.  West 
30  3 53.50 

9 

—0.82 

52.68 

28.89 

16 

2.42 

H 

14.38 

9 

-0.71 

13.67 

29.00 

2.32 

10 

46.40 

9 

— 0.81 

45.59 

29.25 

2.07 

13 

32.83 

9 

— 0.76 

32.07 

28.78 

2.54 

16 

41.88 

8 

-0.74 

41.14 

29.10 

2.3? 

31 

33.22 

9 

— 0.76 

32.46 

29.07 

2.25 

Kr.  West 
15  37  53.17 

9 

-0.51 

52.66 

51.12 

16 

2.74 

40 

9.29 

9 

-0.52 

8.77 

50.76 

2.38 

44 

21.17 

9 

—0.53 

20.64 

50.74 

2.36 

48 

15.58 

9 

—0.49 

15.09 

50,78 

2.40 

Digitized  by  Google 
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C.  Hm  uns. 


[»* 


Beobachtungen  na  eh  ilen  (jehürten 


Weis»  in  Wien. 


1865 

Namen 
der  Sterne 

Durchgaogszeit 
durch  den 
Mittelfffden 

Anzahl 

der 

Kaden 

Correction 

den 

Instruments 

Im 

Meridian 

Juli  14. 
Forts. 

1 1 

ft  Ophiuchi 

Kr.  Osl 
l«h  6"  41:25 

9 

+o:io 

44*35 

Radclifle  .1525 

II 

32.19 

9 

+0.24, 

32.43 

B.  A 0.  5 40.1 

15 

4.85 

9 ! 

+0.28 

5.13 

n 5490 

18 

35.7(1 

8 

+ 0.15 

35.85 

£ Herculia 

35 

36.23 

3 

+0.22 

56.45 

• 

ft  A<|uiloc 

Kr.  West 
19  18  6.44  j 

9 | 

+0.33 

6.77 

B.  A.  C.  «697 

25 

42.83 

X 

+0.57 

43. 40 

Juli  15. 

B.  A C.  5215 

Kr. 
15  \ :i 

Ost 

30.17 

9 • 

+o.<3  ! 

30.30 

. 5271 

47 

24.50 

9 

+ 0.23 

24.73 

<9  Ophiuchi 

Kr.  West 
16  6 41.23 

9 

+0.32 

41.55 

Rudel.  3525 

II 

32.34 

8 

+0.52 

32.86 

B.  A.  5463 

15 

4.88  1 

9 

+ 0.57 

! 5.45 

. 5490 

18 

35.75 

9 

+0.38 

36.13 

. 5523 

23 

36.51  1 

9 

+ 0.53 

j 37.04 

£ llereulis 

35 

35.90 

3 

+0.48 

! 36.38 

B A.  C.  5621 

38 

45.92 

9 

+0.38 

| 46.30 

» 5644 

12 

24.74 

8 

+ 0.54 

| 25.28 

» 5692 

46 

2.04 

1 9 

+0.39 

2.43 

* Ophiuchi 

50 

41.56 

8 

+0.39 

41.95 

a llereulis 

Kr. 
17  7 

Ost 

54.36 

9 

+0.16 

54.52 

B.  A.  C.  5841 

II 

41.19 

9 

+0.16 

41.35 

» 5871 

15 

56.88 

9 

+0.26 

57.14 

» 5894 

19 

13.14 

8 

+ 0.15 

13.29 

. 591 1 

22 

34.09 

: 6 

+0. 25 

14.34 

ji  Uraoonis 

26 

47.52 

9 

+0.27 

47  79 

B.  A.  C.  6717  • 

19  29 

23.85 

9 

+0.26 

24.1  1 

. 6729 

31 

57.20 

8 

+ 0.19 

57.39 

» 67  45 

34 

29.10 

8 

+0.28 

29.38 

B.  A.  C.  6928 

Kr.  West 

20  2 5.53 

9 

+0.62 

6.15 

» 6952 

7 

25.82 

9 

+0.44 

26.26 

a2  Ciipricorni 

9 

58.92 

8 

+ 0.39 

59.31 

B.  A.  C.  «996 

12 

45.22 

9 

+ 0.54 

43.76 

» 7014 

15 

54.46 

9 

+0.43 

54.89 

» 7046 

20 

45.78 

9 

+ 0.41 

46.19 

Juli  16. 

B.  A.  C.  521  4 

Kr.  West 
15  39  18.02 

9 

+0.03 

4 8.05 

» 5245 

43 

29.79 

* | 

+0.00 

29.79 

» 5271 

47 

24.28 

9 

+0.1 1 

24.39 

Digitized  by  Google 


45]  Bestimmung  iiek  Lnngenihkkkhknz  zwischen  Leipzig  und  Wien.  247 
Pondeischlagen.  (Auge  und  Ohr.) 


B r u h n s in 


Durchga  iij/szeit 

Anzahl 

Correclion 

durch  den 

der 

des 

Mitlelladen 

Käden 

Instruments 

Kr. 

Ost 

■ 

i 

4 6h  7 

" 34*76 

9 

+o:26 

12 

22.75 

9 

+0.54 

45 

55.27 

9 

+ 0466 

49 

26.43 

9 

+0.30 

:46 

26.39 

4 

+ 0.45 

Kr.  West 

19  18 

58.06 

.* 

-0.73 

26 

34.88 

6 

—0.72 

Kr. 

Ost 

45  41 

24.47 

9 

+0.33 

*8 

45.09 

9 

+0.65 

Kr.  West 

Ifi  7 

33.24 

9 

—0.62 

4 2 

24.44 

9 

—0.62 

45 

57.26 

9 

—0.62 

4 9 

27.78 

9 

—0.59 

24 

28.4  4 

9 

—0.60 

36 

28.37 

9 

— 0.60 

39 

38.00 

9 

-0.64 

43 

47.12 

9 

—0.63 

47 

54.17 

9 

—0.62 

54 

33.28 

■ 9 

—0.63 

Kr. 

Ost 

17  8 

45.43 

9 

+ 0.38 

12 

34.92 

9 

+0.37 

16 

47.38 

9 

+0.78 

20 

3.80 

9 

+0.35 

23 

24.71 

9 

+0.86 

27 

38.24 

8 

+0.93 

49  30 

14.27 

9 

+0.96 

32 

48.02 

9 

+0.38 

35 

48.49 

9 

+ 0.81 

Kr.  West 

20  2 

58.06 

9 

—0.86 

ft 

18.20 

9 

-0.82 

4 0 

54.32 

9 

—0.93 

43 

37.87 

». 

—0.81 

in 

46.94 

9 

—0.85 

21 

38.45 

i 9 

— 0.89 

Kr. 

Ost 

45  40 

10.43 

9 

— 0.57 

44 

22.32 

9 

— 0.57 

48 

46.96 

9 

— 0.64 

i.  e i p * i }?• 


Im 

Meridian 

DifTcrenz 

der 

Chreorect. 

Liiniit'ii- 

differpii* 

32:02 

50467 

16“  2:28 

23.29 

50.86 

2.47 

55.93 

50.80 

2.44 

26.73 

50.88 

2.49 

26.84 

50.39 

2.00 

57.33 

50.56 

16  2.14 

34.16 

50.76 

2.34 

24.50 

51.20 

16  2.55 

15.74 

51.04 

2.36 

32.59 

5)  .04 

16  2.38 

23.82 

50.96 

2.30 

56.64 

51.49 

2.53 

27.19 

51.06 

2.40 

27.81 

50.77 

2.41 

27.77 

51.39 

2.72 

37.39 

51.09 

2.42 

16.49 

51.24 

2.54 

53.55 

51.42 

2.45 

32.65 

70.70 

2.02 

45.84 

51.29 

46  2.64 

32.29 

50.94 

2.26 

48.16 

51.02 

2.33 

4.45 

50.86 

2.17 

25.57 

54.23 

2.54 

39.16 

51.37 

2.68 

45.23 

54.12 

2.37 

48.40 

51.04 

2.26 

49.30 

50.92 

2.17 

57.20 

54.05 

4 6 2.29 

17.38 

51.42 

2.36 

50.39 

54.08 

2.32 

37.06 

54.30 

2.54 

46.09 

51.20 

2.44 

37.56 

51.37 

2.60 

9.86 

54.81 

16  2.23 

21 .75 

51.96 

2.38 

16.32 

51.93 

2.35 

Digitized  by  Google 


2iX 


('.  Bill  UNS. 


[46 


Bcobachtunpen  nach  den  gehörten 


Woiss  in  Wien. 


1865 

Namen 
der  .Sterne 

Durrhgangszeit 
durch  den 

Mittcirndi'n 

Anzahl 

der 

Fäden 

Correction 

des 

Instruments 

Im 

Meridian 

Juli  1 ft. 
(Forts.) 

1 

S Ophiuchi 

Kr.  Ost 
16‘  6"  41150 

8 

—0.24 

41:26 

Radel.  3585 

11 

32.83 

9 

-0.24 

32.61 

1 

B.  A.  C.  5463 

15 

5.34 

9 

-0.25 

5.09 

• 5490 

18 

36.06 

8 

—0.23 

35.83 

» 5523 

23 

37.05 

9 

—0.25 

36.80 

C Herculis 

35 

36.44 

7 j 

—0.25 

36.19 

B.  A.  C.  5641 

38 

46.10 

8 

—0.23 

45.87 

» 5694 

47 

2.24 

9 

—0.23 

2.04 

x Ophiuchi 

50 

41.67 

9 1 

-0.24 

41.43 

a Herculis 

Kr.  West 
17  7 54.31 

1 

9 

-t-0.04 

54.35 

B.  A.  0.  5841 

41 

41. 10 

8 

-*-0.05 

41.45 

i»  587 1 

15 

56.64 

9 1 

-*■0.15 

56.79 

» 389  4 

19 

42.88 

9 

-*-0.05 

12.93 

» 391 1 

22 

33.94 

9 ’ 

-*-0.15 

34.09 

fi  Draconis 

26 

47.32 

9 | 

+0.18 

47.50 

d Aquilae 

19  18 

6.64 

4 

-*-0.23 

6.84 

B.  A.  C.  6697 

25 

53.46 

4 

-t-0.17 

53.33 

» 6717 

29 

23.61 

9 

-t-0.13 

23.76 

> 6729 

31 

57.05 

7 

+0.07 

57.12 

» 6745 

34 

27.78 

7 1 

+0.13 

27.91 

B.  A.  C.  6948 

Kr. 

20  2 

Ost 

6.09 

9 

—0.27 

5.82 

» 6952 

7 

27.22 

7 

—0.1» 

27.03 

a 2 Capricomi  • 

9 

59.38 

9 

—0.07 

59.31 

B.  A.  C.  6996 

13 

45.63 

9 

—0.22 

45.41 

» 701 4 

45 

54.76 

6 

—0.18 

54.58 

» 7046 

20 

46.25 

9 

—0.18 

46.07 

Juli  47. 

er  Serpentis 

Kr. 
15  37 

Ost 

1.53 

7 

—0.25 

4.28 

B.  A.  C.  5214 

39 

17.96 

7 

—0.25 

17.71 

» 5245 

43 

29.76 

9 

— 0.26 

29.50 

. 5271 

47 

24.46 

i 9 

—0.23 

23.93 

<5  Ophiuchi 

Kr.  West 
16  6 40.73 

9 

+0.02 

1 

40.75 

Radel.  3525 

11 

31.90 

9 

+0.11 

32.01 

B.  A.  C.  5463 

15 

4.48 

9 

+0.15 

4.63 

» 5490 

18 

35.37 

9 i 

+0.04 

35.41 

» 552.3 

23 

36.12 

e 

+0.12 

36.21 

t Herculis 

35 

35.84 

9 

+ 0.08 

i 35.92 

B.  A.  C.  5621 

38 

45.55 

8 - 

+0.03 

45.58 

» 5644 

42 

24.43 

9 

+0.12 

24.55 

» 5692 

47 

1.62 

7 

+0.03 

1.65 

x Ophiuchi 

50 

41.43 

9 

+0.03 

41.16 

Digitized  by  Google 


4"]  Bestimmung  der  Läscemdifferemz  zwischen  Leipzig  und  \\  ien. 


n\) 


Pendelschlagen.  (Auge  und  Ohr.) 


Brüh  ns  in  Leipzig. 


Durchgangszeit 
durch  den 
Mittelfaden 

Anzahl 

der 

Faden 

Correclion 

des 

Instruments 

Im 

Meridian 

Kr. 

Ost 

16b  7"  32*70 

9 

+o:45 

33. 1 5 

12 

23.72 

9 

+0.74 

24.46 

15 

55.99 

9 

-4*0.86 

56.85 

19 

27.23 

9 

+0.49 

27.72 

24 

27.76 

9 

+ 0.79 

28.55 

36 

27.36 

9 

+ 0.61 

27.97 

39 

37.36 

9 

+ 0.47 

37 

47 

53.44 

6 

+ 0.17 

53.91 

51 

32.99 

9 

+0.47 

33.46 

Kr. 

West 

17  8 

47.11 

8 

— 0.61 

46.47 

12 

34.13 

9 

—0.65 

33  48 

16 

49.91 

8 

—0.76 

49.15 

20 

.6.07 

9 

-0.66 

5.41 

23 

27.05 

9 

—0.79 

26.26 

27 

40.47 

9 

—0.82 

39.65 

19  18 

59.70 

9 

—0.79 

58.91 

26 

36.18 

9 

-0.90 

35.28 

30 

16.79 

9 

—0.89 

15.90 

32 

50.08 

9 

—0.83 

49.25 

35 

20.77 

9 

—0.89 

19.88 

Kr. 

Ost 

20  2 

56.93 

9 

+ 1.23 

58.16 

8 

18.34 

9 

+ 0.56 

18.90 

10 

50.56 

9 

+0.12 

50.98 

13 

36.58 

9 

+ 0.90 

37.48 

16 

46.06 

9 

+0.50 

46.56 

21 

37.50 

9 

+0.46 

37.96 

Kr.  West 

15  37 

53.89 

9 

+ 0.46 

54.35 

40 

10.17 

5 

+ 0.47 

10.64 

14 

21.85 

i 

+ 0.46 

22.31 

48 

16.07 

9 

+0.71 

16.78 

Kr. 

Ost 

16  7 

34.72 

9 

—0.69 

34.03 

12 

25.80 

9 

—0.70 

25.10 

15 

58.20 

9 

— 0.76 

57.44 

19 

29.12 

9 

-0.66 

28.46 

24 

29.82 

9 

—0.72 

29.10 

36 

29.52 

9 

—0.69 

28.83 

39 

39.21 

9 

—0.69 

38.52 

43 

18.49 

9 

— 0.75 

17.74 

47 

55.32 

9 

—0.69 

54.63 

51 

34.73 

9 

—0.71 

34.02 

Differenz  Ungen_ 
Ohreoreecl.  diffcrenJ 

I _| 


51.89  ! 1 6”  2129 
51.85  2.25 
51.76  2.16 

51.89  2.28 
51.75  2.21 
51.78  2.17 
51.96  2.31 

51.90  i 2.27 
52.03  2.40 


52.12 
52.33 
52.36 
52.18 
52.17 
52.15 
52.07 
51.95 
52.14 

52.13 
51.97 


<6  2.18 
2.68 
2.71 
2.83 
2.51 
2.19 
2.33 
2.21 
2.39 
2.38 
2.22 


52.31  16  2.57 

51.87  2.10 

51.67  1.90 

j 52.07  I 2.29 

I 51.98  2.20 

i 51.89  2.11 


53.07 

52.93 

52.81 

52.85 


16  2.10 
2.26 
2.14 
2.17 


53.28  j 16  2.59 
I 53.09  2.39 

j 52.81  2.11 

I 53.05  2.35 

1 52.86  2.16 

! 52.91  2.20 

; 52.94  2.22 

I 53.19  2.17 

I 52.98  2.26 

j 52.86  2.13 
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C.  Burnus. 


[IS 


Beobachtungen  nach  den  gehörten 


w. 

iss  in  W 

ien. 

1865 

Namen 
der  Sterne 

Durchgangsseit 
durch  den 
Mittelfnden 

Anzahl 

der 

Kaden 

Correction 

de> 

Instruments 

Itu  L 
Meriitimi  | 

_ . j 

Juli  17. 
(Forts.) 

a Herrulis 

Kr.  OM 

1 7h  7m  54:12 

K 

-0!23 

, 

53?89  i 

B.  A.  C.  5841 

11 

40.92 

9 

—0.22 

40.70 

» 5871 

15 

56.53 

8 

—0.22 

56.31 

» 5894 

19 

12.96 

9 

— 0.22 

12.74  i 

» 591 1 

22 

33.82 

9 

—0.24 

33.58 

ß Drnconis 

2« 

47.24 

9 

-0.24 

47.00  ‘ 

<3  Aquilae  g 

19  18 

6.44 

9 

—0.18 

6.2« 

B.  A.  C.  «697 

25 

43.14 

9 

—0.25 

42. S9 

*»  6717 

29 

23.61 

9 

—0.24 

23.37  j| 

» «729 

31 

56.84 

fi 

—0.49 

36.65  i 

r>  6745 

3 4 

27.83 

7 

-0.22 

27.61  ; 

B.  A.  C.  6982 

Kr.  West 
20  7 26.62 

8 

-t-0.09 

26.71 

a-,  Caprieorni 

9 

58.68 

8 

-4-0.09 

58.77  j 

B.  A.  C.  6996 

12 

44.72 

9 

+0.15 

14.87  , 

» 7014 

15 

53.99 

8 

+0.09 

54.08 

• 7046 

20 

45.42 

7 

+0.09 

45.54 

Juli  1K. 

B.  A.  C.  5245 

Kr.  Wesl 
15  43  29.22 

7 

+0.08 

29.30 

» 527 1 

47 

23.48 

9 

+0.24 

23.72  . 

d Ophiuchi 

Kr. 

<6  6 

Ost 

40.78 

4 

—0.45 

1 

40.63 

Rodel.  3525 

11 

32.00 

9 

—0.17 

31.83 

B.  A.  C.  5463 

15 

4.54 

9 

—0.15 

4.39  f 

» 5490 

48 

35.33 

9 

-0.21 

15.12 

. 5523 

23 

36.10 

5 

—0.17 

35.93 

» 5621 

.38 

15.52 

6 

-0.22 

45.30 

» 5692 

*7 

1.57 

9 

—0.22 

1 .35 

x Ophiuchi 

50 

41.13 

8 

-0.22 

40.94 

a llereulis 

Kr.  West 
17  7 53.54 

8 

+0.03 

53.57 

B.  A.  C.  5841 

11 

40.31 

8 

+ 0.05 

40.36 

» 587 1 

45 

55.86 

9 

+0.13 

55.99 

» 5894 

49 

12.33 

8 

+ H.08 

12.41 

ß Draconis 

27 

46.73 

8 

+0.18 

46.91 

B.  A.  C.  6697 

19  25 

42.24 

4 

+0.17 

42.  41 

» 6729 

34 

56.38 

5 

+0.08 

56.46 

» 6745 

34 

27.11 

9 

+0.11 

27.25 

B.  A.  C.  6928 

Kr. 

20  2 

Ost 

5.12 

6 

— 0.16 

4.9« 

» 6952 

7 

26.40 

8 

—0.08 

26.32 

<i]  Caprirorni 

9 

58.56 

9 

— 0.19 

58.37 

B.  A.  C.  699« 

42 

4 4.64 

9 

—0.16 

44.48  i 

» 7014 

15 

54.04 

9 

—0.20 

53.84 

» 70  4 6 

20 

45.44 

5 

— 0.18 

45.23 
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Pendel  schlügen.  (Auge  und  Ohr.) 


Brüh  ns  in  Leipzig. 


Durchgangszeil 
durch  den 
Mittrlfnden 

Anzahl 

der 

Fäden 

Corrcction 

des 

Instrument* 

Im 

Meridian 

Differenz 

der 

Uhrcorrect. 

Ltingen- 

Differenz 

1 

Kr.  Ost 
1711  8™  46719 

| 

9 

+0753 

46772 

52783 

| 

16” 

2709 

1 2 

33.15 

9 

4-0.52 

3.3.67 

52.97 

2.23 

Iß 

48.40 

9 

+0.97 

49.37 

5.3.06 

2.31 

20 

5.34 

9 

4-0.48 

5.82 

53.08 

2.33 

23 

25.75 

9 

4-1.02 

26.77 

53.19 

2.44 

27 

38.77 

9 

-f-  i . 1 5 

39.92 

52.92 

2.16 

19  18 

59.05 

9 

4-0.47 

1 59.52 

53.26 

2.41 

26 

34.59 

7 

4-1.25 

35.84 

52.95 

2.09 

:i(i 

15.12 

9 

4-1.15 

16.27 

52.90 

2.04 

32 

49.23 

9 

4-0.50 

49.73 

53.08 

2.21 

35 

19.80 

9 

4-0.97 

20.77 

53.16 

2.29 

Kr.  West 
20  8 20.59 

9 

-0.88 

19.71 

53.00 

16 

2.11 

10 

52.78 

9 

— 1.01 

51.77 

53.00 

2.11 

13 

39.00 

9 

— 0.91 

38.09 

53.22 

2.32 

16 

48.20 

9 

— 0.90 

47.30 

53.22 

2.32 

21 

39.76 

9 

—0.95 

58.81 

53.30 

2.40 

Kr.  West 
15  44  23.79 

9 

— 0.64 

23.15 

54.85 

16 

2.24 

48 

18.53 

9 

-0.74 

17.79 

54.07 

2.46 

Kr. 
16  7 

Ost 

34.25 

9 

4-0.41 

34.66 

54.03 

16 

2.40 

12 

25.31 

8 

4-0.85 

26. 1 6 

54.33 

2.69 

15 

57.52 

8 

4-0.95 

58.47 

54.08 

2.44 

19 

28.57 

8 

4-0.58 

29.15 

54.03 

2.39 

24 

29.28 

9 

4-0.89 

30.17 

54.24 

2.59 

39 

38.76 

6 

4-0.55 

39.31 

54.01 

2.35 

47 

54.86 

6 

4-0.55 

55.41 

54.06 

2.39 

51 

34.33 

8 

4-0.54 

34.87 

53.96 

2.29 

Kr.  West 
17  8 48.76 

9 

—0.72 

48.04 

54. 47 

16 

2.78 

12 

35.44 

1 

—0.73 

34.71 

54.35 

2.66 

16 

51.2.3 

9 

—0.87 

50.36 

54.37 

2.67 

20 

7.27 

9 

-0.74 

6.53 

54.12 

2.42 

27 

41.99 

9 

—0.93 

41.06 

| 54.15 

2.44 

19  26 

38.64 

6 

— 1.05 

37.59 

; 54.18 

2.37 

32 

51.16 

9 

— 0. 89 

50.27 

53.81 

1.99 

35 

22.57 

9 

— 0.94 

21.63 

54.38 

2.56 

Kr.  Ost 
20  2 58.11 

5 

4-1.35 

59.46 

54.50 

16 

2.65 

8 

19.68 

9 

4-0.62 

20.30 

53.98 

2.13 

10 

52.09 

9 

4-0.51 

52.60 

54.23 

2.37 

13 

37.13 

9 

4-1.24 

38.37 

53.89 

2.03 

16 

47.68 

9 

4-0.56 

48.24 

54.40 

2.54 

21 

39.03 

9 

4-0.53 

39.56 

54.33 

2.36 

Abbandl.  d.  K.  S.  Osdlseh.  d.  \Yi»seu»ch.  XV. 
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C.  Bkchns, 


[50 


2.r'>  2 


Beobach  I u n|trn  nach  den  gebürten 


Weise»  i n W i on. 


Namen 
•Irr  Sterne 

Durchgangszeil 
durch  den 
\1  tit4‘l  fn«  l«*n 

Anzahl 
der  i 
Kiiden 

Correctton 

des 

Instruments 

Im 

Meridian 

Kr. 

Ost 

a Sei'|>enlis 

1 5k  37“  0:74 

r» 

—0734 

0740 

B.  A.  C.  52t  i 

39 

17.35 

5 

— 0.34 

17.01 

» 5245 

43 

28.98 

9 

—0.34 

28.64 

„ 527  t 

47 

23.63 

9 

— 0.33 

23.30 

Kr.  West 

<J  Ophiurlii 

16  6 

40.13 

7 

—0.06 

40.07 

Badcl.  3525  , 

lt 

31.28 

8 

+0.05 

31.33 

B.  A.  5463 

15 

3.87 

9 

+ 0.08 

3.95 

• 5490 

18 

34.74 

9 

— 0.05 

34.69 

» 5523 

23 

35.5  t 

9 

+ 0.06 

35.57 

C Iterculis 

35 

35. 1 0 

9 

—0.13 

.34.97 

B.  A.  C.  5621 

38 

44.78 

9 

—0.16 

4 4.62 

» 5044 

42 

23.82 

9 

-0.12 

23.7« 

» 5692 

47 

0.95 

9 

— 0.15 

0.8« 

x Opliiurlii 

50 

40. 46 

8 

—0.15 

40.31 

Kr. 

Ost 

a Iterculis 

17  7 

53. 28 

9 

—0.19 

53.09 

B.  A.  C.  5841 

<1 

40.05 

9 

— 0.17 

39.88 

» 5894 

19 

12.10 

9 

—0.17 

11.93 

. 5911 

22 

32.97 

9 

—0.15 

32.82 

ft  Draconis 

26 

46.39 

9 

—0.14 

46.25 

B.  A.  C.  6928 

20  2 

4.46 

4 

-0.15 

4.31 

Capricorni 

9 

58.11 

9 

—0.22 

57.99 

B.  A.  <:.  6996 

12 

44.23 

8 

—0.19 

44.04 

» 7014 

15 

53.50 

’ 

-0.13 

53.37 

..  7046 

20 

44.92 

9 

—0.45 

44.77 

V.  Ermittelung  der  persönlichen  Gleichung. 

Zur  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung  war  im  Mai  1865 
Herr  Professor  YVeiss  mit  seinem  Instrument  nach  Leipzig  ge- 
kommen tim | es  wurden  am  20.,  21.  und  29.  Mai  Beobachtungen 
angestellt  und  zwar  von  Sternen,  deren  Declination  im  Mittel  tilier- 
cinstimmtc  mit  dem  Mittel  der  Sterne  zur  lüingenbestinuming.  An 
ein  und  demselben  Instrumente  beobachtete  der  eine  Beobachter  den 
Durchgang  des  Sternes  an  der  ersten  Hüllte  der  Fiiden,  der  andere 
Beobachter  den  Durchgang,  durch  die  zweite  Hüllte,  wobei  aber  ge- 
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Pendelschlügen.  (Auge  und  Ohr.) 


Brüh iis  in  Leipzig. 


Durchgangszeit 
durch  den 
Mittelfaden 

Anzahl 

der 

Fäden 

Correction 

des 

Instruments 

Im 

Meridian 

Differenz 

der 

Uhrcorrect. 

Längen- _ 
Differenz 

Kr.  Ost 

1">h  37“ 

.HS729 

9 

+0153 

55182 

55142 

16“  2149 

iü 

1 1 .60 

8 

4-0.53 

12.13 

55.12 

2.19 

44 

23.29 

9 

4-0.52 

23.81 

55.17 

2.23 

48 

17.58 

9 

4-0.85 

18.43 

55.13 

2.18 

Kr.  West 

tti  7 

36.11 

9 

— 0.70 

35.41 

55.34 

16  2.37 

12 

27.54 

9 

— 0.76 

26.78 

55.45 

2.48 

16 

0.05 

9 

—0.82 

59.23 

55.28 

2.31 

19 

30.77 

9 

— 0.68 

30.09 

55.40 

2.42 

n 

31.53 

9 

—0.78 

30.75 

55. 1 8 

2.20 

36 

31.17 

9 

-0.72 

30.45 

55.48 

2.49 

39 

40.83 

9 

— 0.69 

40.14 

55.52 

2.52 

43 

19.94 

9 

— 0.80 

19.14 

55.44 

2.44 

47 

57.11 

9 

— 0.70 

56.41 

55.61 

2.60 

51 

36.40 

9 

—0.71 

35.69 

55.38 

2.37 

Kr.  Ost 

17  8 

47.81 

9 

4-0.52 

48.33 

55.24 

16  2.21 

12 

34.52 

9 

4-0.55 

35.07 

55.19 

2.16 

20 

6;  55 

4-0.55 

7-10 

55.17 

2.13 

23 

27.34 

9 

4-1.06 

28.40 

55.58 

2.54 

27 

40.41 

9 

4-1.17 

41.58 

55.33 

2.28 

20  2 

58.61 

6 

4-1.37 

59.98 

55.67 

2.46 

10 

52.76 

9 

4-0.50 

53.26 

55.27 

2.05 

13 

38.82 

9 

4-0.98 

39.80 

55.76 

2.54 

16 

48.24 

9 

4-0.55 

48.79 

55.42 

2.20 

21 

39.64 

9 

4-0.53 

40.17 

55.40 

2.47 

wechselt  wurde,  um  auf  diese  Weise  die  Fehler  der  Fadenintervalle 
zu  eliminiron.  Im  August  war  ich  mit  meinem  Instrumente  in  Wien 
und  auf  dem  Laaer  Berge  wurden  nach  derselben  Methode  am  7., 
8.,  !).,  10.  und  I I.  August  ebenfalls  Beobachtungen  angestellt.  Im 
• Ganzen  sind  beobachtet: 

55  Sterne  in  Kreislage  West 
08  » » » Ost. 

Das  Verzeichniss  der  beobachteten  Sterne  und  die  aus  denselben 
abgeleiteten  Resultate  der  persönlichen  Gleichung  im  Sinne  Bruhns 
minus  W e i ss  ist  folgendes : 

17* 
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[ss 


Persönliche  Gleichung  zwischen  Professor  Bruhns  und 
Professor  Weiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

Sterne 

B-W 

1866 

! 

Sterne 

ß — w 

Mai  2«. 

B. 

A. 

C.  4406 

+0!16 

Mai  20. 

B A.  C. 

4721 

— o;o« 

ft 

4433 

— 0.29 

ft 

4729 

+0.30 

» 

mn 

—0.02 

ft 

4741 

—0.08 

» 

4*67 

-*-0.04 

ft 

4753 

—0.11 

ft 

4499 

-*-0.28 

ft 

4785 

-0.14 

» 

4519 

— 0.18 

ft 

4805 

+0.34 

I» 

45.18 

—0.12 

ft 

4827 

—0.19 

ft 

4624 

-*-0.14 

n 

4841 

+0.26 

» 

4687 

-*-ü.0l 

« 

4853 

—0.01 

ft 

4648 

— 0.10 

» 

4873 

+0.10 

ft 

4662 

-*-0.11 

0 

4903 

+0.02 

ft 

4699 

— 0.22 

4926 

+0.30 

» 

4937 

—0.10 

» 

4952 

+0.24 

Mai  2). 

B. 

A. 

C.  4721 

— 0.19 

Mai  21 . 

B.  A.  C. 

4467 

—0.19 

ft 

4729 

-*-0.32 

ft 

4499 

+0.15 

» 

4753 

0.00 

» 

4519 

+0.24 

» 

4785 

-0.25 

» 

4538 

— 0.16 

» 

4805 

—0.12 

» 

4559 

— 0.0*» 

» 

(827 

-*-0.09 

D 

4596 

+ 0.09 

ft 

(841 

— 0.01 

ft 

4648 

+0.15 

M 

4878 

-0.13 

» 

4662 

+ 0.07 

W 

4908 

-*-0.19 

ft 

4699 

+ 0.08 

» 

4926 

— 0.04 

ft 

*937 

-0.21 

ft 

4952 

-*-0.26 

ft 

(974 

—0.19 

Mai  29. 

B. 

A. 

C.  5.815 

— 0.19 

Mai  29. 

B.  A.  C. 

5067 

—0.12 

ft 

5838 

—0.24 

» 

5085 

—0.12 

ft 

5359 

—0.13 

ft 

5113 

+0.08 

B 

5388 

-0.18 

ft 

5135 

—0.04 

ft 

5417 

—0.38 

| 

» 

5168 

-0.07 

ft 

5463 

—0.17 

A 

5185  j 

—0.05 

» 

5490 

-*-0.19 

a Serpentis 

+ 0.07 

ft 

5523 

—0.18 

B A.  C. 

5234 

—0.22 

ft 

5537 

—0.18 

ft 

5271 

-0.14 

ft 

5552 

— 0.08 

» 

5298 

—0.15 

August" 

“i 

Capricomi 

-*-0.34 

August  7. 

aCygni 

+0.31 

B. 

A. 

C.  6996 

-*-0.30 

» 

7014 

+0.37 

1 

ft 

7046 

+0.28 
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Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

<865 

Sterne 

ß — w 

1865 

Sterne 

11  — w 

August  7. 

B.  A.  C.  708!» 

— 071 4 

| 

i 

1 

» 7107 

+0.09 

» -7137 

+ 0.02 

August  8. 

(i  Draconis 

+0.20 

August  8. 

B.  A.  C.  5802 

— 0:o2 

B.  A.  C.  5975 

-0.04 

» 5841 

—0.12 

» 5991 

+ 0.12 

» 5871 

+0.15 

» 0013 

— 0.0o 

» 5911 

— 0.15 

a2  Capricorni 

+0.40 

» 7233 

+0.18 

B.  A.  G.  6996 

—0.05 

» 7256 

+0.25 

» 7014 

+0.26 

» 7271 

+ 0.40 

» 7046 

+0.33 

» 7085 

+0.12 

» 7107 

+0.33  1 

» 7137 

—0.12 

a Cygni 

-0.05 

Aug.  10. 

B.  A.  C.  5975 

+0.12 

Aug.  9. 

B.  A.  C.  7659 

+0.17 

» 5991 

—0.07 

» 7674 

+ 0.03 

» 601 3 

-0.13 

»*  7705 

+ 0.02 

»»  6030 

+ 0.26 

» 7727 

+0.31 

» 6056 

-0.07 

» 7746 

+0.40 

o Cygni 

+0.32 

» 7770 

+0.62 

B.  A.  C.  7198 

-0.01 

» 7788 

+0.17 

» 7233 

+ 0.14 

» 7814 

0.00 

s 7271 

— 0.25 

» 7832 

+0.25 

» 7301 

+ 0.22 

■»  7850 

+0.09 

» 7318 

+0.01 

» 7868 

+0.31 

» 7345 

+0.47 

» 7888 

+0.05 

» 7398 

+ 0.14 

» 7421 

+ 0.33 

n 7448 

+0.18 

» 7462 

+0.37 

» 7480 

. —0.03 

» 7512 

+0.17 

Aug.  1 1 . 

B.  A.  C.  5975 

+0.47 

» 5991 

+0.01 

» 6013 

+0.06 

» 6030 

+0.11 

» 6056 

+0.52 

a Cygni 

+0.21 

B.  A.  C.  7198 

+0.28 

» 7233 

+0.22 

1 

n 7256 

+0.17 

» 7271 

+0.05 

| 

1 

» 7301 

0.00 
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Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

ms 

Sterne 

B — W 

1X65 

Sterne 

B — W 

— 

Aug.  II. 

B.  A.  C.  73t  8 

» 7345 

» '7374 

» 7398 

» 744t 

» 7 1 m 

» 7 SSO 

» 7514 

+0:14 
-»-o.4t 
+ 0.18 
+0.16 
—0. 1 6 
-1-0.04 
-Ml.  t 1 
— 0.04 

Vereinigt  man  diese  Werthe  zu  Tagesmitteln . so  erhält  man: 


Tagesniitlel  der  persönlichen  Gleichung  zwischen  l’rof.  Bruhns 
und  Prof.  Woiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

B — W 

Zahl  der 
Sterne 

1 K65 

1 

B — W 

Zahl  (1er 
Sterne 

Hai  40. 

— 070t  7 

14  I 

| Mai  40. 

+0*065 

t 4 

» 4t. 

-0.044 

13 

■ 41. 

+0.038 

y 

* 49. 

—0.154 

to 

. 49. 

—0.076 

10 

August  7. 

+0.180 

7 

August  7. 

+0.310) 

4 

» 8. 

+0.H8 

14 

» 8. 

+0.099 

7 

» 10. 

+0.144 

<8 

» 9. 

+ 0.404 

14 

» It. 

-*-0.145 

1 

19 

Aus  diesen  Tagesmitteln  ergibt  sich  für  das  Gesammtmittel  jeder 
Beobachtungsperiode  (August  7 mit  nur  I Stern  ist  selbstverständ- 
lich ausgeschlossen) : 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

B — W 

Zahl 
| der 
Sterne 

Wahrseh.  K 
des  Mittels 

1865  B — W 

i 

Zahl 

der 

Sterne 

Wahrseh  K 
des  Mittels 

Mai  40-49. 

-01057 

35 

±0*046 

Mai  40-49.  +01015 

33 

+01046 

Aug.  7-10. 

+0.131 

1 

37 

±0.009 

1 Aug.  8-1 4.  +0.151 

38 

±0.01 1 

Aus  diesen  Zahlen  ersieht  man,  dass  sieh  die  persönliche  Glei- 
chung von  Mai  bis  August  beträchtlich  geändert  hat.  Die  Differenz 
zwischen  West  und  Ost  liegt  innerhalb  der  Grenze  der  wahrschein- 
lichen Fehler;  jedoch  die  Aenderung  von  Mai  bis  August  scheint 
reell  zu  sein  und  lässt  sich  vielleicht  dadurch  erklären,  dass  in  Wien 
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vor  (lim  Beobachtungen  jedesmal  eine  halbe  Meile  Wegs  zuritckgelegt 
wurde,  wodurch  die  Beobachter  mehr  ermüdet  waren  als  in  Leipzig 
und  deshalb  würde  es  vielleicht  gerechtfertigt  erscheinen,  den  Benin 
achtungen  der 'ersten  Periode  grösseres  Gewicht  zu  geben.  Hs  ist 
dies  nicht  geschehen,  weil,  wenn  man  eine  der  Zeit  projxirlionale 
Aenderuug  anniiuiut , die  üingenbestimmung  selbst  viel  näher  der 
Zeit  der  zweiten  Periode  der  Bestimmung  der  [Hjrsönlichen  Gleichung 
liegt. 

Untersucht  man.  ob  eine  Aenderuug  der  persönlichen  Gleichung 
mit  der  Zenit lidistauz  der  Sterne  stat  Kindel  und  ordnet  dieselben 
nach  den  Deelinationcn,  so  erhält  man  folgende  Tabelle: 

Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns  und  Prof.  Weiss 
geordnet  nach  der  Declinalion  der  Sterne. 


Kreis  Wcsl.  I Kreis  Osl. 


Stern 

Dcclinatiuii 

B — W 

fef 

ZI 

•E  "p 

s»  5 

Stern 

. Dcclinatiuii 

B-W 

Zahl  der 
Durchgänge! 

B.  A.C. 

70ifi 

- 3*  48' 

+0131 

2 

B.  A.  C 

7398 

| ' 

-f-38«50' 

+ 071 4 

t 

D 

7107 

-+-  3 

7 

+0.21 

* 

» 

4433 

+ 40 

12 

-0.29 

i 

» 

7014 

+ 4 

«5 

+0.31 

2 

* 

6996 

+ 40 

49 

+0.12 

2 

t) 

7318 

+ 4 

«8 

+ 0.01 

1 

» 

4467 

+ 40 

«1 

+ 0.04 

1 

» 

7421 

-+■  6 

+0.33 

1 

1» 

7868 

— 0 

49 

+ 0.31 

1 

n 

4440 

+ 10 

H 

—0.02 

1 

» 

7832 

— 0 

44 

+0.25 

» 

5359 

+ to 

15 

—0.13 

» 

7814 

+ 0 

42 

0.00 

1 

A 

7271 

+ to 

19 

—0.2« 

1 

» 

7318 

+ 4 

55 

+0.12 

1 

n 

5537 

+to 

39 

— 0.18 

t 

» 

7788 

+ 5 

7 

+ 0.17 

1 

n 

7137 

+ 12 

48 

-0.0« 

2 

1» 

7659 

+ 6 

4 

+0.17 

1 

n 

4721 

+ 13 

36 

—0.19 

» 

7421 

+ 6 

11 

— 0.16 

1 

» 

«49(1 

+ 14 

21 

+0.19 

i 

n Serpentis 

+ 6 

50 

+0.07 

1 

a 

1499 

+ 14 

21 

+ 0.28 

i 

B.A.C. 

7372 

+ 9 

2« 

+0.18 

n 

49*6 

+ t« 

0 

—0.04 

i 

» 

7271 

+ 10 

19 

+ 0.23 

2 

A 

1662 

t ü 

19 

+0.11 

i 

7674 

+ 10 

44 

+0.03 

i 

» 

«991 

-M6 

1 

+ 0.02 

2 

n 

«802 

+ 10 

45 

—0.02 

i 

A 

4873 

-hi  7 

32 

—0  13 

1 

■ 

«135 

+ 14 

0 

—0.04 

i 

A 

5315 

+ 18 

12 

—0.19 

1 

• » 

5841 

+ 11 

1 

—0.12 

i 

A 

4106 

+ 18 

t« 

+0.16 

J 

4559 

+ 11 

26 

— 0.09 

i 

n 

4637 

+ 18 

36 

+0.01 

1 

n 

4853 

+ 12 

15 

—0.01 

4 

» 

4648 

+ 19 

5 

—0.10 

1 

n 

«067 

+ 13 

3 

-0.12 

1 

n 

4621 

+ 19 

18 

+0.1  4 

n 

518« 

17 

— 0.05 

4 

» 

6030 

+ 19 

19 

+ 0.26 

n 

4721 

+ 13 

36 

—0.02 

1 

0 

478« 

+ 19 

50 

—0.25 

1 

» 

4499 

+ 14 

30 

+ 0.15 

4 

» 

1729 

+ 19 

54 

+0.32 

1 

n 

4926 

+ 1« 

0 

+ 0.30 

1 

n 

4753 

+ 19 

56 

0.00 

1 

n 

4662 

+ 1« 

19 

+0.07 

1 

n 

7 462 

+36 

32 

+ 0.37 

1 

A 

508« 

+1 5^54 

—0.42 

1 
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C.  Hrihns. 


• Kreis  West. 

kreis  Ost. 

Sterne 

Dcclination 

B-  W 

tt 

U 61 
tt  = 

2 s 

X t 
**  5 

Sterne 

Declination 

B — W 

tt 

U Ott 
tt  5 
-3  = 

a| 

a 

B.  A.G. 

599  t 

+ 16» 

r 

+ 9701 

1 B.  A.  G. 

6030 

+ 19' 

18' 

+071 1 

» 

4873 

+ 17 

32 

+ 0.10 

. 

4785 

+ 19 

50 

+0.14 

9 

4648 

+ 49 

5 

+ 0.15 

1 

n 

4729 

+ 19 

54 

-0.30 

» 

5234 

+ 18 

34 

—0.22 

1 

i> 

4753 

+ 19 

56 

+0.14 

| 

» 

5523 

+ 42 

tt 

— 0.18 

n 

7256 

+37 

33 

-0.21 

1 

1* 

4805 

+ 42 

25 

— 0.12 

» 

7398 

+38 

40 

+0.4  6 

1 

n 

5417 

+ 42 

43 

—0.38 

4 

V, 

.”>1  «8 

+ 40 

48 

+0.07 

1 

n 

5552 

+ 42 

43 

—0.08 

4 

■ 

4467 

+ 40 

51 

—0. 1 9 

1 

y> 

4519 

+ 42 

48 

—0.18 

1 

n 

4596 

+ 41 

46 

— 0.09 

1 

w 

6013 

+ 44 

9 

— 0.  0 

2 

9 

7770 

+ 42 

17 

+0.62 

\ 

» 

4841 

+ 44 

'* 

— 0.01 

1 

9 

4805 

+42 

25 

+0.3  4 

1 

n 

4699 

+ 44 

30 

—0.22 

4 

n 

7850 

+ 42 

26 

+0.09 

1 

a Cygni 

+ 44 

4 4 

+ 0.1  4 

2 

n 

4549 

+ 42 

48 

+0.24 

1 

B.  A.  C. 

5388 

+ 45 

17 

— 0.18 

1 

» 

5271 

+ 42 

50 

-0.14 

n 

7233 

+ 45 

34 

+ 0.14 

4 

» 

5298 

+ 43 

0 

—0.15 

t 

» 

7480 

+ 45 

57 

— 0.03 

4 

n 

6043 

+ 44 

9 

+0.06 

1 

n 

5338 

-hi« 

25 

— 0.24 

n 

484  1 

+ 44 

14 

+0.26 

1 

M 

5463 

+ 46 

38 

—0.17 

1 

l> 

7705 

+ 44 

22 

+0.02 

w 

4903 

+ 46 

41 

+0.19 

1 

» 

4699 

+ 44 

30 

+0.08 

» 

7198 

-hi« 

49 

—0.01 

1 

a Cygni 

+ 44 

44 

+ 0.26 

vt 

7301 

•hi« 

57 

+0.22 

B.A.G. 

V 233 

+45 

3 4 

+ 0.20 

2 

vt 

7345 

+ 47 

3 

+0.47 

4 

» 

7 480 

+ 45 

57 

+0.4  4 

» 

4827 

+ 47 

23 

+0.09 

n 

5871 

+ 46 

22 

+0.4  5 

i 

9 

4952 

+ 47 

49 

+0.26 

1 

9 

4903 

+ i« 

44 

+0.02 

H 

4974 

+ 48 

tt 

—0.19 

1 

9 

4741 

+ 46 

42 

— 0.08 

» 

6056 

+ 48 

26 

—0.07 

2 

H 

7198 

+ 46 

49 

+ 0.28 

n 

7085 

+ 48 

27 

— 0.01 

2 

« 

7301 

+ 46 

57 

0.00 

i» 

5975 

+ 48 

40 

+ 0.04 

1 

9 

7345 

+ 47 

3 

+ 0.21 

i 

i» 

4538 

+ 49 

42 

— 0.12 

9 

7727 

+ 47 

16 

+0:31 

i» 

4937 

+50 

11 

-0.21 

. 

4827 

+ 47 

23 

— 0.19 

» 

74  48 

+51 

0 

+ 0.18 

» 

4952 

+ 47 

49 

+ 0.24 

» 

7512 

+ 5» 

2 

+0.17 

4 

! 

5911 

+ 48 

23 

—0.15 

i 

ß Uraconis 

+ 52 

23 

+ 0.20  1 

" 

6056 

+ 48 

26 

+0.52 

» 

5975 

+ i 8 

40 

+ 0.47 

a-,  Capricorni 

1 

* 

5113 

+ 49 

4 1 

+0.08 

ist  wegen  zu 

i 

4538 

+ 49 

42 

—0.16 

tiefenStandes 

[ 

»» 

7746 

+ 50 

9 

+0.40 

i 

weggelassen. 

. 

4937 

+50 

41 

—0.10 

4 

» 

7888 

+ 50 

51 

+ 0.05 

9 

7 4 48 

+54 

0 

+ 0.02 

» 

7512 

+ 51 

2 

—0.02 

Die  daraus  erhaltenen  Resultate  sind  die  folgenden: 
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Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns  und  Prof.  Wciss 
fUr  verschiedene  miUlcrc  Declinnlionen. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

Mittlere 

Declination 

B - W 

W.  K. 
des  Mittels 

it 

, 5C 

% « 
- ^ 

N = 

a 

Mittlere 

Declination 

B— W 

W.  F. 
des  Mittels 

Zahl  der 
Durchgänge 

+ 1 " 55' 

+ 0:239 

+0:026 

7 

+ 3«  32' 

+0M16 

+0:035 

' 8 

+ lt  34 

— 0.097 

+0.044 

10 

+ H 3t 

+0.017 

+ 0.023 

12 

+ IK  1 

-1-0.024 

+ 0.032 

14 

+ 17  34 

+ 0.050 

+0.035 

12 

-MO  53 

-0.05t 

+ 0.047 

II 

+ 41  5 

+0.117 

+ 0.051 

12 

-M5  29 

— 0.026 

+ 0.032 

14 

+ 45  31 

+0.132 

+0.024 

II 

-M9  H 

-»-0.060 

+ 0.039 

14 

+ 49  5 

+ 0.120 

+0.041 

14 

Die  persönliche  Gleichung  i.sl  nur  hei  den  ersten  Werthen  in 
Kreistage  West  Ihm  der  grössten  Zenithdislanz  stark  abweichend,  die 
andern  Werthe  sind  stimmtlich  nahe  innerhalb  der  wahrscheinlichen 
Fehler  Übereinstimmend,  und  bildet  man  aus  obigen  Resultaten  zwei 
Gruppen,  so  erhalt  man  folgende  Werthe : 


Kreis  West.  Kreis  Ost. 


Mittlere 
Declination  1 

B — W 

Watirsch.  F. 
des  Mittels 

» 1 
fei.1 

5t 

st 

Mittlere 

Declination 

B—  W 

1 3- 

2- 

; C/  j-j 

Wahrsch.  F.  ^ i 
des  Mittels  2 

tsJ  3 

1 a 

+ 12?3 

+o:o62  j 

±0:047 

1 I 

31 

+ 11? 7 

+o:o54 

+0:pt7  32 

+ 45% 

—0.002 

+ 0.022 

39  I 

+45?  4 

+0.123 

+ 0.0  tS  40 

1 

Die  Unterschiede  zwischen  Ost  und  West  hahen  hier  entgegen- 
gesetztes Zeichen  und  überschreiten  die  wahrscheinlichen  Fehler  nicht 
allzu  sehr,  ebenso  werden  die  Acnderungen  der  |«3rsönlichen  Gleichung 
mit  der  Declination  kaum  reell  sein.  Das  Mittel  aus  Ost-  und  West- 
lage ist  für  die  beiden  Gruppen  vollständig  identisch. 

Endlich  wurde  zur  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung 
noch  die  Methode  ■)  angewandt , dass  jeder  Beobachter  an  seinem 

I)  Die  .Methode,  die  persönliche  Gleichung  dadurch  zu  bestimmen,  dass  auf  eine 
weisse  Flüche  das  Bild  der  Sonne  lind  das  Fadenkreuz  des  Instrumentes  projicirt 
wurde,  und  die  Durchgänge  der  Sonnenflecken  durch  die  Fäden  von  jedem  Beobachter 
unabhängig  nach  der  Auge-  und  Ohnnethode  nolirl  wurden,  ergab  in  Wien  1866 
August  in  B — W = + 0?I49.  Sie  ist  aber  hier  nicht  zu  berücksichtigen,  weil 
diese  Beobachtungen  von  den  bei  der  Längenbestimnning  ganz  verschieden  sind. 


26ft  C.  Büihss,  (St 

Instrumente  vollständige  Durchgänge  von  Sti'riii'ii  Iteobachlele,  dir 
Inslrunientall'ehler  jeden  Abend  bestimmte  mul  damit  die  Sterne  auf 
den  Meridian  reducirte.  Diese  Mcridiandmeligängc  im  Sinne  Brüh  ns- 
Weiss  von  einander  abgezogen,  ergaben  folgende  Werthe: 


l’r  rs  ö n 1 i r In*  Gleichung  zwischen  l’rof.  Hruhns  und  Prof.  Weiss 
abgeleitet  aus  vollständigen  Durchgangen  von  Sternen. 


Kreta  West. 

kreis  Ost. 

IK65  t Sterne 

B — W 

1865 

Sterne 

B — W 

Mai  44.  1 B.  A.  G 

. 4637 

+0:04 

Mai  44. 

B.  A.  C. 

4946 

—o:4i 

» 

1699 

-t-0.01 

n 

4905 

—0.43 

1 N 

4741 

—0.41 

o 

4937 

—0.50 

» 

4753 

— 0.44 

* 

4954 

+0.01 

V» 

4785 

— 0.18 

n 

497  4 

—0.07 

n 

4805 

— 0.09 

» 

5033 

—0.69 

n 

4847 

-t-0.18 

n 

5067 

—0.57 

» 

4870 

-0.39 

n 

5085 

—0.43 

0 

5135 

—0.45 

i» 

5168 

— 0.48 

* 

5485 

—0.61 

n 

5434 

—0.49 

» 

5471 

—0.59 

• H.  a.  c 

. 4905 

-Ml.  44 

» 43. 

B.  A.  C. 

4637 

+0.17 

„ 

4946 

— 0.05 

» 

4664 

+ 0.04 

4937 

-1-0.41 

n 

4699 

—0.03 

n 

4954 

+ 0.47 

n 

4741 

—0.15 

4971 

+0.36 

1 

» 

4753 

+0.04 

1 » 

5033 

-0.17 

4785 

+0.06 

n 

3067 

+ 0.18 

H 

4805 

—0.17 

—0.07 

" 

1847 

— 0.08 

s 

5113 

+0.40 

B 

484  1 

—0.41 

n 

3135 

—0.69 

n 

4870 

—0.48 

" 

5168 

—0.06 

„ * 

543  4 

— U.tl 

1 * 

5471 

+ 0.07 

» 46.  B.  A.  < 

4637 

— 0.47 

» 2f>. 

B.  A.  G. 

4905 

+0.43 

» 

+ 0.01 

n 

4946 

—0.14 

1 « 

4699 

— 0.34 

4937 

+0.49 

1 » 

4741 

—0.13 

» 

4952 

+0.63 

475:f 

— 0.1 0 

vi 

4974 

+0.44 

4785 

— 0.48 

| 

* 

5033 

— 0.07 

' 11 

4805 

— 0.47 

» 

5067 

+0.06 

4847 

— 0.44 

i» 

5085 

+0.15 

i » 

4841 

-0.15 

B 

5135 

+0.02 

4870 

-0.10 

n 

5168 

+0.40 

n 

5185 

+0.39 

n 

5234 

-0.06 

n 

5471 

+0. 1 1 
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Kreis  West. 


4865 

Sterne 

B - W 

Mai  27. 

B.  A.  C.  4637 

— 0:24 

» 466£ 

-0.04 

» 16911 

-0.14 

» 4721 

—0.23 

» 4753 

0.00 

» 4785 

-0. 1 1 

» 4805 

+0.03 

» 4827 

— 0.26 

» 484  1 

—0.20 

August  6. 

B.  A.  C.  6379 

+ 0.21 

» 6428 

+ 0.27 

» 6475 

+0.25 

7»  587  5 

—0.16 

..  6895 

+0.20 

» 6928 

— 0.12 

» 7. 

B.  A.  C.  5802 

+0.47 

» 5844 

-+-0. 57 

>»  587 1 

+0.01 

» 5894 

+0.50 

» 5941 

— 0.07 

•<  6109 

+0.20 

n 6679 

—0.15 

» 6717 

—0.43 

» 6729 

+0.72 

» 67  45 

+0.27 

» 6876 

+0.05 

» 6895 

-0.25 

» 8. 

B.  A.  C.  6073 

+0.54 

» 6109 

+0.34 

» 6145 

+ 0.86 

» 687  6 

—0.08 

» 6895 

-0.13 

» 6928 

-0.12 

B.  A.  C.  6379 

-»-0.80 

..  6 428 

—0.07 

» 6451  1 

+0.80 

» 6475  ! 

0.00 

» 6493  < 

+0.28 

» 6552 

+0.85 

» 6579 

+ 0.16 

» 6595 

+ 1.09 

» 6624 

— 0.01 

X 6928 

-0,28 

I 


Kreis  Ost. 

1865 

Sterne 

B — W 

f 

U 

<1 

B.  A.  C. 

4905 

+0158 

to 

4937 

+0.37 

» 

4952 

+0.13 

O 

4974 

+0.16 

August  6. 

B.  A.  C. 

6073 

+0.36 

» 

6109 

+0.12 

» 

6143 

+0.49 

» 

6952 

+0.32 

» 

6996 

+0.18 

n 

7014 

+0.13 

» 

7046 

+ 0.20 

■*  7. 

B.  A.  C. 

5621 

+ 0.23 

» 

5644 

+0.08 

» 

5692 

+0.58 

» 

6379 

+0.79 

»» 

6428 

+0. 10 

» 

6451 

+0.81 

» 

6475 

+0.13 

» 

6552 

+0.68 

i» 

6579 

+0.23 

6595 

+0.32 

n 

6624 

+0.27 

H 8. 

B.  A.  C. 

6379 

+ 1.16 

1> 

6 428 

+0.25 

1» 

6451 

+ 1.08 

n 

6475 

+1.00 

M 

662  4 

+0.25 

» 

6679 

+ 0.08 

•4 

6717 

+ 0.03 

n 

6729 

+ 0.87 

n 

6745 

+0.23 

» 9. 

B.  A.  C. 

6013 

+ 0.33 

n 

6056 

+0.09 

n 

6073 

+0.47 

7* 

6109 

0.00 

M 

6143 

+ 1.05 

» 

6729 

—0.09 

» 

7301 

+0.35 

» 

7318 

—0.32 

1 

» 

7345 

+0.31 

1) 

7372 

— 0.06 
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Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

Sterne 

B - W 

1865 

Sterne 

B— W 

August  9. 

B.  A.  €.  0952 

— «7*2 

August  9. 

B.  A.  C.  7421 

+o:46 

» 6996 

-t-0.07 

» 7448 

+ 0.47 

» 70t  4 

0.00 

. 7480 

+0.65 

- 7137 

— 0.20 

» 7512 

+0.91 

» 7198 

-t-0.42 

«*  7233 

+0.13 

» 1 1. 

H.  A.  C.  6558 

-0.71 

» II 

BAG.  5802 

+0.71 

» 6579 

— O.U 

» 5844 

+0.95 

» 6595 

—0.50 

» 587  4 

+0.52 

» 6624 

+ 0.03 

» 5894 

+ 1.29 

» 6679 

0.00 

» 594  1 

+ 0.45 

» 6717 

0.22 

» 6073 

+0.83 

» 6729 

—0.38 

» 6109 

+0.45 

» 6745 

—0.33 

» 6143 

+0.70 

» 6895 

+0.50 

. i 

» 6928 

+0.45 

: 

» 6952 

-0.42 

6996 

— 0.17 

» 70t  4 

— 0.57 

» 7046 

—0.06 

l. 

» 7085 

—0.06 

i 

» 7107 

— 0.46 

1 

II  i 

» 74  37 

-0.42 

Di»;  daraus  abgeleiteten  Tages rnillel  in  der  folgenden  Tabelle 
weichen  stark  von  einander  ah,  so  dass  die  Sicherheit  dieser  Be- 
stimmung sehr  gering  ist , was  theilweise  darin  seinen  Grund  hat. 
dass  die  ganze  Unsicherheit  der  Instrumenlaifehler  in  den  Werthen 
enthalten  ist.  lis  hat  sich  gefunden: 


Tagesniitlel  der  persönlichen  Gleichung  aus  vollständigen 
Durchgängen  von  Sternen. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

B — W 

Zahl  [ 
der  Sterne 

1865 

R — W 

Zahl 

der  Sterne 

Mai  22. 

—o:09i 

8 

Mai  22. 

— 01408 

n 

» 23. 

+0.076 

13 

» 23. 

— 0.083 

10 

» 26.  I 

—0.183 

10 

» 26. 

+0.204 

13 

» il. 

—0.132 

9 

X 27. 

+0.310 

4 

August  6. 

+0.108 

6 

August  6. 

+0.257 

7 

» 7. 

+0.158 

12 

» 7. 

+0.384 

1 1 

» 8. 

+0.230 

6 

« 8. 

+0.550 

9 

» 9. 

+0.226 

!B 

» 9. 

+0.330 

«4 

« ii. 

—0.280 

8 

» II.  | 

+ 0.276 

17 
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Theilt  man  dies«*  Tagcsmittel  in  zwei  Perioden  und  gibt  jedem 
Tage  gleiches  Gewicht,  so  erhalt  man 


Kreis  West. 

Ki-eis  Ost. 

1865 

B— W 

z & 

"C  C 

.c  Ü 

: 1 

Wnhrsch.  F. 

' des  Mittels 

1865 

B— W 

t_  i 

0>  V | 

^ = Wahrsch.  F. 
•c  Ü des  Mittels 

cs^l 

Mai  22—27. 

— 0:083 

40 

+0:038 

Mai  22—27. 

+o:ooo 

to  . +o:to7 

Aug.  6—  H. 

+0.088 

48 

+0.064 

Aug.  0 — 1 1 . 

+0.359 

1 

58  +0.036 

welche  Werthe  die  schon  ob(*n  gefundene  starke  Aenderung  der 
persönlichen  Gleichung  und  eine  beträchtliche  Differenz  zwischen 
Kreis  Ost  und  West  constatiren.  Das  Endresultat  ist : 

B — W.  Kreis  West  = -+-  0*003  + 0:036 
..  Ost  = + 0.182  ± 0.056 
Mittel  = -+  0*092  ± 0:030 

Da  bei  der  LUngenhcstinunung  Berlin-Wien  nur  die  erste  Me- 
thode angewandt  ist,  bei  der  Langenbestimmung  Leipzig -Berlin  die 
Beobachter  wechselten,  schien  «*s  «ler  Conformitat  wegen  nicht  rath- 
saiu , diese  let/.ten  Werthe  mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  wurde 
daher  angenommen  als  Endwerthe  ftlr  die  persönliche  Gleichung  aus 
gemeinschaftlich  beobachteten  Slerndurchgangen,  mit  Berücksichtigung 
der  Gewichte  nach  der  Anzahl  der  Sterne  (pag.  256) : 

Bw  — Wvv  Kreis  West  = -+-  0*040  + 0:014 
Bo  — Wo  Kreis  Ost  = -+  0.089  + 0.015 
Mittel  j Bw— Ww  +-  }(Bo— Wo)  = +-  0:065  ■+  ü:010 


VI.  Ableitung  der  Endresultate. 

Die  aus  den  Beobachtungen  erhaltenen  Langend ifferenzen  sind 
zunächst  nach  Kreislagen  für  jeden  Tag  zu  Mittelwerthen  vereinigt, 
und  bezeichnet  man  die  absoluten  persönlichen  Fehler  der  Herren 
Brüh  ns  und  Weiss  in  «ler  West-  und  in  der  Ostlage  des  Instru- 
ments mit  Bw,  Bo,  Ww,  Wo,  so  erhalt  man  folgende  Uebersicht : 
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4865 

Kreistage 

in  Leipzig  | in  Wien 

Lungrndifferenz 

Zahl 

der  Sterne 

Juni  29. 

West 

West 

Hi“  2:650  + 1 Ww— Bw) 

t 

Ost 

Ost 

+ 

->-i 

1 

7 

Juli  4. 

West 

West 

16  2.:tui  -+-  g Ww  — Btt) 

H 

Osl 

Osl 

2.207  •+-  {(Wo— Ho) 

6 

» 6. 

Ost 

Ost 

16  2.162  + {(Wo— Bo| 

i 

West 

West 

2. .tat  -+-  f (Ww — Bw) 

s 

Ost 

Ost 

2.  las  + |{(Wo— Boj 

tl 

West 

West 

2.303  + {(Ww— Bw, 

6 

. u. 

West 

West 

l(i  2.470  -f-  {(Ww — Bw) 

4 

Ost 

j Ost 

2.310  + {(Wo— Bo) 

5 

West 

West 

2.2 tll  + f Ww— Bw 

£ 

» 15. 

Ost 

Osl 

<6  2.455  + {(Wo— Bo) 

2 

West 

West 

2.; IS7  +f{(Ww  — Bwi 

10 

Ost 

Ost 

2.377  + | (Wo— Bol 

9 

West 

West 

2.425  + { W w — Bw) 

6 

» 16. 

West 

West 

16  2.320  + J Ww  -Bw) 

3 

Ost 

Ost 

2.267  + jj  Wo  — Bo) 

9 

West 

West 

2.475  +}|(Ww-Bw' 

11 

Ost 

Ost 

2.105+  j(Wo-Bo) 

6 

» 17. 

West 

Ost 

16  2.242  + {(Wo-Bw) 

4 

Ost 

West 

2.2as  +f{(Ww — Bo) 

10 

Ost 

Osl 

2.236  +j-f(Wo*-Bo) 

1 1 

West 

West 

2.252  + {(Ww— Bw) 

5 

. 18. 

West 

West 

(6  2.350  + {(Ww— Bw' 

2 

Osl 

Ost 

2.44.3  + |.;Wro— Bo) 

8 

West 

West 

2.480  + |(Ww—  Bw) 

s 

Osl 

Ost 

2.347  + | Wo— Bo 

6 

» 1«. 

Ost 

Ost 

16  2.272  + {(Wo-Bo) 

4 

West 

West 

2.418  +{{(Ww— Bw) 

10 

Ost 

Ost 

2.274  + j§;Wo— Bo) 

10 

Die  persönliche  Gleichung  zeigt  sich  in  den  beiden  Kreislagen 
etwas  verschieden,  liildet  man  W — 0 so  crhilll  man  Juni  29  und 
Juli  17  (die  erste  Hülftc)  ausschliessend : 

W— O = -4-  0*081  ± 0:02.'i 

während  derselbe  Werth  hei  der  persönlichen  Gleichung 

W— o = — o:«49  ± 0:021 

ist.  Weder  in  den  Colliiuationslehlern,  noch  in  den  Kiidemlislanzen 
ist  ein  Fehler  wahrscheinlich  und  obwohl  obige  Werthe  keine  grosse 
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Sicherheit  haben,  zeugen  sie  doch  von  der  grossen  Veränderlichkeit 
der  persönlichen  Gleichung  zu  verschiedenen  Zeiten. 

Um  nun  etwaige  Fehler  in  den  Collimutioucn  und  »len  FtUlen- 
distanzen  zu  eliminiren,  schien  es  am  vortheilhafteslen,  aus  je  zwei 
Kreislagen  immer  die  Mittel  zu  nehmen  und  die  persönliche  Glei- 
chung zum  Schlüsse  anzubringen. 

Der  Fall,  dass  in  Leipzig  in  einer  andern  Kreistage  als  in  Wien 
Ixiobachtel  wurde,  kommt  allein  am  17.  Juni  vor,  wahrend  an  den 
andern  Tagen  immer  in  identischen  Kreistagen  beobachtet  ist.  Für 
diesen  Fall  ist  auch  einfach  das  Mittel  genommen.  In  der  folgenden 
Tabelle  ist  das  Gewicht  nach  der  Formel  4°y,  wo  a die  Anzahl 
der  Sterne  in  der  einen  Kreislage,  b die  Anzahl  der  Sterne  in  der 
andern  Kreislag«“  bedeutet.  Man  erhalt 


1865 

Längendifferenz 

Gewicht 

Juni 

29. 

16“  21475 

-1“ 

4(Ww 

— Bw 

4- 

I3»  (Wo 

- Bo) 

3.5 

Juli 

4. 

2.250 

4- 

*(Ww 

-Bw) 

+ 

A Wo 

— Bo) 

13.8 

» 

6. 

2.258 

4- 

43  iw». 

- Bo) 

4- 

H ww 

-Bw) 

26.8 

» 

4 4. 

2.333 

4- 

A(Ww 

— Bw) 

4- 

A(Wo 

— Bo) 

40.9 

» 

45. 

2.444 

4- 

«wo 

- Bo 

4- 

41  (Ww 

— Bw) 

26.1 

n> 

46. 

2.31  4 

4- 

«(Ww 

-Bw) 

-4- 

«(Wo 

- Bo) 

29.0 

» 

47. 

2.254 

4- 

58  (Ww 

-Bw) 

+ 

«(Wo 

— Bo) 

30.0 

J» 

48. 

2.406 

4- 

«(Ww 

-Bw) 

4- 

51  (Wo 

— Bol 

23.3 

» 

4 9. 

2.345 

4- 

«(Ww 

-Bw) 

4- 

41  (Wo 

— Bo) 

23.3 

Nimmt  man  dagegen  das  Mittel  nach  der  Anzahl  der  an  jedem 
Abend  beobachteten  Sterne  ohne  Rücksicht  auf  die  Kreistage,  so  hat  mau 


1865 

Langendiffcrenz 

Zahl 

der  Sterne 

Juni 

29. 

16“  21282 

4- 

«Ww 

-Bw) 

4- 

«Wo 

- Bo) 

8 

Juli 

4. 

2.34  4 

+ 

i\  Ww 

— Bw 

-4- 

A (Wo 

- Bo) 

14 

» 

fl. 

2.261 

4- 

«(Wo 

— Bo) 

4- 

«(Ww 

-Bw) 

29 

» 

14. 

2.355 

4* 

l°7  (Ww 

— Bw) 

4- 

A(Wo 

— Bo) 

11 

» 

15. 

2.397 

-4- 

«(Wo 

— Bo) 

+ 

41fWw 

— Bw 

27 

» 

16. 

2.336 

4- 

«(Ww 

— Bw) 

-4- 

UAYo 

- Bo 

29 

» 

17. 

2.257 

+ («Ww- 

«(Wro- 

-jJBo 

30 

ft 

48. 

2.426 

-1- 

4"  ww 

— Bw) 

4- 

14  (Wo 

— Bo) 

24 

ft 

49. 

2.334 

4“ 

«(Ww 

— Bw) 

-4- 

«(Wo 

— Bo) 

24 

Das  Gesammlmiltel  aus  der  ersten  dieser  Tabellen  ist  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gewichte : 
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L = 16”  21325  + W.Ww-AV  Bw  + AV  Wo  — AV  Bo. 

Das  Gesamratmittel  aus  der  zweiten  dieser  Tabellen  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Zahl  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Sterne: 

L = 16”  2132«  + ,Vc  Ww  — ,V«  Bw  -+-  44  Wo-  48  Bo. 

Für  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  LangendifFerenz  aus 
einem  Stern,  berechnet  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Sterne 
vom  Tagcsniiltel,  ergibt  sich  für  beide  Arten  von  Resultaten  nahe 
derselbe  Werth;  mit  Hilfe  der  Tagesmittel  aus  der  zweiten  Tabelle 
erhalt  man  an  den  verschiedenen  Tagen : 


Juni 

29.  w. 

F.  = + 01132 

Juli 

4. 

+ 0.122 

» 

6. 

+ 0.117 

» 

14. 

+ 0.123 

» 

15. 

+ 0.115 

» 

16. 

+ 0.131 

» 

17. 

+ 0.089 

» 

18. 

+ 0.133 

U 

19. 

+ 0.1 10 

wahrend  aus  den  Abweichungen  der  Resultate  der  einzelnen  Sterne 
vom  Gcsaniinlmitlel  sich 

+ «1123 

herausstellt.  Richtiger  wird  es  sein,  wie  bei  der  Uangenbestimmung 
Berlin-Wien  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  Endresultats  auf  die 
Abweichungen  der  Tagesmittel  zurllckzufilhren ; man  erhalt  auf  diese 
W eise  den  wahrscheinlichen  Fehler 

eines  Tagcsmitlels  aus  Tabelle  I.  + 01055,  aus  Tabelle  II.  + «103« 
des  Endresultats  » » +0.018,  » » +0.013 

Um  zu  sehen,  ob  fitr  verschiedene  Declinationen  die  lJingen- 
differenz  verschieden  herauskommt,  sind  dieselben  einmal  nach  der 
Reihenfolge  der  einzelnen  Sterne,  also  nach  den  Rectascensionen, 
das  andere  Mal  nach  den  Declinationen  geordnet,  zusammengestelll : 
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Sterne 

Längen- 

differenz 

w 

Ol  c 

'S 
3C 

— "y 

N 3 
Q 

# 

Sterne 

Längen- 

diflferenz 



Zahl  der 
Durchgänge 

o Serpenlis 

16“  21512 

i 

a Hereulis 

I6m  21111 

i 

B.  A.  C.  5181' 

2.090 

i 

B.  A.  C.  5811 

2.283 

7 

» 5211 

2.265 

i 

» 5871 

2.353 

6 

» 5215 

2.279 

7 

» 5891 

2.323 

7 

» 527 1 

2.332 

8 

» 591 1 

2.102 

6 

ö Ophiucbi 

16  2.382 

8 

ß Draconis 

16  2.336 

7 

RadclilTe  3525 

2.361 

8 

d Aquilae 

2.317 

i 

B.  A.  C.  5163 

2.377 

9 

B.  A.  C.  6697 

2.282 

5 

» 5190 

2.115 

. 8 

» 6717 

2.232 

1 

• 5523 

2.336 

7 

» 6729 

2.200 

5 

» 6715 

2.302 

5 

J Hereulis 

16  2.291 

8 

B.  A.  C.  6928 

16  2.178 

5 

B.  A.  C.  5621 

2.121 

7 

» 6952 

2.206 

5 

» 5611 

2.391 

5 

o2  Capricorni 

2.137 

6 

» 5692 

2.335 

8 

B.  A.  C.  6996 

2.377 

6 

x Ophiucbi  ' 

2.219 

7 

» 7011 

2.320 

6 

1 

» 7046 

2.315 

6 

1 

Sterne 

Decli- 

nation 

Längen- 

differenz 

Zahl  der 
Durchgänge 

(A 

n 

9 

<6 

Decü- 

nalion 

Längen- 

differenz 

t 1 

Z * 

■a  5 

a — 
r<  3 

<*2  Capricorni 

— 12°59'l 

I6m  21137  ! 

|| 

6 £ Hereulis 

I 

-f-3 1 °51 ' 

1 6m  21294 

8 

B.  A.  C.  7016 

— 3 18 

2.315 

6 ,B.  A.C.  6996 

10  19 

2.377 

6 

6 Ophiucbi 

- 3 21 

2.382 

8 RadclilTe  3525 

40  22 

2.361 

8 

3 Aquilae 

+ 2 11 

2.317 

1 | B.  A.  C.  5523 

42  H 

2.336 

7 

B.  A.  C.  5215 

1 53 

2.279 

7 » 5611 

12  29 

2.391 

5 

» 701 1 

1 55 

2.320 

6 1 » 6745 

12  31 

2.302 

5 

» 6729 

o Serpentis 

5 6 

6 51 

2.200 

2.512 

5 « 5271 

1 

12  50 

2.332 

8 

B.  A.C.  5891 

-f-  7 43 

16  2.323 

1 7 |j  B.  A.C.  5871 

+ 46  23 

16  2.353 

6 

» . 5211 

7 16 

2.265 

41  » 5463 

16  38 

2.377 

9 

» 5621 

8 50 

2.121 

7 » 5911 

18  22 

2.102 

6 

x Opbiuchi 

9 35 

2.219 

7 ! » 6717 

18  58 

2.232 

1 

B.  A.  C.  5692 

10  23 

2.335 

8 » 5181 

1 7 p » 6697 

50  52 

2.090 

1 

» 5811 

fl  1 

2.283 

! 51  27 

2.282 

5 

• 6952 

11  17 

2.206 

5 ß Draconis 

52  21 

2.336 

7 

» 5190 

o Hereulis 

11  21 
11  33 

2.115 
2.11 1 

8 B.  A.C.  ms 

1 li 

1 52  16 

2.178 

[ 

5 

1 

Die  Resultate  dieser  Uebersicliten  sind  in  folgenden  Tabellen 


gegeben : 

Abhamll.  «|.  K.  S.  DetelUcb.  d.  WissrntcK  \V. 
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Mitte!  der  LängendiTferen zen  aus  Rectascension  s- 
Gruppen. 


Sterne 

Längendifferenz 

Walirsch. 

Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gänge 

1—  5. 

' 16“  27325 

+ 07032 

24 

6— in. 

2.376 

+ n.007 

40 

Il  — t5. 

2.33  t 

+ 0.020 

35 

16—20. 

2.353 

+ 0.020 

33 

21  — 26. 

5,28t 

+ 0.015 

30 

27  — 12. 

2.303  l 

4;  0.036 

34 

Mittel  der  Längendifferenzen  aus  Dcc lination s- Gru  ppen. 


Mittlere 

Dcclinntion 

Langendifferenz 

Wahrsch. 

Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gänge 

0«  0’ 

1 6m  27384 

+ o:02ö 

46 

+ 11  2 

2.33t 

+ 0.015 

60 

+ 40  3 

2.34t 

+ 0.01 1 

47 

+ 49  22 

2.35t 

+ 0.020 

43 

Die  Resultate  in  der  ersten  Tabelle  stimmen  untereinander 
innerhalb  der  wahrscheinlichen  Fehler  genügend  überein , denn 
obwohl  die  letzten  beiden  Werthe  etwas  geringer  sind  als  die  vor- 
hergehenden, ist  doch  die  Abweichung  zu  unbedeutend,  um  defini- 
tiv einer  Ermüdung  oder  einer  Veränderung  der  persönlichen  Glei- 
chung zugeschrieben  werden  zu  können. 

Nach  den  Resultaten  der  letzten  Tabelle  scheint  es  wirklich, 
als  wenn  die  Längendifferenz  aus  den  Sternen  in  der  Nahe  des 
Zeniths  etwas  grösser  wäre,  wie  aus  den  Sternen  in  der  Nahe  des 
Aequators.  In  der  persönlichen  Gleichung  hat  sich  etwas  ähnliches 
bei  Kreislage  West,  bei  Kreistage  Ost  jedoch  das  Gegentheil  gezeigt. 
Die  hier  vorhandene  Differenz,  welche  nur  wenig  die  wahrschein- 
lichen Fehler  überschreitet,  ist  wohl  mehr  eine  zufällige  als  eine 
reelle  zu  nennen.  Es  scheint  mir  daher  das  Beste,  als  Generalmittel 
für  die  LängendifTerenz  anzunehmen: 


Digitized  by  Google 


CT  Bestimming  der  Langexdifferenz  zwischen  Leipzig  cxd  Wien.  269 


L = 16“  2T327  {+  0.483  Ww  — 0.37  B\v  0.515  Wo  — 0.33  Bo} 

± 0:012 

Bringt  man  hieran  die  persönliche  Gleichung 

. Ww-Bw)  + L.Bo-Bw  = — 0:063 
an.  so  erhalt  inan 

L0  = 16"  2:262  -+-  OH)  13. 

In  Leipzig  wurde  im  Meridianziinmer  auf  einem  Pfeiler  beob- 
achtet. der  vom  Centruin  des  grossen  Hauptpfeilers  10.4  Meter 
westlich  sich  befindet,  weshalb  an  die  Langendiffefenz  eine  Re- 
dnction  von 

— 0:036 

anzubringen  ist.  Die  Beobachtungen  auf  dem  Laaer  Berge  bei 
'Vien  sind  nach  den  Angaben  des  Herrn  Director  von  Littrow 
s.  Längenbeslimnning  Berlin  — Wien  pag.  47  4:363  östlicher  an- 

geslellt,  als  wenn  sie  am  Meridiankreise  der  Wiener  Sternwarte 
gemacht  waren,  sodass  also  als  Reduction  an  den  oben  gegebenen 
"erth  der  Lüngendifferenz  noch 

— 4:399 

angebracht  werden  muss.  Es  ist  daher: 

( entmin  der  Leipziger  Sternwarte  westlich  vom  Meridian- 
kreis der  Wiener  Sternwarte 

15"  57  663  ± 0 015. 


Da  zwischen  Leipzig  und  Berlin  im  April  1864  die  Langen- 
differenz  zu  4m  0:893  0:020  ermittelt  wurde,  ferner  die  Längen- 

bestinitnung  Berlin  — Wien  im  Jahre  1863  II™  36:781  + 0:0165 
ergeben  hat , sollte  jetzt  zwischen  Leipzig  und  Wien  die  Langen- 
differenz  13"  37*676  -+-  0:026  betragen.  Der  oben  erhaltene  Werth 
ist  nur  um  0*0 1 3 kleiner  und  die  Differenz  liegt  vollständig  inner- 
halb der  wahrscheinlichen  Fehler.  Obwohl  bei  der  hier  vorliegenden 
Lüngendifferenz  der  wahrscheinliche  Fehler  der  kleinste  von  allen 
ist.  möchte  ich  doch  wegen  der  Aenderung  der  persönlichen  Glei- 
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chung  dieser  Längenhestimmung  kein  grosseres  Gewicht  zuschreiben, 
als  den  anderen. 

Um  nun  das  Dreieck  Berlin -Wien -Leipzig  in  Bezug  auf  die 
Längendifferenz  vollständig  abzusch Hessen , scheint  es  mir  am  ange- 
messensten, die  übrig  bleibenden  Fehler  gleichmässig  zu  vertheilen, 
so  dass  man  annehmen  kann: 

Längendifferenz  Leipzig  — Berlin  = S-"  0;89  + 0102 

» Berlin  — Wien  = II  50.78  ne  0.02 

» Leipzig  — Wien  = 15  57.07  + 0.02 


Berichtigungen. 

pag.  218  Zeile  J v.  o.  statt  1 7^0  lies  I 6^0 
» » » 6 » » 19.7  » )7.0 

» » » t v.  u.  i — 0.11  4 » H-0.H  4 

» 0 i » » — 0.00J  » H-n.OOä 

» » » t » » — o.ooi  » H-ft.oni 

» ä47  » 4 » o Kr.  Ost  » Kr.  West. 
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Ueber  die  thermoelektrische  Erregung  des  Schwerspathes  lagen 
bis  jetzt  nur  üusserst  geringe  Andeutungen  vor.  Wahrgenommen 
Überhaupt  wurde  sie  zuerst  1821  von  Brewster,  dessen  ganze  Mit- 
Ihcilung  darüber  sich  jedoch  auf  die  blosse  Einreihung  des  Namens 
jenes  Minerales  in  das  Verzeichniss  der  thermoelektrischen  Krystalle 
beschrankt.  *) 

Im  Jahre  1843  haben  sodann  Riess  und  G.  Rose  den  Schwer- 


spat!] von  Neuem  auf  sein  elektrisches  Verhalten  geprüft  , und  be- 
richten Uber  ihre  Versuche  Folgendes:  **)  „Es  wurden  zwei  Exem- 
plare nach  Erwärmung  bis  1 80"  untersucht.  Es  zeigte  sich  bei  der 
Abkühlung  deutliche  positive  Elektricitiil , und  zwar  an  dem  einen 
Krystal!  am  stärksten  am  verbrochenen  Ende,  dicht  unter  der  Ab- 
stumpfung der  stumpfen  Seitenkanle.  Negative  Elektricität  ist  nicht 
bemerkt  worden.“ 


Seit  einer  Reihe  von  Jahren  habe  ich  mich  mit  der  Unter- 


suchung der  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes 
beschäftigt  und  zur  sicheren  Feststellung  derselben  mehr  als  andert- 
halbhundert Krystalle  der  verschiedensten  Fundorte  geprüft.  In  der 
nachstehenden  Abhandlung  werde  ich  die  Resultate  jener  Versuche,  so 
weit  sie  mir  zu  einer  vollständigen  Einsicht  in  die  thermoelektrischen 
Vorgänge  auf  den  Schwerspalhkrystallen  nolhwendig  erscheinen,  in 
möglichst  kurzer  und  übersichtlicher  Weise  darlegen. 

Ein  besonderes  Interesse  erhält  die  Untersuchung  des  Schwer- 
spathes durch  den  Umstand,  dass  die  Art  des  Wachsthumes  seiner 


•)  The  Eiliiih.  Journal  of  Science,  conducted  bv  David  Brewster,  Heft  2; 
übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger  1825,  Bd.  43,  S.  9i. 

**)  Ueber  die  Pyroeleklricitiit  der  Mineralien  von  Kicss  und  G.  Hose.  Ab- 
handlungen der  Akad.  der  YVissenscli.  zu  Berlin  18  43  : physik.  Ablli.  S.  96. 

49* 
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Kr  y stalle  sehr  verschieden  isl  und  dass  die  üussere  Fonu  derselben 

llieils  durcli  das  Auftreten  verschiedener  Gestalten,  theils  durch  die 

i 

mehr  oder  minder  grosse  Ausdehnung,  in  welcher  die  Flächen  der 
einzelnen  Gestalten  erscheinen,  in  beträchtlicher  Weise  variirt,  sodass 
die  Gelegenheit  geboten  wird,  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  den 
Einfluss  »1er  Art  des  Wachsens  sowie  der  Geslaltändernng  auf  die 
thermoelektrische  Erregung  zu  verfolgen. 

In  Betreff  der  Intensität  der  elektrischen  Erregung  stehen  die 

meisten  Schwerspathkrystalle  mit  den  sächsischen  und  sibirischen 

Topasen  auf  gleicher  Höhe , während  andererseits  die  Krjslallc 
gewisser  Fundorte  selbst  die  hohe  Spannung  der  brasilianischen 
Topase  erreichen.  Es  konnte  deshalb  das  zum  Nachweise  iler  elek- 
trisehen  Vorgänge  beim  Topase’  (und  ebenso  früher  beim  Berg- 
kry stalle  ‘ ')  benutzte  Verfahren  auf  die  analoge  Prüfung  des  Schwer- 
spathes  angewendel  werden.  Der  .Mittheilung  der  auf  diese  Weise 
gewonnenen  Kesultate  müssen  jedoch  einige  Erörterungen  über  die 
Krjstallisalionsverhältnisse  «les  Sehwerspathes  vorausgehen. 


I.  krvstallisationsverhiiltiiissr  des  Srhwrrspathes. 

I.  Stellung  und  Grundgestalt. 

Die  Schwerspathkrystalle  sind  von  den  Mineralogen  in  so  ver- 
schiedener Weise  gedeutet  und  gestellt  worden,  ilass  jede  der  drei 
nachher  zu  erwähnenden  Äsen  als  sogenannte  Hauplaxe  betrachtet 
worden  isl.  Ich  glaube  indess,  »lass  in  Anbetracht  der  Slruclur- 
verhältnisse  dieses  .Minerales  die  Wahl  der  Hauptaxe  in  Bezug  auf 
ihre  Richtung  nicht  zweifelhaft  sein  kann,  selbst  wenn  man  über 
die  ihr  im  Ycrhältniss  zu  den  Diagonalen  der  Basis  zu  ertheilende 
Länge  schwankend  sein  sollt*1. 

Man  hat  im  rhombischen  Systeme  diejenige  A\c  zur  verlicalen 
oder  sogenannten  Hauplaxe  zu  wählen,  um  welche  sieh  die  ver- 
schiedenen Durchgangs-  und  Krystallflächen  am  besten  symmetrisch 
gruppiren.  Die  Schwerspathkrystalle  zeigen  nun  zwei  gut  enl- 
wickell»*  und  sich  nnlt*r  einem  Winkel  von  10 1"  10  schneidende 


Yrrul.  «liest»  AMiamlliiii^eti  H« I . \l\  , S ITT. 
**>  Kht'iulaselbsl  H«) . XIII  S.  3if. 
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Spallmigsrichtungcn  oder  Durchgänge,  die»  wieder  von  einer  noch  voll- 
kommeneren Spallungsrichtung  senkrecht  geschnillen  werden.  Diese 
Durchgänge  liegen  gegen  die  Hauptaxe  nur  dann  symmetrisch,  wenn 
wir  die  Richtung  der  llaiiplnxe  gegen  den  vollkommensten  Durch- 
gang senkrecht,  oder  mit  den  Durchschnittslinien  der  beiden  gleich- 
werlhigen  Durchgänge  parallel  nehmen. 

L)u  ferner  an  den  meisten  Krystnllen  mit  allen  drei  Spaltungs- 
riclitungen  parallele  Flächen  auflreten,  ja  die  einfachste  vorkommende 
licstall  ülierhaupt  nur  von  den  mit  jenen  Durchgängen  parallelen 
Flächen  gebildet  wird,  so  ist  es  am  naturgemässesten,  das  verticale 
Prisma  von  1 0 1 11  K)’  als  das  (lauptprisma  oo  P aufzufassen. 

In  dieser  Weise,  sollen  nun  im  Folgenden  die  Krys lalle  des 
Schwerspathes  stets  betrachtet  werden:  während  die  verticale  oder 
Hauptaxe  also  mit  den  Kanten  des  letztgenannten  Prismas  parallel 
geht,  liegt  die  sogenannte  Brachydiagonalc  in  der  Richtung  der 
kurzen,  die  .Makrodiagonale  in  der  Richtung  der  langen  Diagonale 
des  rhombischen  Querschnittes  jenes  Prismas  ooP. 

Das  zuvor  festgestellle  Verhältniss  der  beiden  Diagonalen  der 
Basis  I : 1,2276)  ergibt  sich  als  nolhwendige  Folge  der  Structur  des 
Schwerspathes;  dagegen  bleibt  die  Annahme  dos  Längen  Verhältnisses 
iltfr  Hauptaxe  zu  den  Diagonalen  der  Rasis,  wenigstens  innerhalb 
gewisser  Grenzen,  unserer  Willkilhr  überlassen.  Hs  scheint  am  zweck- 
mässigsten  von  dom  Braehydoina  mit  einem  Winkel  von  7 1"  38*  an 
(len  Huden  der  Hauptaxe,  dessen  Flächen  bei  fast  allen  Schwer- 
späthen  Vorkommen  und  bei  den  Krystnllen  aus  der  Auvergne  und 
von  Dufton  eine  sehr  beträchtliche  Ausdehnung  gewinnen,  auszu- 
gehen.  Betrachten  wir  dasselbe  als  der  Gestalt  Poo  ungehörig,  so 
ergibt  sich  aus  den  Längen  der  Diagonalen  seines  verticalen  Quer- 
schnittes unmittelbar  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zur  Makrodiagonale. 

Bezeichnet  a die  Hauptaxe,  b die  Braehy-,  und  c die  Makro- 
diagonale,  so  erhalten  wir  das  Verhältniss  der  drei  Axen,  wie  cs  der 
Bezeichnung  der  Krystallformen  im  Nachfolgenden  zu  Grunde  liegt: 
a : b : c = 1 : 0,6210  : 0,7622.  *) 

•)  Fast  init  demselben  Kochte,  mit  welchem  wir  das  Brachvdoma  von  74°  38' 
als  Pno  gewählt  haben . um  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zu  den  Diagonalen  der 
Basis  zu  bestimmen,  könnten  wir  von  dem  gleichfalls  an  fast  allen  Krvstallen  auf— 
tretenden  Makrodoma  mit  einem  Winkel  \oii  102°  16'  au  den  Enden  der  Hauptaxe 
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Die  relativen  Dimensionen,  in  welchen  die  verschiedenen  Schwer- 
spathkrystalle  nach  den  Richtungen  der  drei  Axon  entwickelt  sind, 
variiren  gar  sehr ; die  Individuen  erscheinen  bald  mehr  stiulen-,  bald 
mehr  plattenförmig.  Bei  den  säulenförmigen  Schwersptithen  tritt  die 
Hauptaxe  niemals  als  Axe  der  Säule  auf,  während  bald  die  Makro-, 
bald  die  Brachydiagonale  als  solche  erscheint,  und  bei  den  platten- 
förmigen Krystallen  zeigt  die  Hauptaxe  stets  die  geringste  Ausdeh- 
nung, steht  also  auf  der  Ebene  der  Platten  senkrecht. 

Das  eben  angegebene  Verhalten  hängt  mit  dem  Umstande  zu- 
sammen, dass  die  Schvverspathkrystalle  wohl  niemals  mit  einem  Ende 
ihrer  Hauptaxe,  sondern  stets  mit  dem  einen  Ende  einer  der  beiden 
anderen  Axen  (oder  vielleicht  auch  einer  zwischen  ihnen  liegenden 
Richtung)  angewachsen  sind  und  von  hieraus  sich  weiter  entwickelt 
haben. 

Die  Art.  des  Anwachsens  ist  Übrigens  für  die  gleichgestaltelen 
Kryslalle  desselben  Fundortes  eine  ziemlich  bestimmte.  So  erscheinen 
mit  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  aufgewachsen  die  Kryslalle 
aus  der  Auvergne,  von  Dufton,  von  FreiKerg  u.  A.,  während  von  einem 
Endpunkte  der  Makrodiagonale  ihre  Entwickelung  begonnen  haben  die 
Kryslalle  von  Przibram  (wenigstens  die  Mehrzahl),  Horzowitz,  Riin- 
derroth,  Bräunsdorf,  Brand,  Marienberg  u.  A. 

Die  Rücksicht  auf  die  Art  der  Entwickelung  oder  des  Wachs- 
thums, deren  Einfluss  auch  auf  die  elektrischen  Verhältnisse  später 
als  sehr  maassgebend  sich  herausstellen  wird,  ist  es  wohl  gewesen, 
welche  mehrere  Mineralogen  veranlasst  hat,  den  Schwerspalhkrvstallen 
eine  andere  als  die  oben  von  mir  gewählte  Stellung  zu  geben,  so 
dass  einige  die  zuvor  als  Makrodiagonale,  andere  die  als  Brachy- 
diagonale hezeichnele  Axe  zur  verlicalen  oder  Hauptaxe  genommen 
haben.  *) 


(das  nach  der  oben  getroffenen  Wahl  das  Zeichen  { I’ oo  erhält,)  atisgchen  und  das- 
selbe als  Poo  auffassen  ; es  würde  dies  zur  Annahme  einer  nur  halb  so  langen  Haupt- 
axe, als  oben  angegeben,  führen  ; es  wäre  dann  o : b : c = t : 1,3408  : 1 ,5333. 

*)  Mil  den  elektrischen  Erscheinungen  würde  es  sieh  sehr  gut  vertragen,  wenn 
inan  die  Schwerepalhkrystalle  je  nach  der  Art  ihres  Wachsthums  auf  zwei  verschie- 
dene Weisen  stellte;  nur  dürfte  dann  die  (Konsequenz  erfordern,  für  die  Krv stalle 
jeder  der  beiden  Abtheilungen  eine  besondere  Grundgestalt  anzunelunen. 
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2.  Kryslallgastaltcn. 

An  den  Krystallen  des  Schwerspathes  sind  bis  jetzt  folgende 
Gestalten  beobachtet  worden : 

1}  Grundpyramide : 1*. 

2}  Pyramiden  der  Hauptreihe : J P,  ^ P,  f P,  j P,  J P,  ; P. 

3)  Brachydiagonale  Pyramiden:  P2. 

!■  Makrodiagonale  Pyramiden:  P2,  % P2. 

5}  Hauptprisma : oo  P. 

li!  Brachydiagonale  verticale  Prismen:  ooPf,  ooP2.  ooP3. 

7)  Makrodiagonale  verticale  Prismen:  ooP|,  ooP2,  ooP3,  ooPi. 

8}  Brachydiagonale  horizontale  Prismen  oder  Brachydomen : 1 Poo, 

*Poo,  Poo,  2 P oo. 

9}  Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen : J P oo, 

| Poo,  fPoo,  |Poo,  Poo,  | P 00. 

Ifl  Flachenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  OP. 

1 1 Flachenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale  00  P 00. 

12  Flachenpaar  senkrecht  gegen  die  Brachydiagonale  00  Poo. 

3.  Durchgänge. 

Ausser  den  oben  erwähnten  drei  vollkommenen  Durchgangen 
parallel  mit  OP  und  00 P existirt  in  den  Schwerspathkrystallen  eine 
weniger  vollkommene  Spaltbarkeit  parallel  00  Poo,  die  jedoch  in 
einzelnen  Fallen  sehr  deutlich  ist;  in  noch  geringerem  Grade  tritt 
ein  Durchgang  parallel  00  P 00  auf. 

i.  Optische  Axen. 

Die  optischen  Axen  der  Schwerspathkrystalle  liegen  im  brachyr 
diagonalen  Hauptschnitte;  die  Brachydiagonale  ist  die  Axe  der 
grössten  Elasticitat  und  mit  ihr  bilden  die  optischen  Axen  einen 
Winkel  von  ungefähr  38°. 

5.  Hemimorphismus. 

Bereits  in  meiner  letzten  Abhandlung  Uber  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Topases*)  habe  ich  erwähnt,  dass  beim  Schwer- 


*)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.  S.  37t. 


Digitized  by  Google 


27« 


W.  G.  Hansel, 


t» 

spat  he  ebenso  wie  Topase  scheinbar  hcininiorphischc  Rildungen 

Vorkommen,  und  e.s  ist  eine  derartige  an  einem  Dult encr  Kryslalle 
beobaelitete  Gestaltung  vor  Kurzem  auch  schon  von  Reuss*)  be- 
schrieben  worden. 

Der  von  Reuss  beobachtete,  etwa  drei  Zoll  lange,  lichlgrauc, 
säulenförmige  kryslall  war  parallel  der  Rrachydiagonalc  von  den 
Flttehen  OP  und  Poo,  sowie  auf  der  einen  Seite  von  einer  sehr 
unebenen,  gleichsam  gekerbten  Flache  oo  Poo  begrenzt ; auf  der 
anderen  Seite“  fehlte  die  entsprechende  Flache.  An  dem  einen  linde 
der  ßrachy diagonale  trug  er,  sehr  unsymmetrisch  ausgebildet,  die 
Flachen  Poo  und  Jl'oo,  nebst  Flachen  von  ooP;  ausserdem  zeigten 
sich  auf  einer  Seile  noch  Spuren  der  Flachen  5 P.  Am  andern  linde 
dagegen  wurde  die  Flache  00  Poo,  sowie  die  Flachen  00  P,  00  P2 
und  00  PH  in  mehrfacher  oscillatorischer  Wiederholung  beobachtet. 

.Mir  selbst  liegen  sichen  Kryslalle,  drei  von  Dulton  und  vier 
aus  der  Auvergne  vor,  an  denen  das  eine  linde  der  ßrachydiagonule 
eine  andere  ßildung  zeigt , als  das  gegenüberliegende.  Fünf  der- 
selben sind  auf  den  beifolgenden  Tafeln  abgebildet  worden. 

Der  erste  Kryslall  von  Dulton  (Taf.  III.  Fig.  M>  stellt  ihn  in 
halber  linearer  Grösse  dar)  von  mehr  weisslichor  als  graulicher 
Farbe,  7 Ccnlimelcr  in  der  Richtung  der  Rrachydiagonalc  messend, 
gleicht  sehr  dem  von  Reuss  beschriebenen.  Parallel  mit  der  ßrachy- 
diagonale  wird  er,  wie  jener,  von  den  Flachen  OP,  Poo  und  einer 
gleichsam  gekerbten  Flache  00  Poo,  die  ebenfalls  nur  auf  der  einen 
Seile  (in  der  Zeichnung  A auf  der  rechten)  sich  zeigt . begrenzt. 
An  dem  einen  Finde  der  Rrachydiagonalc  linden  sich  die  Flachen 
P 00,  J P 00  und  i P 00  (letztere  Gestalt  jedoch  nur  mit  einer  Flüche 
auf  iler  oberen  Seite),  sowie  massig  grosse  Flüchen  von  00  P,  die 
auch  in  der  Milte  der  von  Poo  gebildeten  horizontalen  Kante  noch- 
mals einen  einspringenden  Winkel  bilden;  **)  dagegen  wird  das 
andere  linde  vorzugsweise  von  den  etwas  mangelhaft  und  sehr 
ungleich***)  entwickelten  Flüchen  00  P gebildet,  auf  denen  oscilla- 


*)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akail.  Bd.  59.1869  (Aprilhcfl). 

**)  Diese  Einkerbung  der  horizontalen  Kante  kommt  bei  den  Duftoner  Kri- 
stallen öfter  vor. 

•••)  Die  eine  der  Flächen  oo  P an  diesem  zweiten  Ende  der  Brachy  diagonale 
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torisch  kleine.  Flüchen  von  ool’2  und  oo  1* 3 sich  zeigen;  auch  erscheint 
an  diesem  zweiten  linde  auf  den  vorspringenden  Leisten  wiederholt 
die  Flache  ooPoo.  Wahren«!  das  erste  Ende  zu  einer  horizontalen 
Kante  zugescharft  ist,  laut)  das  zweite  in  eine  verlicale  Kante  aus. 

Der  zweite  Krystall  von  Duflon  (Taf.  111.  Fig.  iö  in  natürlicher 
Grösse  ahgehildet)  gleicht  im  Allgemeinen  dem  vorhergehenden;  doch 
ist  er  kleiner,  seine  Ausdehnung  in  der  Urachydiagonale  betragt  nur 
1 Centimoler.  An  dem  einen  zu  einer  horizontalen  Kante  zuge- 
schärflen  Ende  der  Brachydiagonale  liegen  die  Flachen  f’oo,  { Poo 
und  oo  I*;  jedoch  erscheint  von  Poo  nur  eine  Flüche  auf  der  in  der 
Projeetion  A daigestellten  Seite,  und  besitzen  die  Flüchen  oo  I*  sehr 
ungleiche  Grössen.  Das  andere  Ende  der  Urachydiagonale  endigt 
infolge  seiner  Begrenzung  durch  eine  grosse  und  eine  kleine  Flache 
wm  nol’.  auf  denen  wiederholt  sehr  kleine  Flüchen  von  ooP3  und 
ool’ro  auflrcten,  in  einer  verliealen  Kante.  Die  bei  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  beschriebene  gekerbte  Flüche  ooPoo  zeigt  sich 
nur  auf  dem  der  grossen  Flüche  oo  P (am  zweiten  Ende,  benach- 
barten Theilc  der  horizontalen  makrodiagonalen  Seitenkante. 

Der  dritte  Krystall  von  Duflon  Taf.  III.  Fig.  t7  in  halber  linearer 
Grösse  ahgehildet)  misst  in  der  Dichtung  der  Brachydiagonale  mehr 
»U  8 Centimoler  und  ist  rauchgrau  von  Farbe.  Parallel  mit  der 
Brachydiagonale  wird  er  nur  von  den  Flüchen  OP  und  Poo  begrenzt. 
An  dem  einen  in  eine  horizontale  Schneide  auslaufenden  Ende  der 
Brachydiagonale  linden  sich  grosse  Flüchen  von  J Poo  nebst  einer 
mangelhaft  gebildeten  Flüche  Poo;  ferner  kleine  Flüchen  oo  P und 
an  verschiedenen  Stellen  noch  kleinere  Flüchen  von  P und  ooPoo. 
Das  andere  Ende  der  Brachydiagonale  erhüll  durch  eine  grosse  Flüche 
oo P;  eine  müssig  grosse  Fläche  .J  Poo  auf  der  oberen  Seite  und 
durch  eine  mangelhafte  Ausbildung  auf  der  unteren  Seite  mehr  die 
Gestalt  einer  Spitze;  es  linden  sich  an  ihm  ausserdem  noch  Flüchen 
von  JP,  P,  oo  P 2 und  ooPoo. 

Bei  den  Auvergner  Krystallen  zeigt  sich  die  verschiedene  Aus- 
bildung der  beiden  Enden  «ler  Brachydiagonale  gewöhnlich  darin, 
dass,  während  das  eine  Ende  derselben  durch  die  Flüchen  J Poo 


misst  nach  der  horizontalen  Richtung  in  grösster  Breite  36™",  die  andere  nur  8mm, 
und  zwar  liegt  die  grossere  Flache  auf  der  Seite , wo  sieh  die  gekerbte  Fläche 
*50 Poo  findet. 
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zu  einer  scharfen  Schneide  ausgchildct  ist,  am  anderem  Ende  ausser 
fPoo  nocli  die  Flächen  vem  Poo  und  öfter  auch  die  Flächen  ooP 
erscheinen ; *)  dabei  sind  bisweilen  die  Flächen  des  zweiten  Endes 
wenig  glänzend,  während  die  Flächen  }Poo  am  ersten  Ende  starken 
Glanz  zeigen  'Taf.  IV'.  Fig.  56  und  57).  Mitunter  treten  die  Flächen 
Poo  nicht  an  den  Enden  des  Krystalles,  sondern  an  den  Enden  der 
stellenweise  aufgelegten  Platten  auf  (Taf.  IV.  Fig.  55). 

Wollte  man  solche  Abweichungen  von  der  Symmetrie,  wie  die 
eben  beschriebenen , als  eine  hemimorphische  Ausbildung  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  auffassen,  so  würde  man  beim  Schwer- 
spathe  auch  einen  Hemimorphismus  nach  der  Hauptaxe  und  nach  der 
.Makrodiagonale  annehmen  müssen;  denn  es  kommen  öfter  die  Flächen 
Poo,  ebenso  die  Flächen  stumpferer  Makrodomen  und  verschiedener 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  Hauptaxe  nur  auf  einer  Seile  vor,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  der  Fläche  oo Poo  und  den  Flächen  mehrerer 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  .Makrodiagonale. 

Ich  kann  hier  nur  wiederholen,  was  ich  bereits  in  meiner  Ab- 
handlung Uber  den  Topas")  ausgesprochen  habe,  dass  die  beschrie- 
benen Bildungen  in  keiner  Weise  auf  einen  wahren  Hemimorphismus, 
wie  wir  solchen  beim  Turmalin , Kieselzinkerz  u.  s.  w.  finden , hin- 
weisen,  sondern  zufälligen  störenden  Einflüssen  ihre  Entstehung  ver- 
danken. Es  stehen  diese  Unsymmetrien  mit  dem  elektrischen  Ver- 
halten der  Krystalle  in  Beziehung,***)  bedingen  aber  nicht  absolut, 
wie  der  wahre  Hemimorphismus  beim  Turmalin  und  Kieselzinkerz, 
eine  entgegengesetzte  Polarität  an  den  verschieden  gestalteten  Enden. 

6.  Beschaffenheit  der  Flächen. 

lieber  den  Glanz  der  Flächen  lassen  sich  keine  allgemeinen 
Bestimmungen  geben;  er  ist  bei  den  verschiedenen  Krystallen  sehr 
verschieden. 

Bei  den  Duftoner  Krystallen  erscheinen  die  Flächen  P oo  ge- 

*)  Uebrigcns  gibt  cs  auch  Krystalle,  bei  welchen  die  Flächen  Poo  an  beiden 
Enden  der  Brachydiagonale  sich  finden. 

**)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.  S.  37t  IT. 

***)  So  ist  /.  B.  an  den  beiden  Auvorgner  Krystallen  (Nr.  56  und  57)  das  mit 
den  Flächen  £ P OO  und  P oo  versehene  Ende  der  Brachydiagonale  beträchtlich 
schwächer  negativ  elektrisch  als  das  andere,  welches  nur  die  Flächen  | Poo  trägt. 
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wöhnlich  horizontal  gestreift  umi  matt.  Die  Flachen  Poo  und  00P00 
bestehen  öfter  aus  blossen  Spitzen  oder  Kanten,  und  diese  Bildung 
lasst  auch  die  Flachen  ooP  matt  und  seidenglanzend  erscheinen. 

Die  Flächen  der  Auvergner  Krystalle  sind  meistens  nicht  voll- 
kommen eben,  sondern  zeigen  stellenweise  mehr  oder  weniger  aus- 
gedehnte und  dicke  aufgelegte  Platten;  sehr  häutig  besitzt  das  freie 
Ende  der  Brachydiagonale  eine  solche  Auflagerung,  in  welcher  cs 
gleichsam  wie  in  einem  Schuhe  steckt. 

Bisweilen  erscheinen  einzelne  Krystallflächen  gekrümmt,  wie 
z.  B.  bei  manchen  Horzowitzer  Schwerspäthen. 


II.  Thermorlektrisrhrs  Verhalten  der  Sehwerspathkrjstalle. 

Dm  die  .Mittheilung  der  Resultate  meiner  Untersuchungen  über 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes  möglichst 
kurz  und  übersichtlich  zu  gestalten,  werde  ich,  so  viel  irgend  thun- 
lieh,  wie  dies  auch  früher  in  den  analogen  Fallen  l>eim  Bergkrystalle 
und  beim  Topase  geschehen  ist,  die  bildliche  Darstellung  zu  Hülfe 
nehmen,  und  daher  alle  Einzelheiten,  welche  sich  durch  die  Zeich- 
nung darstellen  und  aus  dieser  auch  wieder  durch  blosse  Anschauung 
entnehmen  lassen,  im  Texte  nicht  besonders  erwähnen. 

Die  Krystalle  des  Schwerspathes  sind  auf  den  beifolgenden  vier 
Tafeln  entweder  in  ihren  Verticalprojectionen  (also  von  der  oberen 
und  von  der  unteren  Seite  gesehen)  oder  in  ihren  Netzen,  oder  in 
beiden  Weisen,  oder  auch  einige  Theilc  in  der  einen,  und  die  übrigen 
in  der  anderen  Weise  abgebildet  worden,  und  die  Beifügung  der 
krystallographischen  Zeichen  *)  einzelner  Flachen  wird  in  Fallen,  wo 
solches  etwa  nöthig  sein  sollte,  leicht  die  nöthige  Orientirung  geben. 
Zu  einer  solchen  sollen  auch  die  Uber  die  einzelnen  Abbildungen 
gesetzten  Buchstaben  A bis  E dienen.  Es  bezeichnen  die  beiden 
Buchstaben  A und  B stets  die  beiden  Verticalprojectionen  ( A von 
der  oberen , B von  der  unteren  Seite  gesehen) ; C bezeichnet  ein 
vollständiges  Netz  des  Krystalles;  D ist  ein  Stück  eines  solchen 

*)  Ist  eine  Fläche  ooP  keine  natürliche  Krystaltfläche , sondern  nur  ein  mit 
OOP  paralleler  Durchgang,  so  habe  ich  das  Zeichen  OOP  in  eine  Klammer  einge- 
schl  ossen , [oo  P] . 
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Netzes , nämlich  das  Netz  der  an  den  linden  der  Makrodiagonale 
gelegenen  Flüchen  oo  P,  und  E die  Ahhildung  der  an  dem  einen 
linde;  hüufig  vorhandenen  mehr  oder  weniger  regelmässigen  Bruch- 
flflehe.  Um  in  dem  Falle,  wo  nur  die  Projeclionen  i und  II  ahge- 
hildel  sind,  die  oleklrische  Verlheilung  auf  den  verticalen  Seilen- 
llüchen  darslellen  zu  können , sind  diese  verticalen  Seitenflächen 
öfter  neben  die  Projeelion  .1  ge/.(;ichnet  worden,  mul  es  müssen  die 
gezeichnetem  Flüchen  ooP  als  um  • ihre  mit  der  oberen  Flüche  0 P 
gebildete  Kante  nach  aufwärts  gedreht  gedacht  werden.  In  diesen 
Zeichnungen  ist  die  Art  der  elektrischen  Polarilüt  durch  Farben  und 
gewöhnlich  auch  ihre  Stücke  durch  Zahlen  *)  dargeslelll  worden;  die 
rOIhliche  Farbe  bezeichnet  die  positiven,  die  grünliche  die  negativen 
Zonen. 

Um  di»;  einzelnen  Flüchen  des  verticalen  Prismas  ooP  bezeichnen 
zu  können,  soll  im  Tc\tn  die  Bezeichnung  derselben  durch  Hinzufügung' 
der  Zahlen  I bis  i zu  dem  kryslallographisehen  Zeichen  und  zwar 
in  der  folgenden  Weise  geschehen.  Denken  wir  den  Rryslall  vor 
uns  aulgeslellt,  mit  seiner  llauplaxe  vertieal  und  mit  sein<‘r  Brachy- 
dtagonale  auf  uns  zu  gerichtet,  so  mögen  die  Zahlen  in  nach- 
stehender fteihenlblge  gewühlt  werden:  oo  I'  I für  die  Flüche  rechts 
vorn,  oo P 2 rechts  hinten,  ooP,3  links  hinten  und  ooP,t  links  vorn. 

Derselbe  Uebelstand,  welcher  den  früheren  Beobachtungen  über 
die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  Bcrgkryslallc  und  am  Topase 
hemmend  cntgegcntrnl . nümlich  der  Mangel  an  möglichst  vollkom- 
menen, ringsum  ausgebildeten  Krystallen,  macht  sich  bei  den  Unter- 
suchungen Uber  die  analogen  Vorgünge  beim  Schwerspathe  in  noch 
stärkerem  Grade  fühlbar.  Es  ist  einem  Einzelnen  selbst  bei  jahrelangem 
Sammeln  nicht  möglich,  ein  nur  einigermassen  vollständiges  Material 
zu  erlangen ; um  so  mehr  fühle  ich  mich  verpflichtet , denjenigen 
Herren,  welche  bedeutenden  mineralogischen  Sammlungen  verstehen 
und  mich  durch  Ueilmng  geeigneter  Krvslalle  in  zuvorkommendster 
Weise  unterstützt  haben , meinen  Gollegen  Herrn  Geheimen  Bergrath 
Naumann  und  Herrn  Professor  Zirkel,  sowie  Herrn  Geheimen 

*)  Die  elektrische  Spannung  ist  stets  an  sehr  vielen  Punkten  (gegen  hundert 
und  darüber)  der  Ot;erllache  eines  Krystalles  gemessen  worden ; in  die  Zeichnungen 
sind  aber  nur  so  viel  Zahlen  eingesch riehen,  als  zu  einer  allgemeinen  Darlegung  der 
Inteitötlfttsverhältnisse  noth wendig  schien. 
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Hegicrungsralli  G.  Hose  in  Berlin,  Herrn  Professor  Hilter  v.  Zeplia- 
ro v ich  in  Prag,  Herrn  Professor  Girard  in  Halle,  Herrn  Professor 
Sandberger  in  Würzbtirg,  Herrn  Professor  Weisbach  und  Herrn 
Akademie-lnspector  Stelzner  in  Freiberg  (gegenwärtig  Professor  in 
Cordova)  meinen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen. 

Im  Eingänge  dieser  Abhandlung  habe  ich  bereits  den  Einfluss 
des  Wachsthums  und  der  Krystallform  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
Schwerspathkrystalle  angedeutet.  Um  nun  jenen  Einfluss  möglichst 
klar  hervortreten  zu  lassen,  werde  ich  im  Nachfolgenden  als  llaupl- 
eintheilungsprincip  die  Art  des  Wachsens  der  Schwerspathkrystalle 
wählen : in  den  so  gebildeten  beiden  Hauptabtheilungen  erfolgt  die 
weitere  Gruppirung  nach  den  Kryslallformen,  und  in  diesen  Gruppen 
erst  sind  die  gleichgestalteten  Krystalle  desselben  Fundortes  zusam- 
mengestellt. Nur  in  einem  Falle  habe  ich  zur  besseren  Darstellung 
gewisser  Uebergänge  im  elektrischen  Verhalten  Krystalle  eines  und 
desselben  Fundortes  in  die  zweite  Hauptabtheilung  gestellt , obschon 
drei  derselben  Nr.  34,  33  und  36  wegen  ihrer  Bildung  und  ihres  elek- 
trischen Verhaltens  der  ersten  hätten  zugewiesen  werden  müssen. 

A.  Erste  Abtheilung. 

Das  Waehsllmm  der  Krystalle  dieser  ersten  Abtheilung  hat  im 
Allgemeinen  in  der  Kichtung  der  .Makrodiagonale  statt  gefunden.  Die 
Krystalle  stellen  fast  stets  in  der  Hichtung  der  .Makrodiagonale  mehr 
oder  weniger  verlängerte  Säulen  dar;  ihre  Bildung  ist  gewöhnlich 
um  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  aus  erfolgt,  seltener 
Iml  sie  von  einem  in  der  Mitte  des  Krystalles  liegenden  Ansatzpunkte 
sich  nach  beiden  Seiten  hin  erstreckt. 

Wir  können  die  Krystalle  dieser  Abtheilung  aber  weiter  in  drei 
Gruppen  trennen:  1)  in  solche,  bei  denen  die  Flächen  J Poo  an 
den  Enden  der  Bruch)  diagonale,  und  die  Flächen  ooP  an  den  Enden 
der  Makrodiagonale  zum  Durchschnitt  kommen;  2}  in  solche,  Ihm 
denen  wohl  die  Flächen  co  P an  den  Enden  der  Makrodiagonale  zum 
Durchschnitt  kommen,  dagegen  nicht  mehr  die  Flächen  J Poo  an  den 
Enden  der  Brach) diagonale,  wo  entweder  auch  die  Flächen  oo  P 
sich  schneiden,  oder  eine  Abstumpfung  durch  ooPoo  oinlrill ; und 
3 in  solche,  bei  denen  wie  in  der  ersten  Gruppe  die  Flächen  J Poo 
oder  l’oc  an  den  Enden  der  Brach) diagonale,  dagi gen  an  den  Enden 
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der  Makrodiagonalc  anstat I oo  I*  die  Flüchen  Poo  zum  Durchschnitt 
gelangen.  In  der  ersten  Gruppe  linden  wir  also  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  horizontale,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
verlicale  Kanten ; in  der  zweiten  Gruppe  liegen  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  verticale , und  in  der  dritten  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  horizontale  Kanten. 

a.  Erste  Gruppe,  mit  horizontalen  Kanten  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale, und  mit  verticalen  Kanten  an  den  Enden  der  Hakrodiagonale. 

Die  hauptsächlichen  Begrenzungsflüchen  für  die  Krystalle  dieser 
ersten  Gruppe  liefern  die  Gestalten  | Poo,  OP  und  ooP.  Die  Flüchen 
J Poo  schneiden  sich  auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  stets  in 
einer  horizontalen,  und  die  Flüchen  ooP  auf  der  rechten  und  linken 
Seite  in  einer  verticalen  Kante.  Je  nach  der  Grösse  der  Flüchen 
0 P erscheinen  die  Süulen  als  mehr  oder  weniger  plattgedrUckle 
Tafeln.  Deller  treten  zu  den  genannten  Gestalten  noch  untergeordnet 
hinzu  die  Flüchen  Poo,  bisweilen  auch  P und  ool’oo- 

Hüulig  laufen  die  Krystalle  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
in  mehrere  verticale  Schneiden  aus,  so  dass  der  gesummte  Krystall 
sich  als  ein  Aggregat  von  parallel  nulten  einander  liegenden  in  der 
Kichtung  der  genannten  Diagonale  verlängerten  Süulen  darstellt. 

Grösse,  Farbe  und  Durchsichtigkeit  der  Krystalle  dieser  Abthei- 
lung ist  namentlich  nach  den  verschiedenen  Fundorten  sehr  ver- 
schieden. 

Die  elektrische  Erregung  ist  gewöhnlich  stark , in  einzelnen 
Füllen  sogar  beträchtlich. 

Es  wird  die  Darstellung  der  Resultate  der  Beobachtungen 
wesentlicli  abkurzen  und  die  Lebersicht  sehr  erleichtern,  wenn  ich 
das  Gesetz  der  Vertheilung  und  die  durch  Verletzungen  oder  unvoll- 
kommene Bildungen  in  denselben  hervorgeru  lenen  Modificationen 
zuvor  im  Allgemeinen  angelte,  ehe  ich  auf  die  Beschreibung  der  ein- 
zelnen Krystalle  eingehe. 

Da  die  elektrischen  Erscheinungen  beim  Erwürmen  die  umge- 
kehrten von  den  beim  Erkalten  auflrelenden  sind,  so  werde  ich  zur 
Vereinfachung  der  Mittheilung,  ebenso  wie  in  den  früheren,  analoge 
Vorgänge  darstellenden  Abhandlungen  nur  die  wühlend  des  Krkaltens 
beobachteten  Polaritäten  namhaft  machen. 
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Bei  vollmundigen  Krystallen  (Nr.  I,  2,  3 und  4)  sind  die  Millen 
der  beiden  Flächen  0 P in  grösserer  oder  geringerer  Ausdehnung 
positiv ; nach  den  Enden  der  Makrodiagonale  hin  geht  aber  auf 
diesen  Flachen  die  positive  Spannung  in  die  negative  Uber,  welche 
letztere  sich  Uber  die  daselbst  von  den  Flachen  oo  P gebildete  ver- 
licale  Kante,  sowie  Uber  die  diesen  Kanten  benachbarten  Theile  der 
Flächen  oo  P fortsetzt.  Der  Übrige  grössere  Theil  der  Flachen  oo  P 
erscheint  positiv,  und  es  breitet  sich  diese  positive  Elektricität  bis- 
weilen auch  Uber  die  anliegenden  Theile  der  Flachen  J Poo  und  der 
von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  aus.  Die  Flachen  j Poo 
summt  den  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  sind  negativ, 
jedoch  greift,  wie  eben  erwähnt,  bisweilen  die  positive  Spannung 
von  den  Flachen  oo  P auf  die  angrenzenden  Theile  der  Flachen 
1 Poo  Uber. 

Legen  wir  einen  Hauptschnitl  durch  die  Hauptaxe  und  die 
Brachydiagonale , so  wechseln  den  vorstehenden  Angaben  gemäss  in 
ihm  die  Elektricitäten  vier  Mal ; an  den  Enden  der  Hauptaxe  finden 
wir  positive  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative  Pola- 
rität. Dasselbe  gilt  von  einem  durch  die  Hauptaxe  und  die  Makro- 
diagonale gehenden  Hauptschnitte.  In  einem  durch  den  Mittelpunkt 
des  Krystailes  parallel  mit  der  Basis  geführten  Hauptschnitte  dagegen 
treffen  wir  auf  einen  achtfachen  Wechsel  der  Elektricitälen : während 
die  Kanten  an  den  Enden  der  Brachy-  und  ebenso  der  Makrodia- 
gonalc  negativ  sind,  zeigen  die  zwischen  ihnen  liegenden  Flächen 
oo  P positive  Spannung. 

Durch  Anwachsen  und  Verletzung  entstehen  nun  in  der  eben 
angegebenen  Vertheilung  der  elektrischen  Polaritäten  gewisse  Acn- 
derungen. 

Wird  ein  vollständiger  Krystall  in  einer  gegen  die  Makrodiago- 
nale  senkrechten  Ebene,  welche,  um  von  einem  bestimmten  Falle 
auszugehen,  etwa  um  '/*  der  Länge  dieser  Diagonale  von  dem  einen, 
und  um  */»  v,,n  dem  anderen  Ende  derselben  absteht,  durchge- 
brochen:  so  zeigt  das  kleinere  Stück  (vergl.  den  Krystall  Nr.  8) 
auf  seinen  beiden  Flächen  OP  nur  negative  Elektricität,  die  vom 
ausgebildeten  Ende  gegen  das  verbrochene  hin  an  Stärke  abnimmt, 
während  das  grössere  Stück  (vergl.  die  Kryslalle  Nr.  ä und  6)  auf  dem 
an  dem  ausgebildeten  Ende  der  .Makrodiagonale  gelegenen  Theile  der 
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Flüchen  01*  negative,  dagegen  weiterhin,  in  der  früheren  Mitte, 
positive  Polaritül  darbietet.*) 

Ebenso  verhalten  sich  selbstverständlich  auch  Krystallbruchstücke, 
welche  an  dem  einen  Ende  der  .Makrodiagonale  angewachsen  gewesen 
und  dann  abgebrochen  worden  sind;  die  Krystalle  Nr.  S,  6 und  8 
stellen  gerade  solche  Bruchstücke  dar.  Infolge  des  Zerbrechens, 
vielleicht  auch  schon  infolge  des  Anwachsens  < scheint  eine  grossere 
Ausbreitung  der  positiven  ElektriciUtt  von  den  Flüchen  ooP  Uber  die 
Flüchen  j Poo  und  die  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  ein- 
zutreten ; besitzen  diese  Kanten  nur  eine  geringe  Lünge  (Nr.  8 , 
so  zeigen  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  positiv,  jedoch  von 
dem  ausgehildeten  Ende  nach  dem  verbrochenen  hin  in  abnehmender 
Starke;  Ist  ihre  l.ünge  grösser  (Nr.  5 und  6),  so  tritt  die  negative 
Polarität  in  der  Nahe  des  verbrochenen  Endes  noch  hervor.  Auf  den 
Flachen  .J  Poo  nimmt  im  Einklänge  mit  dem  Y'orstehenden  die  Aus- 
breitung der  positiven  Spannung  von  dem  ausgebildelen  Ende  nach 
dem  verbrochenen  hin,  ab. 

Werden  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  die  mit  oo  P parallelen 
Durchgänge  angeschlagen,  so  dass  daselbst  eine  von  ihnen  gebildete 
verticale  Kante  entsteht,  so  sind  diese  Durchgangsflüchen  je  nach 
den  Umstünden  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv  (Nr.  10', 
oder  es  tritt  ausserdem  auf  der  von  ihnen  gebildeten  Kante  nebst 
den  angrenzenden  Theilen  der  Flüchen  ooP  noch  eine  schmale  nega- 
tive Zone,  wie  im  vollständigen  Krystalle,  auf  Nr.  6).  Ist  das  eine 
Ende  der  .Makrodiagonale  durch  eine  gegen  dieselbe  nahe  senkrechte 
Flüche  verbrochen , so  zeigt  diese  Bruchllüche  entweder  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  positive  Spannung  Nr.  8 oder  es  erscheint  diese 
positive  ElcklrieitOI  nur  auf  dem  mittleren  grösseren  Theile,  während 
kleinere  an  die  von  J Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  grenzende 
Stücke,  entsprechend  der  Polarität  dieser  Kanten,  sich  negativ  zeigen 
Nr.  ">,  7,  1 2 und  1 k . 

Beträchtliche  Verletzungen , und  ebenso  mangelhafte  Ausbildung 
einer  von  den  Flächen  J Poo  gebildeten  horizontalen  Kante  lassen 

'j  l>ie  Ausdehnung  der  negativeit  mul  <ler  positiven  Zonen  hüllst , ebenso  nie 
lici  \ullstüiiili|»'ii  kryslalleii.  von  Modilicatiunen  in  der  Bilduiigsweise  all,  die  sieh  bis 
jetzt  noch  der  lleoliaehtiniK  entziehen. 
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daselbst  (Nr.  2 unil  1 1)  anstatt  der  negativen  die  positive  Elektri- 
eilät  liervortreten. 

Den  Einfluss  der  Verletzungen  der  Flächen  0 P,  sowie  das  Ver- 
hallen der  Durchgangsflächen  OP  habe  ich  wegen  Mangel  an  geeigneten 
Kristallen  nur  unvollkommen  ermitteln  können.  Bei  einem  durch- 
sichtigen Krystalle  von  Przibrain  (Nr.  1 1),  der  sieh  durch  seine  starken 
elektrischen  Spannungen  auszeichnete,  zeigten  die  durch  die  Mitte  des- 
selben gehenden  Durchgangsflächen  OP  (Fig.  II  Fund  G)  positive  Elek- 
Irieität,  und  zwar  in  abnehmender  Intensität  vom  verbrochenen  zum 
ausgebildelen  Ende  der  .Makrodiagonale  hin,  so  dass  an  diesem  letz- 
teren Ende  selbst  bereits  eine  schwache  negative  Polarität  aulltrat.  Bei 
einem  andern  KrystallbruchstUcke  von  Brand  bei  Freiberg  (Nr.  15; 
zeigten  die  ebenfalls  durch  die  Milte  gehenden  Durchgangsflächen  OP 
nur  am  verbrochenen  Ende,  der  Makrodiagonale  etwas  mehr  oder 
weniger  ausgedehnte  positive  Stellen,  während  der  grösste  Tlieil  ihrer 
Fläche  negativ  war,  und  zwar  abnehmend  gegen  das  ausgebildete 
Ende  der  Makrodiagonale  hin. 

a)  Krystulle  von  Przibram  in  Böhmen. 

K rystall  Nr.  I. 

Der  Krystall  Nr.  1,  welchen  ich  ebenso  wie  die  beiden  nächst- 
folgenden der  Güte  des  Herrn  v.  Zepharovich  verdanke,  ist  Fig.  1 
.1  und  B in  zwei  Projectionen  in  natürlicher  Grösse  und  Fig.  I C 
in  seinem  Netze  in  zweifach  linearer  Vergrösserung  abgebildet  wor- 
den. *)  Bei  den  Projectionen  ist  die  Hauptaxe  gegen  die  Ebene  des 
Papieres  senkrecht  gestellt , und  die  Zeichnungen  A und  B gehören 
so  zu  einander,  dass,  wenn  wir  den  Krystall  zuerst  in  der  Lage  A 
nehmen , die  Lage  B durch  eine  Umdrehung  von  1 80°  um  eine  mit 
der  Brachydiagonale  parallele  und  durch  das  rechte  Ende  der  Makro- 
diagonale gelegte  Axe  erhalten  wird.  **) 

Die  Begrenzungen  des  Krystalles  Nr.  1 bilden  vorzugsweise  die 
Flächen  ooP,  OP  und  jPoo;  ferner  finden  sich  einzelne  Flächen  von 


*)  Das  Zeichen  } auf  den  Kigurentafeln  bedeutet,  dass  die  Abbildung  den  Kry- 
stall  in  natürlicher  Grösse  dar.Mellt : f zeigt  eine  doppelt  lineare  Vergrösserung.  | eine 
auf  die  Hälfte  (linear)  und  J eine  auf  ein  Viertel  (linear)  reducirte  Grösse  an. 

*#)  Die  obigen  Bemerkungen  gelten  auch  von  den  Zeichnungen  der  folgenden 
Kry  stalle. 

Abhandl.  d.  K.  S.  OftMlIsch.  d.  Wis*enach.  XV.  £0 
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I’,  Poo  und  cd Poo.  I)i“r  Kryslall  ist  vollkommen  farblos,  durch- 
sichtig, und  ringsum  ziemlich  vollständig  ausgebildcl,  jedoch  mit 
Ausnahme  eines  Th  eilos  der  unteren  Flüche  0 P.  Auf  der  rechten 
Seile  löst  er  sieh  in  zwei  grössere  Individuen  4)  mit  vertiealen 
Schneiden  auf  und  an  dem  vorderen  Individuum  ist  die  rechte  Hälfte 
etwas  nach  oben  geknickt. 

Während  am  rechten  linde  des  Krystallcs  in  Fig.  I A **)  jedes 
der  beiden  verwachsenen  Individuen  in  eine  ziemlich  lange  vorlicale 
Kante  ausltiuft , an  denen  sich  keine  oder  nur  geringe  Spuren  von 
Poo  finden,  erscheinen  diese  Flüchen  Poo  am  linken  linde,  und 
namentlich  auf  der  unteren  Seite  grösser,  so  dass  dieses  linke  linde 
fast  als  eine  Spitze  sich  darstellt. 

Die  positiv  elektrische  Spannung  ist  auf  der  oberen  Flüche  OP 
stärker  und  weiter  verbreitet  als  auf  der  unteren ; denn  während 
auf  der  oberen  Seite  die  positive  Zone  quer  Uber  die  ganze  Flüche 
OP  hinweggeht,  ist  sie  auf  der  unteren  auf  die  Mitte  der  Flüche  OP 
beschränkt,  so  dass  die  nach  den  Flüchen  ! Poo  hin  gelegenen 
Künder  neben  dieser. Mitte  negativ  sind. 

Auf  den  Flüchen  ooP  nimmt  die  positive  Kleklricitüt  von  den 
negativen  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  gelegenen  vertiealen 
Kanten  nach  den  von  den  Flüchen  f P oo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  hin  zu,  und  greift  zum  Theil  etwas  auf  diese  Flächen  und 
Kanten  Uber. 

Die  hintere  horizontale,  von  j Poo  gebildete  Kante  ergiebl  sich 
bei  speeieller  Prüfung,  d.  h.  wenn  sie  allein  aus  dem  Kupferfeiliehl 
herausragt,  in  ihrer  ganzen  Länge  negativ,  die  vordere  dagegen  ist 
zwar  auch  in  dem  grössten  Theile  ihrer  Länge  negativ,  zeigt  jedoch 
am  linken  Ende  bereits  positive  Spannung. 

K r ysta II  Nr.  2. 

Fig.  2 A und  It  stellen  die  Projectionen  des  Krystallcs  in  natür- 
licher, F'ig.  2 (■  das  Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dar. 

Der  Kristall  Nr.  2 wird  von  denselben  Flächen  begrenzt,  wie  der 

*)  Ausser  den  beiden  grösseren  lassen  sieh  durch  ihre  Endigungen  noch  meh- 
rere kleinere  Individuen  erkennen. 

**)  Die  Benennungen  rechts  und  links  beziehen  sielt  stets  auf  die  mit  A be- 
zeichnet Projection. 
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vorhergehende  und  isl  ebenfalls  vollkomineu  farblos  und  durchsichtig. 
Er  isl  vollständig  ausgebildet,  mit  Ausnahme  der  hinteren  links 
gelegenen  Theile  der  Flachen  }Pco.  Die  beiden  Enden  der  Makro- 
diagonale  sind  in  völlig  gleicher  Weise  zu  verticalen  Schneiden  ent- 
wickelt. 

Infolge  der  zuvor  bezeichneten  Verletzung  und  unvollkoimnenen 
Ausbildung  der  hinteren  horizontalen  Kante  ist  dort  die  negative 
Polarität  fast  vollständig  durch  die  positive  verdrängt  worden.  Mit 
diesem  I mstande  hangt  auch  die  unsymmetrische  Lage  der  positiven 
Zone  auf  der  oberen  Flache  0 P zusammen.  Wahrend  die  hintere 
horizontale  verbrochene  Kante  überall  positiv  ist,  zeigt  die  vordere 
gut  ausgebildete  nur  auf  einer  kurzen  Strecke  der  rechten  Seite 
positive,  dagegen  in  dem  übrigen  Theile  negative  ElcktricitUt,  Auf 
den  vorderen  Flachen  J Poo  nimmt  nach  specieller  Untersuchung  die 
negative  Spannung  nach  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante 
hin  ab. 

kryslall  Nr.  3. 

Fig.  3 A und  ft  stellen  die  Projeelionen  in  natürlicher,  Fig.  3 C 
das  Netz  in  doppelt  linearer  VergrOsserung  dar.  Der  Kryslall  zeigt 
dieselben  Flachen  wie  die  beiden  vorhergehenden ; doch  ist  er  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  in  der  linken  Hallte  auf  der  hintern 
Seite  nur  sehr  mangelhaft  ausgebildet.  Letzterer  Umstand  verhindert 
das  Auftreten  der  negativen  Polarität  am  linken  Ende  der  Makro- 
diagonale. 

Kryslall  Nr.  4. 

Fig.  i C stellt  »las  Netz  dieses  Krvstalles  in  doppelt  linearer 
Wrgrusserung  dar.  Derselbe  wird  von  denselben  Flachen  begrenzt, 
wie  die  vorhergehenden , und  gleicht  den  beiden  ersten  an  Farb- 
losigkeit und  Durchsichtigkeit.  Er  ist  ungefähr  in  der  Mitte  von 
einem  anderen  kleineren  Krystalle  durchwachsen  und  tragt  auf  der 
hinteren  Seite  noch  mehrere  sehr  kleine  Krvslallgruppcn.  Infolge 
dieser  Verwachsungen  kann  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Flache 
OP  nicht  beobachtet  werden,  dagegen  herrscht  auf  den  Flachen  ,j  Poo 
der  hinteren  Seite  die  positive  Polarität  vor,  und  auch  die  von  diesen 
Flächen  gebildete  Kante  erscheint,  soweit  sie  sich  beobachten  lässt, 
positiv. 

20* 
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K r ysta 1 1 Nr.  5. 

Fig.  5 A und  II  stellen  die  Projeetionen  dieses  Kryslalles,  l)  das 
Netz  der  Flüchen  oo  I*  am  rechten  und  E die  ßruchflüchc  am  linken 
Knde  in  lialhei'  linearer  Grosse  dar.  Der  Kry stall  gehört  dem  Berliner 
Museum;  er  ist  eine  Gomhinalinn  der  Gestalten  OP,  J Poo,  oo  P und 
Poo;  nach  der  Kiehlung  der  Makrodiagonale  erscheint  er  aus  zwei 
zum  Theil  verschmolzenen  Individuen  zusammengesetzt.  Am  linken 
Knde  ist  er  von  einer  unebenen  auf  der  Makrodiagonale  nahe  senk- 
recht stehenden  ßruchflUche  E begrenzt,  an  welche  sich  auf  der 
vorderen  Seite  eine  kleine  Durchgangsflüche  oo  P anschliesst.  Die 
Masse  des  Kryslalles  ist  unrein  und  zum  Theil  rissig;  die  Unreinheit, 
Undurchsichtigkeit  und  gelbliche  Fürbung  nehmen  nach  dem  ver- 
brochenen Knde  hin  zu. 


K r ysta 1 1 Nr.  6. 

Fig.  6 A und  It  stellen  die  Projeetionen  des  Kiy  Stalles  Nr.  6. 
/>  das  Netz  der  Flüchen  oo  P am  rechten , E das  Netz  der  Dureh- 
gangsflüchen  am  linken  Knde  in  natürlicher  Grosse  dar.  Der  Krystall 
zeigt  dieselben  Gestalten  wie  der  vorhergehende.  Am  linken  Knde, 
mit  welchem  er  aufgewachsen  gewesen,  wird  er  gegenwärtig  von 
zwei,  mit  oo  P parallelen  Durchgangsflüchen  begrenzt.  Nach  diesem 
linken  Knde  hin  wird  die  Durchsichtigkeit  geringer  und.  tritt  eine 
etwas  gelbliche  Fürbung  ein. 

K ry sla  1 1 Nr.  7. 

Der  dem  Prager  Museum  gehörige  und  Fig.  7 in  natürlicher 
GrOs.se  dargestellte  Krystall  zeigt  eine  Kombination  von  OP,  J Poo 
und  ooP;  er  ist  nur  am  rechten  Knde  der  Makrodiagonale  ausge- 
bildet; an  dem  linken  Knde  hat  er  angesessen,  und  ist  in  einer  mit 
dem  vorderen  linken  Durchgänge  oo  P (also  mit  ooP  4)  parallelen 
Flüche  abgebrochen  worden;  jedoch  zeigt  er  am  linken  Knde  der 
hinteren  von  den  Flüchen  J Poo  gebildeten  Kante  bereits  ein  sehr 
kleines  Stück  der  KrystalliUiche  oo  I*  3.  Wahrend  die  rechte  Hüllte 
des  Kiy Stalles  vollkommen  farblos  und  durchsichtig  ist,  beginnt  die 
linke  Hülftc  von  der  Mitte  aus  trüber  zu  werden,  und  bleibt  in  der 
Nühe  der  Durchgangsflüche  [oo  P(  4]  kaum  durchscheinend.  Am  vor- 
deren und  hinteren  Rande  der  letztgenannten  Durchgangsflüche  zeigt 
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sich  negative  Polarität,  wahrend  der  initiiere  Theil  positiv  ist.  Auf 
den  Flächen  OP  nimmt  die  negative  Elektricitäl  von  rechts  nach 
links  (auf  die  Projection  A bezogen)  sehr  beträchtlich  ab. 

Krystall  Nr.  8. 

■ Gleich  dem  Vorhergehenden  wird  dieses  Bruchstück  eines  was- 
serhellen Krystalles  nur  von  den  Flächen  OP,  { Poo  und  OP  begrenzt; 
am  linken  Ende  ist  es  in  einer  unebenen,  ungefähr  auf  der  Makro- 
diagonale senkrechten  Fläche  abgebrochen.  Fig.  8 stellt  dasselbe  in 
natürlicher  Grösse  dar. 

Mehrere  andere  aus  Przibram  stammende  Kry stalle  stimmten  in 
ihrem  Verhallen  mit  den  im  Vorstehenden  beschriebenen  elektrischen 
Vertheilungen  Uberein ; ich  halle  eine  specielle  Darstellung  der  an 
ihnen  beobachteten  Erscheinungen  daher  für  überflüssig,  weil  ich 
hoffe,  dass  die  zuvor  mitgetheilten  Resultate  ein  klares  Bild  Uber  die 
elektrischen  Vorgänge  an  den  erkaltenden  Schwerspäthen  dieses  Fund- 
ortes gel»cn.  Indess  bedürfen  noch  drei  Kryslalle  einer  besonderen 
Erwähnung. 

K rysla 1 1 Nr.  9. 

Fig.  9 A und  IS  stellen  die  Projection  des  Krystalles  Nr.  9,  und 
Fig.  9 IS.  IS  die  Netze  der  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  liegenden 
Krystallflächen  oo  P in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  Kryslall  gehört 
dem  Berliner  MnsYum  und  wird  elienso  wie  die  letztvorhergehenden 
nur  von  den  Flächen  OP.  i Poo  und  ooP  begrenzt;  er  zeichnet  sich 
durch  die  vollkommene  Ausbildung  beider  Enden  der  Makrodiagonale 
aus.  Ungefähr  in  der  Mitte  der  hinteren  von  1 Poo  gebildeten  hori- 
zontalen Kante  ist  er  an  ein  Haufwerk  fremder,  zumeist  aus  Kalk- 
spath  bestehender  Kryslalle  angewachsen , und  von  hier  aus  ziehen 
sich  trübe  weissliche  Streifen  quer  durch  die  sonst  farblose  und  klare 
Masse  des  Krystalles  hindurch. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  vollständig  aus- 
gebildeten Kryslallen  (Nr.  I — 4)  beobachteten  überein . ausser  dass 
bei  specieller  Prüfung  die  vordere  von  den  Flächen  J Poo  gebildete 
horizontale  Kante  in  ihrer  ganzen  Länge  positiv  erscheint ; dem  ent- 
sprechend wächst  dann  auf  den  vorderen  Flächen  J Poo  die  nega- 
tive Spannung  von  dieser  Kante  aus  nach  den  mit  den  Flächen  OP 
gebildeten  Kanten  hin.  Es  ist  dies  Hervortreten  der  positiven 
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Kleklricitäl  auf  der  ganzen  Lange  der  vorderen  Kante  jedenfalls  eine 
Folge  der  Durchwachsung  mit  trüben  Streifen,  wie  ja  auch  auf  der 
hinteren  Seite  infolge  des  Anwachsens  nicht  hlos  die  Kante,  sondern 
auch  ein  grosses  Stuck  der  freien  Theile  der  Flachen  t P oo  positiv 
erscheint. 


K ry s ta 1 1 Nr.  10. 

Der  Fig.  1 0 C in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Kryslall  ist  dem 
Freiberger  Museum  entliehen,  und  zeigt  ausser  den  beim  Vorher- 
gehenden genannten  Gestalten  noch  kleine  Flachen  Poo,  ist  aber  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  klar  als  Nr.  9.  Nur  das  rechte  Ende 
der  Makrodiagonale  wird  von  Krv Stellflächen  ooP  und  Poo  begrenzt: 
an  seinem  linken  Ende  bilden  zwei  mit  oo  P parallele  Durchgänge 
die  Begrenzung. 

Sein  elektrisches  Verhalten  gleicht  im  Allgemeinen  dem  bei  Bruch- 
stücken beobachteten;  doch  ist  auffallend  die  starke  Ausbreitung  der 
positiven  Polarität  über  die  Flächen  { Poo,  wie  sie  bei  einem  Bruch- 
stücke von  dieser  Länge  sonst  nicht  wohl  vorzukommen  pflegt  , und 
sodann  die  Abnahme  der  negativen  Elektricität  in  der  Mitte  der 
oberen  Fläche  OP,  wo  sogar,  wenn  der  ganze  Kryslall  bis  auf  diese 
Stelle  von  Kupferfeilicht  bedeckt  ist , sich  eine  sehr  geringe  positive 
Spannung  beobachten  lässt.  Die  obere  Fläche  OP  verhält  sich  also 
wie  die  entsprechende 1 Fläche  eines  vollständigen  Kryslalles.  Leider 
lässt  sich  in  keiner  Weise  erkennen,  ob  etwa  früher  das  linke,  jetzt 
von  Durchgängen  begrenzte  Ende  gleichfalls  ausgebildet  war,  wenn 
auch  weniger  vollkommen,  und  diese  Durchgänge,  um  eine  regel- 
mässigere  Gestalt  zu  erzeugen,  ziemlich  naht;  unter  den  natürlichem 
Flächen  angeschlagen  wurden.  In  dpr  Mitte  der  unteren  Fläche  OP 
spricht  sich  jene  Abnahme  der  negativen  Polarität  weniger  deutlich  aus. 

Krystall  Nr.  tt. 

Der  Krystall  Nr.  1 1 war  nur  auf  der  vordem  und  rechten  Seile 
vollkommen  ausgebildel ; auf  der  hinteren  Seite  bildete  die  Begren- 
zung eine  unebene,  zum  Theil  dem  Durchgänge  <x>P(3  folgende  Fläche; 
an  dem  linken  Ende  fand  sich  eine  kleine  Bruchfläche. 

Die  in  Fig.  1 1 /I  und  ß eingetragenen  Beobachtungen  zeigen  die 
elektrische  Vcrtheilung  an;  dieselbe  stimmt  mit  den  zuvor  beobachteten 
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überein  mul  zeichnet  sich  durch  ihre  Stürke  ans.  Die  ßruchflüchcn 
am  hinteren  und  ebenso  am  linken  Ende  sind  ginsitiv. 

Es  gelang,  den  Krystall  parallel  dem  Durchgänge  Ol*  last  genau 
in  seiner  Mitte  zu  zersprengen.  F stellt  den  am  oberen  Stücke  und 
C den  am  unteren  Stücke  entstandenen  Durchgang  OP  dar.*)  Beide 
Durchgänge  zeigen  sich  stark,  zum  Thcii  sehr  stark  positiv , und  zwar 
nimmt  die  Intensität  der  positiven  Spannung  vom  verbrochenen  linken 
Ende  gegen  das  ausgebildete  rechte  Ende  und  ebenso  von  der  atis- 
gehildeten  vordem  Kante  nach  dem  hinteren  verbrochenen  Rande  hin 
ah,  so  dass  bereits  neben  der  von  den  Flachen  ooP  am  rechten  Ende 
gebildeten  Spitze  eine  schwache  negative  Polarität  auflrill. 

b)  Knistalle  aus  Marienberg. 

Krystall  Nr.  12. 

Bei  Marienberg  sind  Schwerspalhkrystalle  gefunden  worden, 
welche  an  Gestalt  den  zuvor  beschriebenen  Przibramern  gleichen  ; 
sie  werden  begrenzt  von  OP,  j-Poo  und  ooP,  und  bestehen  aus  einer 
Verwachsung  mehrerer  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  verlän- 
gerten Saiden;  ihre  Masse  ist  rauchgrau  und  nur  durchscheinend. 
Ringsum  ausgebildete  Krystalle  sind  mir  nicht  vorgekommen. 

Es  wird  genügen,  nur  einen  der  beiden  untersuchten  und  in 
ihrer  elektrischen  Yertheilung  übereinstimmenden  Krystalle  abzubilden, 
um  den  Nachweis  zu  führen,  dass  diese  Yertheilung  dieselbe  ist,  wie 
die  auf  ähnlichen  Przibramer  Bruchstücken  beobachtete. 

Fig.  12  .4  und  II  stellen  die  beiden  Projeclionen  dieses  Krvstalles, 
II  das  Netz  der  Flüchen  oo  P am  rechten  Ende  und  F die  Bruch- 
fläche  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse  dar. 

Der  Krystall  ist  auf  der  linken  Seile  von  einer,  gegen  die 
Makrodiagonale  etwas  schief  stehenden,  ziemlich  eben  geschliffenen 
Flüche  begrenzt. 

c)  Knjslalle  aus  tler  Umgegend  von  Freiberg. 

Krystall  N'r.  13. 

Von  zwei  in  ihrem  Aussehen  gleichen  Krystallen  ist  der  eine, 
dem  Halle'schen  Museum  gehörig,  als  von  der  Grube  Neuer  Morgen- 

*)  Zur  Andeutung  des  Durchganges  ist  das  Zeichen  0 P neben  F und  G von 
einer  Klammer  umgeben  [IIP]. 
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stcm  stammend  bezeichnet,  wahrend  der  zweite  dem  hiesigen  Cabinet 
enlnoiiiinene  keine  Bezeichnung  seines  Fundortes  tragt ; es  unterliegt 
aber  keinem  Zweifel,  dass  beide  derselben  Grube  entstammen.  Ihre 
Masse  ist  grau  und  nur  durchscheinend;  sie  zeigen  die  Flachen  OP, 
.]  Poo,  oo  P und  Poo.  Auf  den  Bruchflttchen  am  linken  Ende  der 
.Makrodiagonale  tritt  bei  beiden  der  Durchgang  00P00  sehr  deutlich 
hervor. 

Es  wird  auch  hier  genügen,  nur  den  einen  Krystall  ahz.uhildcn 
(Fig.  13),  und  ich  wähle  dazu  den  dem  Halle’schen  Gabinet  gehörigen, 
da  er,  wenn  auch  etwas  mehr  verletzt,  doch  weniger  zusammen- 
gesetzt ist  als  der  andere  Krystall,  welcher  hauptsächlich  von  zwei 
parallel  der  .Makrodiagonale  verwachsenen  säulenförmigen  Individuen 
gebildet  ist.  Das  linke  Ende  des  Fig.  13  in  halber  linearer  Grösse 
abgebildelen  Krystalles  ist  verbrochen  und  Iheils  von  einem  mit  ocl* 
Iheils  von  einem  ziemlich  ebenen  mit  ooPoo  parallelen  Durchgänge 
begrenzt;  auf  der  vorderen  Seite  ist  die  kurze,  horizontale  von  {Poo 
gebildete  Kante  stark  verletzt. 

Bei  beiden  Krystallen  linden  sich  an  den  ausgebildelen  rechten 
Enden  der  Makrodiagonale  plattenförmige  Auflagerungen , die  bei 
dem  Fig.  13  dargestelllen  Krystalle  besonders  auf  der  Fläche  ooP  2 
hervortrelen.  *) 

K ryst.i  II  Nr.  t i. 

Die  Abbildungen  in  Fig.  1 i stellen  die  natürliche  Grösse  dar. 
Der  aus  Bräunsdorf  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  der 
linken  Seite  infolge  des  Durchganges  oo  P oo  von  einer  ziemlich 
ebenen,  auf  der  .Makrodiagonale  nahe  senkrecht,  stehenden  Fläche 
begrenzt.  Seine  Masse  erscheint  am  rechten  Ende  farblos  und  klar, 
wenn  auch  rissig,  wird  aber  nach  dem  linken  Ende  hin  gelblich 
und  undurchsichtig. 

Der  Krystall  stellt  ein  Aggregat  zahlreicher  parallel  der  Makrodia- 
gonale verwachsener  Individuen  dar;  jedoch  ist,  wie  dies  auch  bei 
den  Krystallen  der  früheren  Fundorte  vorkommt,  der  Parallelismus  der 

•)  Wahrend  sich  bei  den  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsenen 
Krystallen  diese  Platten  am  freien  Ende  der  Makrodiagonale  finden,  treten  wir  ähn- 
liche Auflagerungen  bei  den  Au v eigner  Krystallen,  welche  in  der  Richtung  der  Brachy- 
diagonale  gewachsen  sind , an  den  Enden  der  letztgenannten  Diagonale  , wie  dies 
bereits  oben  S.  281  erwähnt  worden. 
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A\en  nicht  in  absoluter  Strenge  gewahrt,  (t  ist  ein  Bruchstück 
eines  quer  durchgewachsenen  fremden  Krystalles.  Die  untere  Flüche 
OP  Zeichnung  B)  hat  zum  Theilc  angelegen. 

Der  Krystall  ist  ausgezeichnet  durch  die  ungemein  starke  elek- 
trische Erregung,  welche  alle  an  den  Übrigen  Schwerspüthen  beob- 
achtete an  Intensität  tlbertrilli.  Das  (joldblüttchen  des  Elektrometers 
wird  durch  die  elektrischen  Spannungen  auf  der  rechten  Hülfte  der 
olieren  Flüche  OP  und  auf  den  vorderen  Flüchen  J Poo  ganz  aus 
dem  (lesichtsfelde  getrieben,  was  durch  das  doppelte  Minus-Zeichen 
= angedeutet  werden  soll.  Es  ist  mir  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  die  starke  elektrische  Erregung  gerade  mit  der  sehr  zusammen- 
gesetzten Beschaffenheit  im  Zusammenhänge  steht;  in  gleicher  Weise 
zeigten  auch  beim  Topase  die  gewöhnlichen  faserigen  brasilianischen 
Krystalle  eine  viel  grossere  elektrische  Intensität  als  z.  B.  die  säch- 
sischen oder  die  aus  dem  Urnen-  und  dem  Borschtschowolschnoi 
Gebirge  stammenden  Krystalle,  welche  ein  einziges  Individuum  dar- 
slellen. 

Krystall  Nr.  15. 

Der  von  Brand  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  seiner 
Oberfläche,  besonders  auf  den  Flüchen  j Poo,  Pro  und  ooP  rauh  und 
zum  Theil  mit  kleinen  Zellkieskryslallen  bedeckt;  infolge  der  hierdurch 
verminderten  Isolation  ist  auf  diesen  Flüchen  nur  eine  sehr  geringe 
elektrische  Spannung  zu  beobachten.  Dieselbe  stimmt  übrigens  mit 
der  an  den  vorhergehenden  Kn  stallen  beobachteten  uberein.  Die  Masse 
des  Krystalles  ist  sehr  unrein,  Iheils  gelblich  weiss,  theils  brüunlich. 

Der  Krystall  wurde  ungefähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Durchgänge  0 P zersprengt ; Fig.  1 5 /•’  stellt  die  an  dem  oberen  und 
(!  die  an  dem  unteren  Stücke  entstandene  Dnrchgangsflüche  0 P in 
halber  Grösse  dar.  Beide  Flüchen  zeigen  vorzugsweise  negative 
Polarität,  nur  nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  tritt  eine  grössere 
oder  kleinere  positive  Zone  auf;  die  negative  Spannung  nimmt  nach 
dem  ausgebildeten  Ende  hin  an  Starke  ab. 

d)  Krystalle  von  llorznwilz  in  Böhmen. 

K ry stall  Nr.  16. 

Von  dem  in  der  Ueberschrifl  genannten  Fundorte  standen  mir 
zwei  dem  Halle'schcn  Museum  gehörige  Krystalle  zur  Verfügung, 
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welche  in  ihrer  Form  mil  den  bisher  beschriebenen  ubereinst iramcn. 
Ihre  Farbe  ist  lichter  grau  als  bei  den  Marienherger  Krystallen; 
auch  erscheinen  sie  etwas  durchsichtiger  als  die  letztgenannten.  Sie 
zeigen  die  Flüchen  von  OP,  $ Poo,  ooP,  und  P.  In  Fig.  16  ist  der 
eine  derselben  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet,  und  die  auf  ihm 
beobachtete  elektrische  Verthcilung  dargestellt. 

Der  andere  nicht  abgebildete  Krystall  von  fast  gleicher  Lange, 
aber  infolge  der  Ausdehnung  der  Flüchen  0 P grösserer  Breite  als 
der  erste,  ist  an  dein  freien  Ende  seiner  Makrodiagonale  durch  Ab- 
sprengen  der  verlicalen  kante  parallel  den»  Durchgänge  ooPoo,  der  sich 
ziemlich  gut  entwickelt  zeigt,  verletzt.  Die  Lange  des  daselbst  ahge- 
sprengten  Stuckes  in  der  Richtung  der  .Makrodiagonale  betragt  unge- 
fähr 1 5 Die  hierdurch  entstandene  ziemlich  ebene  Flüche  besitzt 
auf  ihrer  einen  Hüllte  noch  negative  Eleklricitüt,  wie  sie  der  früher 
vorhanden  gewesenen  Kante  entspricht , wahrend  der  übrige  Tlieil 
so  wie  die  beiden  angrenzenden  Flüchen  oo  P (die  eine  Krystall-, 
die  andere  Durehgangsflüche)  positiv  sind. 

ft.  Zweite  Gruppe,  mit  verticalen  Kanten  an  den  Enden  der  Makro-  und 

Braehydiagonale. 

In  dieser  zweiten  Gruppe  betrachten  wir  diejenigen  Kn  stalle, 
bei  denen  am  Ende  der  Braehydiagonale  nicht  mehr  die  Flüchen 
j-Poo,  sondern  anstatt  ihrer  die  Flüchen  ooP  zum  Durchschnitte 
kommen,  so  dass  daselbst  eine  verticale  Kante  entsteht,  die  auch 
wieder  durch  die  Flüchen  des  Prismas  ooP2  stumpfer  gemacht  oder 
durch  die  Flüchen  ooPoo  gerade  abgestumpft  sein  kann.  An  den 
Enden  der  .Makrodiagonale  trügt  die  von  oo  P gebildete  verticale 
Kante  oben  und  unten  kleine  Flüchen  von  P oo  und  erscheint  auch 
öfter  noch  durch  die  Flüche  ooPoo  abgestumpft. 

Die  Kryslalle  dieser  Gruppe  stimmen  in  der  Art  ihres  Wachs- 
thums mit  denen  der  vorhergehenden  überein,  wie  dies  für  einen 
Tlieil  die  infolge  des  Auftretens  der  Flüchen  ooPoo  nach  der  Richtung 
der  .Makrodiagonale  verlüngert  erscheinende  Gestalt  nachweist,  für 
einen  anderen  Tlieil  aber  daraus  sich  ergieht,  dass  bei  etwas  unvoll- 
kommener Bildung  eine  Zusammensetzung  aus  einzelnen  Individuen 
parallel  der  Makrodiagonale  durch  die  Auflösung  in  Spitzen  an  den 
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Enden  dieser  Diagonale  so  wie  durch  daselbst  auflretenden  treppen- 
aitigen  Bildungen  sichtbar  wird. 

Was  nun  das  elektrische  Verhalten  dieser  kryslalle  betrifft . so 
lasst  sich  dasselbe  aus  der  i'ur  die  erste  Gruppe  angegebenen  Ver- 
theihing leicht  herleiten. 

Mit  dem  Verschwinden  der  von  £ l'oo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  verschwindet  daselbst 
auch  die  negative  Polarität  und  an  ihrer  Stelle  tritt  auf  den  von  r»P 
gebildeten  vertiealen  Kanten  die  positive  auf.  Die  negative  Elektri- 
ritat  zieht  sich  auf  die  von  diesen  Kanten  entfernteren  Theile  der 
Flachen  fPoo  und  die  Flachen  OP  zurück;  auf  den  letzteren  ist  als 
t Kompensation  für  die  vergrösserte  Ausdehnung  der  positiven  Spannung 
auf  den  Seitenflächen,  soweit  die  bisherigen  Untersuchungen  reichen, 
die  hei  vollständigen  Krystallen  der  ersten  Gruppe  in  der  Mitte  beob- 
achtete positive  Eleklrieitat  durch  die  negative  unterdrückt  worden. 

Auf  den  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  gebildeten  vertiealen 
Kanten  bleibt  entweder  die  negative  Spannung,  welche  daselbst  bei 
den  vollständigen  Krystallen  der  ersten  Gruppe  auftritl , noch  in 
geringer  Ausdehnung  sichtbar,  oder  diese  Kanten  erscheinen  unelek- 
trisch  und  selbst  schwach  positiv.  Hiermit  in  Uebereinstiinmung 
nimmt  auf  den  vollkommen  ausgebildeten  Seitenflächen  ooP  die.  posi- 
tive Elektricitat  von  den  Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der 
Brachydiagonale  hin  an  Intensität  zu  (vergl.  Krystall  Nr.  17, 19  u.2l). 

a ) Krystall  von  llorzowiti. 

Krystall  Nr.  17. 

Fig.  17  A und  II  stellen  die  beiden  Projoctionen  dieses  Kry- 
stalles,  und  Fig.  17  I)  und  l)  die  Netze  der  an  den  Enden  der  Ma- 
krodiagonale gelegenen  Flachen  oo  P und  oo  P 2 in  halber  linearer 
Grösse  dar.  Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  17  stammt 
von  Horzowitz  und  gleicht  dem  zuletzt  beschriebenen  der  ersten  Gruppe 
Nr.  16  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse  so  vollständig,  dass  beide 
wohl  derselben  Grube  entnommen  sind.  Der  Krystall  Nr.  17  ist 
ringsum  ausgebildet  und  ziemlich  vollkommen.  Nur  auf  der  Flache 
oo  P 3 haben  sich  nach  dem  linkem  Ende  hin  kleinere  Schwerspath- 
platten,  zum  Theil  in  nicht  ganz  paralleler  Stellung,  aufgelegt  , und 
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auf  der  unteren  Seite  treten  an  den  Enden  der  Makrudiagonule 
mehrere  Absätze  oder  treppenförmige  Bildungen  auf. 

Die  hauptsächliche  Begrenzung  bilden  die  Flächen  OP,  J Poo 
und  ooP;  dazu  treten  noch  kleine  Flächen  Poo,  die  auf  allen  Ab- 
sätzen wiederkehren;  sodann  erscheint  auf  der  hinteren  Seile  rechts 
eine  grosse  vertical  gestreifte  Fläche  ooP2,  während  am  vorderen 
Ende  der  ßrachydiagonale  die  beiden  Flächen  der  Gestalt  oo  P2  nur 
eine  sehr  schmale  Zustumpfung  der  von  oo  P gebildeten  verticalen 
Kante  bilden. 

Auf  den  Flächen  0 P linden  sich  die  negativen  Maxima  in  der 
Nähe  der  nach  der  hinteren  und  der  rechten  Seite  hin  liegenden  Bän- 
der; die  schwache  negative  Spannung  an  den  vorderen  Bändern 
hängt  mit  der  Verbreitung  der  positiven  Spannung  Uber  die  vorderen 
Flächen  J Poo  zusammen.  Die  negative  Eleklrieilüt  auf  den  verticalen 
Kanten  am  Ende  der  .Makrodiagonale  nimmt  infolge  der  unvollkomm- 
neren  Bildung  auf  der  unteren  Seite  von  oben  nach  unten  an  Inten- 
sität ab. 


b)  Knjslall  unbekannten  Fundorten. 

Kr y stall  Nr.  18. 

Den  Fundort  dieses  Krystalles,  dessen  Netz  Fig.  1 8 I)  in  natür- 
licher Grösse  darslellt,  vermag  ich  aus  seiner  äusseren  Beschalfenheil 
nicht  zu  bestimmen.  Die  Masse  desselben  ist  weisslich  grau  und 
fast  durchsichtig.  Auf  der  unteren  Seite  löst  er  sich  au  beiden  Enden 
der  Makrodiagonale  in  mehrere  Spitzen  auf.  Am  hinteren  Ende  der 
Brachydiagouale  ist  er  zum  Theil  verbrochen,  zum  Theil  mangelhaft 
ausgebildet;  am  vorderen  Ende  desselben  treffen  die  beiden  Flächen 
oo  P in  einer  nur  sehr  kurzen  Kante  zusammen. 

Wie  die  Zeichnung  Fig.  1 8 nachweisl,  ist  an  dem  vorderen  aus- 
gebildeten Ende  der  Brachydiagouale  die  negative  Polarität  ver- 
schwunden, die  positive  beherrscht  dort  die  Kante  und  die  kleinen 
Flächen  i Poo.  so  dass  sie  selbst  noch  schwach  auf  die  untere  Fläche 
0 P ubergreift.  An  den  beiden  Enden  der  Makrodiagonale  besieht 
ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Kryslalle  die  negative  Spannung 
noch  fort . 


Digitized  by  Google 


Klkktrischr  Untkrsiciicnup.n. 


»] 


29» 


c)  Knjxtalle  von  Felsübamja. 

Die  nachfolgenden  drei  Krystalle,  oder  vielmehr  Bruchstücke 
Nr.  I»,  20  und  21  sind  einer  sehr  schönen  aus  Fclsöhnnya  stam- 
menden und  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  Druse 
entnommen.  Die  Figuren  19,  20  und  21  stellen  die  beiden  Pro- 
jeclionen  in  natürlicher  Grösse  dar;  neben  die  Projcetion  A sind  die 
seitlichen  Krystallflürheu  ooP  und  Durchgangsrilichen  [ooP]  gezeichnet. 
Ihre  .Masse  ist  farblos  und  thcilweise  völlig  klar  und  durchsichtig, 
Iheilweise  aber  auch  rissig  und  etwas  trübe.  Sie  werden  begrenzt 
von  den  Gestalten  OP,  ooP,  j Poo,  ooPoo,  Poo  und  ooPoo.  Die 
Flächen  oo Poo  zeigen  oft  eine  betriiehtliche  Ausdehnung,  wahrend 
sie  in  anderen  Fallen  nur  als  schmale  Abstumpfung  auflrelen ; sie 
besitzen  einen  geringeren  Glanz  als  die  umliegenden  Flüchen  } Poo, 
oo  P und  0 P. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flüchen  0 P negativ  und  die 
Krystallflüchen  oo  P positiv  (mit  wachsender  Starke  von  den  Enden 
der  Makrodiagonale  gegen  die  Enden  der  Brachydiagonale  hin). 

Krysta  1 1 Nr.  19. 

Von  den  vertienlen  Seitenflächen  sind  als  Krystallflüchen  voll- 
ständig ausgebildet  die  Flüchen  oolM  und  ooP2,  und  die  hintere 
Fläche  ooPoo.  Die  Flüche  ooP  3 ist  sehr  mangelhaft  vorhanden. 
Die  vordere  Flüche  ooPoo  zeigt  blos  am  oberen  Bande  einen  schmalen 
ebenen  Streifen,  während  der  grössere  untere  mit  Gruben  ver- 
sehene Theil  schief  nach  hinten  geht.  Der  Krystall  hat  mit  dem  * 
linken  Ende  der  Makrodiagonale  angesessen. 

Auf  der  oberen  Flüche  0 P liegt  ein  kleiner  dünner  Krystall  in 
nicht  genau  paralleler  Stellung  mit  dem  grossen;  seine  .Makrodiago- 
nale steigt  nach  rechts  und  seine  Brachydiagonale  nach  vorn. 

Der  grosse  farblose  Krystall  wird  von  einer  durch  die  Mitte 
mit  den  Flüchen  ooP,l  und  ooP  3 parallel  gelegten  Ebene  in  zwei 
in  Betreff  ihrer  Durchsichtigkeit  verschiedene  Hüllten  getheilt;  die 
nach  vorn  und  rechts  gelegene  Hüllte  ist  klar  und  durchsichtig,  die 
nach  hinten  und  links  gelegene  aber  trübe  und  kaum  durchscheinend. 

Krystall  Nr.  20. 

Der  Krystall  ist  parallel  mit  der  Flüche  ooP  4 (in  der  Richtung 
des  mit  ihr  parallelen  Durchganges;  abgebrochen ; es  ist  daher  unter 
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di'ii  Seitenflächen  nur  die  Fläche  oo  1’  2 vollständig  vorhanden,  oo  P I 
mul  oo  P 3 werden  auf  der  linken  Seite  von  dem  Durchgänge  bt*- 
grenzt;  ausserdem  ist  oo  P,  3,  ebenso  wie  die  hintere  Fläche  ooPoo 
nur  unvollkommen  ausgebildel. 

Die  Seitenfläche  ooP,  4,  aul  welcher  die  negative  Spannung  auf- 
tritt,  ist,  wie  zuvor  angegeben,  keine  Kryslallfläche,  sondern  ein 
Durchgang. 

kryslnll  Nr.  3t. 

Der  Krystall  Nr.  21  ist  auf  der  linken  Seile  theils  in  dein  mit 
oo  P(  3 parallelen  Durchgänge,  theils  unregelmässig  abgebrochen. 
Unter  den  Seitenflächen  ist  also  nur  die  Fläche  oo  P,  I vollständig 
vorhanden,  ooP,2  und  ooP,  i sind  nur  Theile  von  Krystallflächen. 
Am  vordem  linde  der  Brachydiugonulc  liegt  ausser  kleinen  Flächen 
5 Poo  auch  eine  kleine  Fläche  ool’oo,  und  an  dem  rechten  linde 
der  Brachy diagonale  ausser  kleinen  Flächen  Poo  auch  noch  eine 
kleine  Fläche  ooPoo. 


y.  Dritte  Gruppe,  mit  horizontalen  Kanten  an  den- Enden  der  Makro-  und 

Brachydiagonale. 

Bei  den  Kryslullen  dieser  Gruppe  treten  die  Flächen  oo  P nur 
in  geringer  Grösse  auf,  und  schneiden  sich  daher  weder  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale,  noch  auch  der  Brachydiagonale.  An 
den  Enden  der  Makrodiagonale  bilden  vielmehr  die  Flächen  Poo  eine 
horizontale  Kante,  die  öfter  wieder  durch  eine  Fläche  ooPoo  abge- 
stumpft wird ; an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegt  gleichfalls 
eine  horizontale  Kante,  entweder  durch  den  Durchschnitt  der  Flächen 
5 Poo  wie  in  der  ersten  Gruppe,  oder  durch  den  Durchschnitt  der 
Flächen  Poo  gebildet.  Mit  dem  in  grösserer  Ausdehnung  erfolgenden 
Auftreten  der  Flächen  Poo  vermindert  sich  die  Grösse  der  Flächen 
0 P und  zwar  meistens  bis  zum  gänzlichen  Verschwinden. 

Je  nach  dem  Fehlen  oder  dem  Vorhandensein  grösserer  Flächen 
OP  lassen  sich  die  Krystalle  dieser  Gruppe  in  zwei  Unterabtheilungen 
zerlegen. 

au)  Krystalle,  bei  denen  die  Flächen  OP  ganz  fehlen 
oder  nur  sehr  klein  sind. 

Aus  dieser  Unterabtheilung  lagen  mir  vier  Krystalle  vor:  drei 
aus  Prabram , dem  Prager  Museum  gehörig,  und  einer  aus  Kiinder- 
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roth  in  Westphalen , der  F'reiberger  Sammlung  angehtirend.  Alle 
vier  sind  vollkommen  wasserhell  und  durehsiclilig,  un<l  stellen  in  der 
Kiclilung  der  Makrodiagonale  verlängerte  Situlen  vor,  die  siimiutlieh 
an  dem  linken  Ende  dieser  Diagonale  abgebrochen  sind.  An  dem 
rechten  sehr  gut  ausgebildeten  Ende  der  .Makrodiagonale  finden  sich 
die  Flächen  Poo,  ooP,  P und  00P00  in  verschiedener  Grosse. 
Parallel  mit  der  Makrodiagonale  laufen  die  Flüchen  Poo,  1 Poo  und 
bisweilen  auch  sehr  schmale  Flüchen  0 P. 

Die  Figuren  22,  23  und  24  stellen  in  A und  II  die  Projeclionen 
der  drei  Przibrainer  Krystalle  in  natürlicher,  und  in  C die  Netze  der- 
selben in  doppelt  linearer  VergrOsserung  dar. 

Die  von  der  Form  vier  ersten  Gruppe  abweichende  Bildung  an 
den  Enden  der  Makrodiagonale,  wo  infolge  des  Durchschnittes  der 
Rächen  Poo  eine  horizontale  durch  eine  Flüche  ooPoo  mehr  oder 
weniger  abgestumpfte  Kante  entsteht,  bedingt  an  dieser  Stelle  eine 
Abweichung  von  dem  elektrischen  Verhalten  jener  Krystalle : auf 
dieser  abgestumpften  horizontalen  Kante  erscheint  positive  Elektri- 
cilät,  während  in  der  ersten  Gruppe  die  daselbst  lielindliche  verticale 
Kante  negativ  war.  Im  Uebrigen  stimmt  aber  die  elektrische  Ver- 
tlieilung  auf  den  vorliegenden  Krystallen  mit  der  auf  analogen  Bruch- 
stücken der  ersten  Gruppe  beobachteten  Uberein. 

Ist  das  Bruchstuck  nur  kurz  (Nr.  22),  so  erscheint  (analog  wie 
auf  dein  früheren  Krystalle  Nr.  8)  auf  der  oberen  und  unteren  Seite 
auf  den  Flüchen  J Poo  und  der  von  ihnen  an  Stelle  von  OP  gebil- 
deten Kante  nur  die  negative  Eleklricitüt , die  sich  auch  Uber  den 
grössten  Theil  der  Flüchen  Poo  ausbreitel,  so  dass  nur  die  am  Ende 
der  Makrodiagonale  von  den  Flächen  Poo  gebildete  und  durch  ooPoo 
aligestumpflc  Kante  nebst  den  unmittelbar  ihr  anliegenden  Theilen 
der  Flächen  Poo,  wie  bereits  zuvor  angegeben , positive  Eleklricitüt 
besitzt.  Auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  dringt  die  positive 
Kleklricitül  von  «lern  ausgebildelen  Endo  der  Makrodiagonale  Uber 
die  Flüchen  Poo  und  die  von  ihnen  gebildete  horizontale  Kante  vor, 
und  es  nimmt  die  Intensität  dieser  positiven  Spannung,  ebenso  wie 
bei  den  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe,  von  dem  ausgebildeten 
F'nde  der  Makrodiagonale  gegen  das  verbrochene  hin  ab. 

Ist  das  Bruchstück  länger  (Nr.  23  und  24',  so  tritt  analog  wie 
bei  den  früheren  Krystallen  Nr.  ä und  6)  die  eben  beschriebene  Yer- 
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llieiluiig  nur  auf  der  uni  ausgchildelen  linde  der  Makrodiagonale 
liegenden  (also  in  den  Zeichnungen  A rechten)  Hüllte  ein,  während 
auf  der  linken  Hälfte  ölten  und  unten  (d.  h.  auf  den  Flüchen  j Poo 
und  der  von  ihnen  gebildeten  Kante  oder  der  daselbst  noch  vor- 
handenen kleinen  Flüche  OP)  |>ositive,  und  auf  den  Flüchen  Poo. 
sowie  auf  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  negative 
Klcklrieilüt  erscheint. 

Die  Itruchflüchen  am  linken  Ende  sind  entweder  ganz  posithr 
(analog  wie  bei  Nr.  8 oder  zeigen  bei  längeren  Bruchstücken  nur 
in  dem  mittleren  grösseren  Tlieilc  positive,  auf  den  an  die  horizon- 
talen von  P oo  gebildeten  horizontalen  Kanten  liegenden  Theilen 
dagegen  negative  Spannungen  (analog  wie  Nr.  5,  7,12  und  li 

Da  der  Krystall  von  Kituderrolh  den  Przibramern  in  elektrischer 
Beziehung  genau  gleicht,  so  wird  die  Abbildung  der  drei  Przibramer 
Krystalle  zum  Nachweise  der  ohigen  Angaben  genügen. 


krystall  Nr.  22. 

Die  Flüche  ool’oo  atu  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  ist  nur 
schmal;  am  linken  Ende  zeigt  die  Bruehllüche , obwohl  sie  nahe 
parallel  mit  der  F'lürhe  r»  P i verläuft,  einen  schön  muscheligen 
Bruch  und  nur  dicht  an  der  von  den  vorderen  Flüchen  Pr»  gebil- 
deten horizontalen  Kante  ist  ein  wenig  von  dem  Durchgänge  oo  P 
sichtbar. 

Krystall  Nr.  2:t. 

Auf  der  oberen  Seile  findet  sich  eine  schmale  Flüche  OP:  auf 
tler  unteren  erscheint  diese  Flüche  nur  auf  dem  Absätze  in  der 
Nähe  des  ausgebildeten  Endes  der  .Makrodiagonale.  Die  an  diesem 
Ende  befindliche  Fläche  coPoo  ist  breiter  als  beim  vorhergehenden 
Krystalle. 

Krystall  Nr.  34. 

Di**  Flüchen  0 P sind  bei  diesem  Krystalle  vollständig  ver- 
schwunden; die  Flüche  oo  P oo  a mausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale  ist  schmäler  als  bei  Nr.  33,  aber  breiter  als  Nr.  33. 
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ßß)  Krystallc,  auf  denen  die  Flachen  OP  in  beträcht- 
licherer Grösse  auftreten. 

Das  elektrische  Verhalten  gestaltet  sich  etwas  verschieden , je 
nachdem  hei  den  zu  dieser  Unterabtheilung  gehörigen  Krystallen  die 
Flachen  ooP  in  massig  grosser  oder  nur  in  sehr  geringer  Ausdehnung 
auftreten. 

a)  Kry stallo  mit  mässig  grossen  Flächen  ooP. 

Die  Vertheilung  der  ElektricitUt  auf  diesen  Krystallen  gleicht  im 
Ganzen  der  auf  entsprechenden  kurzen  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe 
beobachteten.  Die  positive  Spannung  verbreitet  sich  von  den  Flachen 
oo  P über  die  von  den  Flachen  4 P 00  (oder  Poo)  gebildete  Kante 
und  die  grössten  Theile  dieser  Flüchen;  die  negative  erstreckt  sich 
von  den  Flüchen  OP  in  abnehmender  Starke  über  die  Flüchen  Poo, 
so  dass  die  von  diesen  Flachen  Poo  gebildete  horizontale  Kante  ent- 
weder in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  noch  negativ  ist,  oder  in  ihrer 
Mitte  unelektrisch  (wie  bei  Krystal!  Nr.  26)  oder  selbst  (wie  bei 
Krystall  Nr.  25)  positiv  erscheint. 

11 ) Krystallc  von  Przibram. 

Es  standen  mir  zwei  an  dem  linken  Ende  der  .Makrodiagonale 
verbrochene  Krystallc  zu  Gebote.  Beide  zeigen  in  ihrer  Gestaltung 
dieselbe  Eigenlhumlichkeit : legt  man  nümlich  durch  die  von  den 
Flachen  P 00  am  rechten  ausgehildetcn  Ende  der  Makrodiagonale 
erzeugte  horizontale  Kante  eine  mit  OP  parallele  Ebene,  so  llieilt 
diese  die  Krystalle  in  zwei  horizontale  Platten,  von  denen  die  obere 
sechs-  bis  achtmal  dicker  ist,  als  die  untere.  Bei  dem  Krystalle 
Nr.  25  sieht  die  untere  Flüche  OP  matt  aus,  als  hatte  sie  angelegen; 
bei  dem  Krystalle  Nr.  26  ist  sic  dagegen  vollkommen  glänzend. 

Die  Masse  beider  Krystalle  ist  in  dem  mittleren  mit  der  Makro- 
diagonale parallelen  Streifen  bräunlich,  und  wird  nach  dem  vorderen 
und  hinteren  Rande  zu  farblos.  Bei  dem  Krystalle  Nr.  25  ist  die 
Durchsichtigkeit  dieser  weisslichen  Ränder  geringer  als  die  der 
bräunlichen  Mitte. 

Krystal  1 Nr.  25. 

Die  Fig.  25  A und  ß stellen  die  beiden  Projeclionen,  D das  Netz 
der  am  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  gelegenen  Flüchen  00  P und 
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| P2,  und  K die  Bruchfläche  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse 
dar.  An  diesem  linken  Ende  ist  der  dem  Berliner  Museum  gehörige 
Krystall  von  einer  unebenen,  ungefähr  dem  Durchgänge  00P00  ent- 
sprechenden Fläche  begrenzt;  am  rechten  ausgebildetcn  Ende  linden 
sich  die  Flächen  der  Pyramide  * P 2.  Die  elektrischen  Spannungen 
sind  ziemlich  stark. 

Krystall  Nr.  äti. 

Dieser  Krystall,  welcher  Fig.  2(5  in  natürlicher  Grösse  ahgcbildct 
ist,  wird  auf  der  linken  Seite  von  zwei  mit  ooP  parallelen  Durch- 
gängen begrenzt.  Am  Ende  der  ßrachydiagonale  linden  sich  ausser 
| Poo  auch  kleine  Flächen  Poo- 


l>)  Knjslull  von  Marivnbtrij. 

Krystall  Nr.  27. 

Fig.  27  C stellt  das  Netz  des  Krystalles  in  natürlicher  Grösse  dar. 
Der  vorliegende  Krystall  hat  ein  ganz  anderes  Aussehen  als  der 
Krystall  Nr.  1 1 ; während  Nr.  1 1 rauchgrau  und  nur  durchscheinend 
ist,  zeigt  der  Krystall  Nr.  27  eine  gelbliche  Färbung  und  ziemliche 
Durchsichtigkeit;  jedoch  wird  er  nach  dem  linken  verbrochenen  und 
von  zwei  mit  oo  P parallelen  Durchgängen  begrenzten  Ende  hin 
undurchsichtig.  Die  elektrische  Erregung  ist  stark. 

6)  Kryutalle  mit  kleinen  Flächen  ooF. 

Während  bei  den  vorhergehenden  Krystallon  die  positive  Elek- 
tricität  auf  den  Flächen  ooP  hinreichenden  Raum  für  ihre  Entwickelung 
fand,  und  deshalb  die  von  den  Flächen  Poo  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale  gebildete  horizontale  Kante  nebst  diesen  Flächen  Poo  fast 
ganz  negativ  blieb,  tritt  bei  den  jetzt  vorliegenden  Krystallen,  wo  die 
Flächen  oo  P klein  sind  und  bisweilen  fast  ganz  verschwinden,  die  posi- 
tive Polarität  (ebenso  wie  bei  den  Krystallen  Nr.  22,  23  und  24. 
wo  die  Flächen  oo  P gleichfalls  nur  eine  sehr  geringe  Ausdehnung 
besitzen,)  mehr  oder  weniger  auf  die  von  den  Flächen  Poo  gebildete 
Kante,  sowie  auf  diese  Flächen  selbst  über;  sie  dringt  ferner,  eben- 
falls wie  bei  den  Krystallen  Nr.  22,  23  und  24  mehr  oder  weniger 
auf  den  von  den  Flächen  j Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  und 
auf  diesen  Flächen  selbst  vor. 

Kigcnlhiimlichc  Störungen  in  der  Regelmässigkeit  der  elektrischen 
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Verlbeilung  treten  bei  mehreren  iler  zu  dieser  Unterabtheilung 
gehörigen  Przibramer  Krystallen  (wie  Nr.  30  und  31)  auf,  indem 
auf  den  Flachen  OP  die  negative  Klektricitat  nicht,  wie  bei  den 
vorhergehenden  Krystallen,  von  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale nach  dem  verbrochenen  Emde  hin  ab-,  sondern  zunimmt; 
öfter  sind  die  an  dem  ausgebildeten  Emde  der  Makrodiagonale  ge- 
legenen Theile  dieser  Flachen  sogar  positiv,  und  zeigen  erst  weiter 
Dach  dem  verbrochenen  Emde  hin  negative  Spannung.  Auch  auf 
einzelnen  Flüchen  } Poo  zeigen  sich  gewisse  Abweichungen  von  der 
bisher  beobachteten  elektrischen  Yertheilung,  indem  positive  Zonen 
in  die  sonst  negativen  Stellen  eindringen,  und  auch  wohl  eine  ganze 
Fläche  { Poo  positiv  erscheinen  lassen. 


a)  KnjxUill?  von  Fvlxiiliiinyu. 

Kr v st» 1 1 Nr.  2S. 

Die  Zeichnungen  Fig.  28  A und  II  stellen  die  beiden  Projeclionen 
\ 

in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Kry- 
stall  Nr.  28  ist  ringsum  ausgebildet  und  besteht  hauptsächlich  aus 
zwei  parallel  der  Makrodiagonale  verwachsenen  Individuen,  von  denen 
jedoch  das  kleinere  wieder  mehrfach  zusammengesetzt  ist.  Seine 
Masse  ist  graulich  weiss  und  durchscheinend , mit  weisslichen  den 
Flächen  ooP3  und  ooP,  i parallelen  Streifen. 

Auf  der  vorderen  Seite  besitzen  die  Flüchen  ooP  *)  noch  eine 
massige  Grösse,  und  mit  diesem  Umstande  hängt  die  negative  Pola- 
rität auf  den  Flüchen  Poo,  wie  sie  namentlich  auf  den  vorderen 
Tbeilen  der  Flüchen  Poo  am  rechten  Emde  erscheint,  zusammen. 

Krystall  Nr.  49. 

Die  Abbildung  F'ig.  29  ist  in  natürlicher  Grösse  ausgeführt. 
Der  Fundort  dieses  Krystallbruchstiickcs  war  nicht  angegeben ; das- 
selbe kann  aber  nach  seiner  ganzen  Beschalfenheit,  für  welche  be- 
sonders die  eingesprengten  Thcilchen  von  Bealgar  charakteristisch 
sind,  nur  von  l’elsöbanya  stammen.  Seine  Masse  ist  kaum  durch- 
scheinend; sein  linkes  Ende  uneben  verbrochen. 

*)  Neben  den  linken  Fliielien  oot*  liegt  nocli  eine  Kliiflie  \uii  OO  f‘| 

2t  ’ 
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b)  Krystalle  von  Przibram. 

Die  Masse  der  betrellenden  Krystalle,  die  wahrscheinlich  mit 
Nr.  23  und  26  aus  derselben  Grube  stammen,  ist  im  Innern  gelb- 
hrüunlich  und  unrein,  wird  aber  nach  den  Kündern  hin  farbloser 
und  durchsichtiger.  Es  mag  die  Abbildung  zweier  derselben  genügen; 
beide  Abbildungen  geben  die  natürlichen  Dimensionen. 

K rys ta  1 1 N r.  30. 

Das  linke  Ende  dieses  Krystalles  ist  auf  der  hinteren  Hälfte  von 
einer  ziemlich  ebenen  dem  Durchgänge  oof’oo  parallelen  Fläche,  auf 
der  vorderen  Seite  von  einer  weniger  ebenen  dem  Durchgänge  oo  I’ 
parallelen  Fläche  begrenzt.  Da  die  Flächen  ooP  am  rechten  atisge- 
bildeten  Ende  nur  klein  sind,  so  nimmt  die  positive  Elektricitüt  die 
Flächen  Poo  nebst  den  benachbarten  Theilen  der  Flächen  J Poo  ein. 
Auf  die  eigentümliche  elektrische  Verteilung,  welche  die  beiden 
Krystalle  Nr.  30  und  31  zeigen,  habe  ich  schon  oben  S.  303  auf- 
merksam gemacht. 

K r y stall  Nr.  3t. 

Am  linken  verbrochenen  Ende  ist  der  Krystall  von  einer  un- 
ebenen mit  dem  Durchgänge  oo  P,  4 parallelen  Flüche  begrenzt. 

B.  Zweite  Abtheilung. 

Die  Krystalle  der  vorhergehenden  ersten  Abtheilung  stellen  mei- 
stens in  der  Richtung  der  .Makrodiagonale  mein-  oder  weniger  ver- 
längerte Säulen  dar,  haben,  wenn  sie  nicht  ringsum  ausgebildet 
sind,  mit  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  am  Gesteine  auf- 
gesessen, losen  sich  an  den  Enden  eben  dieser  Axe  gewöhnlich  in 
mehrere  Schneiden  auf  und  erscheinen  aus  zwei  oder  mehreren 
parallel  derselben  verwachsenen  Individuen  zusammengesetzt.  Unter 
den  Krystallen  der  jetzt  zu  behandelnden  zweiten  Abtheilung  erscheint 
dagegen  eine  grosse  Zahl  (Krystalle  von  Duflon  und  aus  der  Auvergne 
als  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  sehr  beträchtlich  verlängerte 
Säulen,  die,  wenn  sie  nicht  ringsum  ausgcbildct  sind,  mit  dem  einen 
Ende  der  Brachyiliagonale  angewachsen  waren.  Ein  anderer  Theil 
der  zu  dieser  Ablheilung  gehörenden  Krystalle  stellt  zwar  nahe  oder 
vollkommen  rhombische  Tafeln  dar;  dieselben  zeigen  aber  gleichfalls 
ein  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgtes  Wachsthum:  es 
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liegt  entweder  der  Ansatzpunkt  noch  deutlich  an  dem  einen  linde, 
dieser  Diagonale  (Nr.  37  , oder  es  lösen  sich  die  Krystallc  an  den 
linden  derselben  in  oft  sehr  zahlreiche  Spitzen  auf  oder  es  linden 
sich  daselbst  wiederholte  Absittzc,  während  die  Enden  der  Makro- 
diagonale  rein  und  vollkommen  ausgchildct  sind  (Nr.  33,  38,  39,  40, 
12  und  44).  Nur  in  einigen  aus  der  Auvergne  stammenden  Kry- 
slallen  (Nr.  68 — 12  erscheint  eine  nach  der  Makrodiagonalc  ver- 
längerte Säulcnform ; doch  lasst  sich  auch  bei  ihnen  (vergl.  S.  323) 
eine  gleiche  Beschaffenheit , wie  bei  den  übrigen  Krystallen  dieser 
Abthcilung  nachweisen. 

Charakteristisch  für  die  elektrische  Verthcilung  auf  den  Kry- 
stallen der  ersten  Abtheilung  ist  das  Vorherrschen  der  negativen 
Polarität  auf  den  Flachen  OP;  bei  den  ringsum  ausgebildeten  Kry- 
stallen erscheint  höchstens  in  der  Mitte  dieser  Flachen  eine  positive 
Zone  von  geringer  Ausdehnung;  bei  kurzen  Bruchstücken  fehlt  die- 
selbe gänzlich,  bei  längeren  tritt  sie  meistens  nur  in  der  Nähe  des 
verbrochenen  Endes  auf  den  genannten  Flächen  (oder  den  an  ihre 
Stelle  getretenen  Kanten)  auf,  und  bildet  nur  in  wenigen  Krystallen 
'Nr.  5,  16,  23  und  24)  eine  etwas  grössere  Zone.  Auf  den  Flächen 
oo  P wächst  die  positive  Elektricität  von  dem  Ende  der  Makro- 
diagonale nach  dem  Ende  der  Braehydiagonale  hin. 

In  der  jetzt  zu  behandelnden  zweiten  Abtheilung  herrscht 
dagegen  auf  den  Flächen  0 P (oder  den  an  ihre  Stelle  getretenen 
Kanten)  die  positive  Elektricität  vor.  Andererseits  zeigt  sich  auf 
den  seitlichen  Flächen  ooP  die  negative  Polarität  stärker  und  in 
anderer  Weise  vertheilt  als  auf  den  Krystallen  der  ersten  Abthcilung; 
sie  wächst  auf  ihnen  in  der  Richtung  von  der  Makrodiagonale  nach 
der  Braehydiagonale.  Es  haben  also  diese  Flächen  oo  P in  der 

zweiten  Abtheilung  durch  das  Wachsthum  nach  der  Braehydiagonale 
eine  andere  Beschaffenheit  angenommen  als  in  der  ersten,  wo  das 
Wachsthuin  nach  der  Makrodiagonale  stattfand.  Durch  diese  Um- 
stande erhält  die  gesummte  Yertheilung  der  Elektricität  auf  den  Kry- 
stallen der  zweiten  Abtheilung  einen  anderen  Charakter  als  auf  den 
Krystallen  der  ersten.  Es  kann,  wie  sich  spater  zeigen  wird,  der 
Unterschied  in  der  elektrischen  Yertheilung  auf  den  Krystallen  der 
beiden  Abtheilungen  so  weil  gehen,  dass  auf  entsprechenden  Flächen 
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von  Krystallen  clor  ersten  und  der  zweiten  Abtheilung  gerade  ent- 
gegengesetzte Elektrieitöten  beobachtet  werden. 

Ich  werde  die  Kryslalle  dieser  zweiten  Abtheilung  in  zwei 
Gruppen  trennen,  I)  in  solche  von  vollkommen  oder  sehr  nahe 
rhombischem  Querschnitte,  und  2}  in  solche,  welche  die  Form  von 
Süulcn  oder  von  mehr  oder  weniger  dicken  roclanguläron  Talein 
besitzen. 


a.  Kryatalle  von  nahe  rhombischem  Querschnitte. 

a)  Kn/xlalle  von  Töplitz. 

Die  Sch werspalhkry. stalle  von  TOplitz  stellen  eine  (Kombination 
der  Gestalten  OP,  ooP,  }Poo,  Poo  und  Poo  dar.  Ihre  Masse  ist 
gelbliehhraun , von  geringer  Durchsichtigkeit. 

Unter  den  fünf  von  mir  untersuchten  Krystallen  ist  nur  einer 
(Nr.  32)  ringsum  ziemlich  vollkommen  ausgebildet ; die  übrigen 
vier  (Nr.  33  — 36)  zeigen  eine  cigcnlhüinlichc  Bildung:  es  liegt 
nitmlich,  wie  auf  dem  angeschlagenen  Durehgangsfliichen  sichtbar 
wird , innerhalb  der  gelblichbraunen  Masse  ein  gelbliehweisser  un- 
durchsichtiger Kern , dessen  Begrenzungsllitchen  hei  drei  Krystallen 
den  üusseren  Krystalltlitchcn  genau  parallel  laufen , hei  dem  vierten 
(Nr.  33)  aber  in  ihrer  Richtung  etwas  abzuweichen  scheinen. 

Ein  vollkommen  ausgehildeter  Krystall  dieses  Fundortes  (Nr.  32 
zeigt  zwar  im  Allgemeinen  dieselben  elektrischen  Pole,  wie  wir  solche 
aut  den  vollständigen  Krystallen  von  Przibram  (Nr.  1 — 4)  beobachtet 
haben,  jedoch  mit  den  schon  zuvor  angegebenen  Modificationen. 

Die  Flüchen  0 P (Fig.  32)  sind  fast  günzlich  positiv  und  es  ver- 
breitet sich  auch  diese  positive  Spannung  mehr  oder  weniger  auf 
die  anliegenden  Theile  der  Flüchen  Poo;  dagegen  findet  sich  auf 
den  Flüchen  j Poo  und  Poo  an  den  Enden  der  Brachydiagonale, 
ferner  auf  den  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  von  den  Flüchen 
P oo  gebildeten  horizontalen  Kanten  nebst  den  Flüchen  P oo  oder 
wenigstens  ihren  an  diese  Kanten  grenzenden  Theilen,  sowie  auf 
dem  grössten  Theile  der  Krystalldüchcn  oo  P negative  Elektricitüt ; 
nur  auf  den  in  tler  Nähe  der  eben  bezeichneten  Kanten  gelegenen 
Theilen  der  Flüchen  oo P erscheint  noch  positive  Polarität  in  geringer 
Ausdehnung  und  Starke.  Sowohl  die  Enden  der  .Makrodiagonale  als 
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auch  die  Enden  der  Brachydiagonale  sind  also,  ebenso  wie  bei  den 
zuvor  bczcichneten  Przibramer  Krystallen  negativ. 

Unter  den  unvollständigen  Krystallen  zeigt  Nr.  33  noch  deutlich 
die  treppen  förmige  Bildung  an  dem  Ende  der  Brachydiagonale,  und 
gleicht  daher  auch  in  seiner  elektrischen  Vertheilung  dom  Krystalle 
Nr.  32.  Dagegen  ist  an  den  drei  Übrigen,  allerdings  nur  sehr  unvoll- 
ständigen Bruchstücken  das  eine  vorhandene  Ende  der  Brachydiago- 
nale vollkommen  gebildet,  und  Nr.  3ö  zeigt  sogar  eine  Verlängerung 
nach  der  Makrodiagonale.  Diese  Bruchstücke  scheinen  also  in  die 
Form  der  ersten  Abtheilung  überzugehen  und  dem  entspricht  auch 
ihre  elektrische  Vertheilung : auf  den  Flächen  0 P wird  die  positive 
Elektricität  zurückgedrängt  und  kommt  bei  kürzeren  Bruchstücken 
auch  wohl  gar  nicht  mehr  zur  Erscheinung;  dagegen  sind  die  Flüchen 
oo  P wieder  positiv  und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Polarität  auch 
über  die  Flächen  | Poo  und  Poo  an  dem  ausgebildeten  Ende  der 
Brachydiagonale. 

Die  Krystalle  Nr.  3i,  3 5 und  36  hätten  daher  sowohl  nach  ihrer 
Bildung  als  auch  nach  ihrer  elektrischen  Vertheilung  in  die  erste  Ab- 
theilung gestellt  werden  sollen;  ich  mochte  sie  aber  von  dem  Krystalle 
Nr.  33,  welcher  ihnen  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse  völlig 
gleicht,  nicht  trennen,  um  den  l'ebergang  der  elektrischen  Verthei- 
lung deutlicher  hervortreten  zu  lassen.  Auf  Nr.  32  erscheint  die 
positive  Elektricität  auf  den  Flüchen  oo  P nur  schwach  in  der  Nähe 
der  makrodiagonalen  Enden;  auf  Nr.  33  hat  sie  sich  schon  weiter 
ausgedehnt,  und  auf  Nr.  34,  38  und  36  verbreitet  sie  sich  über  die 
ganzen  Flächen  ooP  und  selbst  Uber  die  Flächen  4 Poo  und  Poo. 

Als  einer  dieser  Krystalle  (Nr.  36)  parallel  dem  Durchgänge  0 P 
in  der  Mitte  zersprengt  wurde,  so  zeigten  die  beiden  Durchgangs- 
flächen OP  (Fig.36  /und  K negative  Elektricität.  Auf  den  angeschlagenen 
Durchgängen  oo  P tritt  vorzugsweise  positive  Spannung  auf. 

K r ys  ta  1 1 Nr.  32. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  32  ist  ringsum 
ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  am  mangelhaftesten  erscheinen  die 
untere  Fläche  0 P und  die  Flüche  oo  P 3.  Fig.  32  C stellt  sein  Netz 
in  natürlicher  Grösse  dar. 
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Krystall  Nr.  33. 

Der  Krystall  Nr.  33,  dessen  Netz  Fig.  33  C nur  in  halber  linearer 
Grösse  gezeichnet  worden,  ist  an  Stelle  der  Fläche  oo  P 3 von  einem 
mit  ihr  parallelen  Durchgänge  begrenzt;  die  Fläche  ool’4  ist  man- 
gelhaft ausgebildet.  ln  der  Zeichnung  stellt  das  Rechteck  «.(tyh  auf 
dein  Durchgänge  ooP,  3 den  Umriss  des  oben  erwähnten  gelblich- 
weissen  Kernes  dar.  Auf  der  unteren  Fläche  0 P und  auf  der  Fläche 
coP,  2 liegt  eine  undurchsichtige  dünne  Platte  von  hellerer  Farbe  als 
die  übrige  braungelbe  Masse  des  Krystalles. 

Krystall  Nr.  34. 

Die  Flächen  ooP,2  und  ooP, 3 sind  Durchgänge;  die  Fläche  ooP,  4 
ist  Iheiis  verbrochen,  theils  sehr  mangelhaft  ausgebildet.  Das  Rechteck 
n ß y ft  in  den  Durchgangsflächen  oo  P 2 und  oo  P 3 deutet  den  innere 
undurchsichtigen  Kern  an;  er  dringt,  wie  die  Zeichnung  in  der  Fläche 
ooP,2  nachweist,  ungefähr  3““  lief  ein.  Das  Netz  ist  in  Fig.  34  C 
in  natürlicher  Grösse  entworfen. 

Krysta  1 1 Nr.  35. 

Die  untere  Fläche  0 P dieses  Krystalles  ist  mangelhaft  ausge- 
bildct;  die  Flächen  ooP  2 und  ooP,3  sind  etwas  unebene  Durch- 
gangsflächen. Fig.  33  C stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  36. 

Der  Krystall  Nr.  36  war  nur  am  vorderen  und  am  rechten  Ende 
theilweise  ausgebildet;  Fig.  36  A und  B stellt  ihn  in  seinen  beiden 
Projectionen  dar;  die  mit  II  bezeiclmeten  seitlichen  Flächen  sind 
unebene  Bruchflächen. 

Er  ward  zunächst  in  der  Richtung  « (i  nach  dem  Durchgänge 
oo P,3  zersprengt;  die  an  dem  vorderen  grossem  Stücke  entstandene 
Durchgangsfläche  ooP, 3 (Fig.  36  F)  war  fast  ganz  positiv;  die  am 
kleineren  Stucke  entstandene  Durchgangsfluche  oo  P,  I (Fig.  36  G) 
dagegen  in  ihrem  grössten  Theile  negativ. 

Darauf  wurde  das  vordere  Stück  in  seiner  Mitte  parallel  dem 
Durchgänge  OP  zersprengt;  beide  so  entstandenen  Durchgangsflächen 
0 P (/  am  oberen , Ä am  unteren  Stücke)  waren  negativ  und  zwar 
mit  Bezug  auf  die  Projection  A in  abnehmender  Stärke  nach  rechts 
und  nach  hinten  zu. 
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b)  KryslaUe  von  Felsöbanya. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flachen 
01’  und  ooP  begrenzt;  nur  untergeordnet  treten  die  Gestalten  j Poo, 
Poo,  ooPoo  und  00P00  aut  Ihre  Masse  ist  weisslich-  oder  gelblich- 
grau gefärbt  und  mehr  oder  minder  durchsichtig. 

Auf  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  wird  folgende  elektrische 
Vcrtheilung  beobachtet:  die  grossen  Flachen  OP  sind  positiv,  und 
zwar  nimmt  die  positive  Spannung  von  der  Mille  nach  den  Rändern 
hin  ab.  Dagegen  zeigen  die  Flachen  ooP  gewöhnlich  überall  nega- 
tive Eleklricität,  deren  Intensität  von  den  Enden  der  .Makrodiagonale 
nach  den  Enden  der  Brachydiagonale  hin  wächst;  auch  greift  diese 
negative  Eleklricität  zum  Theil  an  den  Rändern  auf  die  Flächen 
0 P über. 

Ist  ein  solcher  Krystall  an  den  Seiten  verbrochen,  so  findet 
sich  auf  den  Flächen  0 P in  der  Nähe  der  verbrochenen  Ränder 
starke  positive  Spannung;  die  durch  den  Bruch  entstandenen  Durch- 
gangsflächen oo  P bleiben  je  nach  ihrer  Lage  zum  vollständigen  Kry- 
stalle entweder  negativ  oder  gehen  mehr  oder  weniger  ins  Positive 
über;  dabei  ändert  sich  die  elektrische  Spannung  auf  diesen  Durch- 
gangsflächen in  der  Weise,  dass  sie  in  negativem  Sinne  von  den 
Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der  Brachydiagonale 
hin  wächst. 

Andererseits  habe  ich  aber  Krystallbruchstücke  (Nr.  43)  beobachtet, 
bei  denen  die  ausgebildeten  Krystallflächen  ooP  zum  grössten  Theile 
positiv  sind,  und  nur  auf  den  in  der  Nähe  der  Enden  der  Makrodia- 
gonale gelegenen  Theilen  sammt  den  daselbst  befindlichen  Flächen  f’oo 
negative  Eleklricität  auftritt.  Eben  diese  negative  Polarität  erscheint 
dann  auch  auf  den  an  die  Krystallflächen  oo  P grenzenden  Rändern 
der  Flächen  OP  in  etwas  grösserer  Ausdehnung  als  bei  Krystallen, 
wo  die  Flächen  oo P negativ  sind.  Der  übrige  Theil  der  Flächen  OP 
bleibt  positiv,  und  zwar  in  wachsender  Spannung  gegen  die  ver- 
brochenen Ränder  hin.  Auf  den  durch  Bruch  entstandenen  Durch- 
gangsflächen ooP  nimmt  die  positive  Eleklricität  ab  und  geht  mehr 
oder  weniger  in  die  negative  Uber. 

Wird  ein  Krystall  dieser  Gruppe  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Durchgänge  0 P zersprengt , so  zeigen  beide  Durchgangsflächen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negative  Polarität. 
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Kryslal  I Nr.  37. 

Der  ringsum  ausgehildete  Krystall  Nr.  37 , dessen  beide  Pro- 
jeelionen  Fig.  37  in  halber  Grösse  gezeichnet  sind,  trägt  am  hinteren 
linde  der  Braehydiagonale  noch  ein  Bruchstück  des  Gesteins,  an 
welchem  er  festgesessen  hat.  Der  mittlere  Theil  desselben  erscheint 
durch  eine  von  dem  Anheftungspunkte  ausgehende  strahlige  Impräg- 
nation mit  feinem  Grauspicssglanzerze  nahezu  schwärzlichgrau,  wäh- 
rend der  umliegende  Rand  farblos  und  ziemlich  durchsichtig  ist;  aber 
auch  der  mittlere  Theil  ist  in  seiner  Masse  ebenso  farblos  und  durch- 
sichtig, und  erhält  das  eben  beschriebene  Aussehen  nur  durch  die 
inliegenden  schwärzlichen  Nadeln. 

Die  obere  Fläche  0 P zeigt  einen  stärkeren  Glanz  als  die  untere, 
und  besitzt,  wohl  im  Zusammenhänge  damit,  auch  eine  stärkere 
positive  Spannung  als  die  untere. 

K r y sta 1 1 Nr.  -38. 

Die  vier  folgenden  Krystalle  sinil  von  einer  und  derselben  Druse 
abgebrochen  worden.  Das  Netz  Fig.  38  und  die  Projeclion  Fig.  41 
sind  in  natürlicher,  die  beiden  Netze  39  und  40  aber  in  halber 
linearer  Grösse  gezeichnet  worden. 

Der  Krystall  Nr.  38  ist  ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt, 
mit  Ausnahme  der  Fläche  oo  P,  2 , welche  von  einem  Durchgänge 
gebildet  wird. 

Krystall  Nr.  39. 

Auch  der  Krystall  Nr.  39  war  von  Krystallflächen  begrenzt, 
nur  bildete  an  Stelle  der  Fläche  oo  P,2  eine  unregelmässige  Bruch- 
fläche  mit  ansitzenden  fremden  Kryslallmasscn  die  Begrenzung.  Die 
untere  Fläche  0 P und  die  Flächen  oo  P,  1 und  oo  P,  3 zeigen  Ein- 
drücke von  anderen  Kry stallen. 

in  Fig.  39  C sind  die  Beobachtungen  an  dem  Krystalle  in  dem 
eben  beschriebenen  Zustande  eingetragen.  S|)äter  wurde  derselbe  in 
der  Richtung  <i(i  parallel  dem  Durchgänge  oo  P zersprengt.  Fig.  39  F 
stellt  die  an  dem  grösseren  und  Fig.  39  G die  an  dem  kleineren  Stücke 
entstandene  Durchgangsfläche  mit  den  auf  ihnen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Die  mit  gleichen  Buchstaben  hczeichneten 
Punkte  haben  vor  der  Zersprengung  auf  einander  gelegen.  Auf  der 
Fläche  F nimmt  die  negative  Spannung  von  ß(i'  gegen  au,  und  auf 
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der  Flüche  G von  au  gegen  ßß'  hin  zu.  Auf  beiden  Durchgangs- 
flächen wächst  also  die  negative  Intensität  in  der  Richtung  von  dein 
Ende  der  Makrodiagonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonale,  wie 
dies  auch  auf  den  unverletzten  kn  stallflachen  stattlindet;  denn  wäh- 
rend die  kante  au  am  grossen  Stuck  am  Ende  der  Brachydiagonale 
lugt,  tritt  die  gleiche  kante  ua  am  kleinen  Stuck  an  das  Ende  der 
Makrodiagonale. 

Kr ysta 1 1 Nr.  40. 

Dieser  Krystall  ist  auf  der  linken  Seite  unregelmässig  verbrochen; 
die  drei  vorhandenen  Flächen  oo  P sind  kryslallllächen.  Die  Flächen 
0 1*  zeigen  Eindrücke  anderer  Kryslalle. 

Krystall  Nr.  tt . 

An  dem  Krystalibruchstilcke  Nr.  i I waren  nur  die  beiden  Flächen 
IIP  und  die  eine  Seitenfläche,  oo*P,2,  kryslallllächen;  die  übrigen 
seitlichen  Begrenzungen  wurden  theils  von  Durchgängen,  tlieils  von 
unregelmässigen  Bruchllächen  gebildet. 

In  Fig.  i I A ist  nur  die  Ansicht  der  oberen  Fläche  0 P nebst  der 
auf  ihr  beobachteten  elektrischen  Vertheilung  abgebildet. 

Der  Krystall  wurde  später  in  seiner  Mitte  parallel  mit  0 P zer- 
sprengt ; die  beiden  entstandenen  Durchgangsflächen  zeigten  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  negative  Spannungen. 

Krystall  Nr.  42. 

Die  Masse  dieses  Kryslallds  ist  gelblicher  als  die  der  vorher- 
gehenden und  kaum  durchscheinend.  Fig.  12  stellt  ihn  wegen  seiner 
ausserordentlichen  Grosse  nur  in  f linearer  Grtisse  dar.  Er  ist 
ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt,  mit  Ausnahme  der  Fläche  oo  P,  3, 
welche  von  einem  sehr  ebenen  Durchgänge  gebildet  wird;  ausser- 
dem ist  die  Fläche  oo  P,  i mangelhaft  ausgcbildet.  Bei  « ist  ein 
anderer  Schwerspathkrystall  eingewachsen.  Das  eine  an  der  rechten 
Seite  vorhandene  Ende  der  .Makrodiagonale  ist  vollkommen  ausge- 
bildet, während  beide  Enden  der  Brachydiagonale  äusserst  zahlreiche 
Spitzen  und  Absätze  zeigen. 

Krystall  Nr.  4:t. 

Die  Masse  dieses  Bruchstückes,  dessen  Netz  Fig.  t3  Ci  in  halber 
Grosse  dargestellt  ist,  kommt  in  ihrer  Farbe  den  oben  beschriebenen 
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Krystallen  Nr.  38  bis  41  nahe,  ist  aber  nur  durchscheinend.  Die  Be- 
grenzung wird  von  Krystullflächen  gebildet  mit  Ausnahme  der  Kittchen 
ooP,3  und  ooP,  4,  welche  durch  Spaltung  entstanden  sind. 

Auf  der  unteren  Flüche  OP  ist  am  Bande  nach  den  Flüchen  oolM 
und  oo  P,  2 hin  die  negative  Elektricitüt  stürker  ausgebreitet  als  auf 
der  oberen.  Wahrend  bei  den  vorhergehenden  Krystallen  auf  den 
Flüchen  oo  P die  negative  Elektricitüt  in  der  Richtung  von  dem  Endo 
der  .Makrodiagonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonalc  wuchs, 
nimmt  auf  der  Flüche  ooP,  I des  vorliegenden  Krvstallcs  die  positive 
Spannung  in  derselben  Richtung  ab,  wfas  also  eine  Aenderung  der 
elektrischen  Intensität  auf  diesen  Flüchen  in  gleichem  Sinne  darstellt. 
Auf  den  Durchgangsflüchen  ooP,3  und  oo P 4 tritt  die  negative  Elek- 
tricitüt in  ziemlicher  Ausdehnung  hervor. 

Das  Fig.  43  C abgebildete  Bruchstück  war  durch  Zerspringen 
eines  grosseren  KryslallbruchstUckcs  entstanden ; ein  dabei  gebildetes 
zweites  Bruchstück  (in  der  Fig.  43  mit  F bezeichnet)  von  nahe  rhom- 
bischem Querschnitte  hatte  in  der  Lange  « ß an  dem  Fig.  43  C 
gezeichneten  Bruchstücke  angesessen.  Da  dieses  zweite  Bruchstück 
nahe  der  Mitte  des  Krystalles  angehörte,  so  zeigten  beide  an  ihm 
befindliche  Krystallflüchen  OP  eine  starke  positive  Spannung,  die 
auch  an  den  Rändern  sich  erhielt.  Spüler  zersprang  dieses  zweite 
Bruchstück  F ungefähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  OP;  die  beiden 
so  entstandenen  Durchgangsflüchen  OP  zeigten  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung negative  Polarität. 

c)  Kryslall  von  Przibram. 

Kry stall  Nr.  44. 

Auch  in  Przibram  finden  sich  Krystalle  von  derselben  Form, 
wie  die  eben  beschriebenen;  sie  stimmen  in  ihrer  elektrischen  Ver- 
theilung  mit  den  vorhergehenden  Nr.  38 — 42  überein. 

Der  Kryslall  Nr.  44,  dessen  Netz  Fig.  446’  in  natürlicher  Grösse 
darstellt,  gehört  dem  Prager  Museum;  er  ist  graulich  und  kaum 
durchscheinend.  Seine  Üussere  Begrenzung  wird  üherall  von  Kry- 
stallflüchen gebildet,  mit  Ausnahme  von  ooP.3,  welche  durch  Spal- 
tung entstanden  ist. 
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ß.  Säulenförmige  oder  rectanguläre  tafelförmige  Krystalle. 

a)  Krystalle  von  Dufton  in  Enyland. 

Die  Krystalle  von  Dufton  sind  theils  farblos  und  dann  oft  sehr 
rein  lind  durchsichtig , theils  mehr  oder  weniger  rauchgrau  und 
wenig  durchsichtig  oder  nur  durchscheinend.  In  grosser  Ausdehnung 
treten  bei  ihnen  die  Flachen  OP,  P oo  und  {-Poo  auf,  denen  sich 
meistens  nur  in  geringer  Grösse  die  Flachen  ooP,  Poo,  {Poo  und 
00P00  anschliessen. 

Bei  rechtwinklig  tafelförmigen  Krystallen  (Nr.  53)  sind  öfter  die 
rechten  und  linken  Ränder  (an  den  Enden  der  Makrodiagonale)  in  zahl- 
lose mehr  oder  weniger  feine  Spitzen  aufgelöst;  infolge  dessen  erscheinen 
die  Flachen  ooP  und  {Poo  völlig  matt.  Von  dieser  Bildung  zeigen 
sich  auch  bei  grösseren  säulenförmigen  Krystallen*)  noch  Andeutungen 
in  dem  mehr  oder  weniger  gekerbten  Zustande  der  von  den  Flachen 
Poo  gebildeten  Kanten  oder  der  sie  abstumpfenden  Flächen  00P00. 

üben  S.  278  habe  ich  bereits  erwähnt,  dass  die  ringsum  ausge-  * 
bildeten  Krystalle  dieses  Fundortes  häutig  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale  eine  verschiedene  Gestaltung  zeigen. 

Die  elektrischen  Vorgänge  gestalten  sich  auf  den  Dufloner  Kry- 
stallen sehr  einfach:  die  Flachen  OP  und  ein  mehr  oder  weniger 
grosser  Theil  der  Flachen  {Poo  sind  positiv;  dagegen  erscheinen  die 
durch  die  Flachen  { P oo  oder  P oo  an  dem  gut  auskrystallisirten 
Ende  der  Brachydiagonalc  gebildeten  horizontalen  Kanten  sammt  den 
anliegenden  Theilen  der  Flachen  {Poo  oder  Poo  negativ;  und  eben 
diese  negative  Polarität  findet  sich  meistens  auch,  jedoch  nur  in 
sehr  geringer  Starke,  auf  den  Flachen  des  Brachydomas  Poo.  Nur 
bei  tafelförmigen  Krystallen,  und  namentlich,  wenn  die  an  den  Enden 
der  .Makrodiagonale  liegenden  horizontalen  Kanten  in  zahlreiche  Spitzen 
aufgelöst  sind  (Kryslall  Nr.  53),  zeigt  sich  auf  diesen  Kanten  die  nega- 
tive Elektricitat  in  stärkerem  Grade.  Treten  bei  solchen  Krystallen 
die  matten  Flachen  ooP  in  nicht  zu  geringer  Grösse  auf,  so  erscheint 
auf  ihnen  die  positive  Elektricitat  mit  ziemlich  grosser  Intensität, 
wahrend  bei  den  säulenförmigen  Krystallen  die  Flachen  oo  P in  das 
Bereich  der  negativen  Polarität  gezogen  werden. 

•)  Siehe  obeu  S.  278. 
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Wird  eia  ziemlich  dicker  Duftoner  Krystall  parallel  mit  dem 
Durchgänge  01*  so  gespalten,  dass  das  eine  Stück  nur  eine  geringe 
Dicke  besitzt,  so  erscheint  an  diesem  Stücke  die  Durchgangsfläche  OP 
negativ:  die  Durchgangsflächc  an  dem  grossen  Stücke  dagegen,  welche 
an  der  eben  zuvor  genannten  Durehgangsfläche  des  kleinen  Stuckes 
angelegen  halte , behält  noch  die  positive  Glektricität , wie  solche 
sich  auf  der  Krystallfläche  0 P findet.  Hat  die  Spaltung  parallel 
OP  mehr  nach  der  Milte  des  Krystalles  stattgefunden,  so  zeigt  sich 
die  Durchgangsfläche  am  kleineren  Stücke,  wie  vorhin,  negativ:  an 
dein  grösseren  dagegen  ist  sie  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
ebenfalls  negativ  oder  zeigt  an  der  vorderen  Seite  des  ausgebildeten 
Hildes  noch  eine  positive  Zone. 

Werden  an  einem  ziemlich  dicken  Krystalle  auf  der  hinteren 
Seite  die  Durchgänge  ooP  angeschlagen,  so  erscheinen  die  Durch- 
gangsflächen nebst  der  von  ihnen  gebildeten  verticalen  Kante  positiv; 
bei  tafelförmigen  Krystallen  dagegen  zeigten  sich  diese  Durchgänge 
bei  einigen  negativ,  bei  anderen  positiv,  was  wohl  mit  ihrer  Lage 
im  ganzen  Krystalle  zusammenhängt, 

Krystall  Nr.  15. 

Die  Form  dieses  in  natürlicher  Grösse  abgebildeten  Krystalles 
ist  bereits  oben  S.  279  genauer  beschrieben  worden. 

Krystall  Nr.  4(5. 

Auch  die  Gestalt  dieses  Krystalles  findet  sich  oben  S.  278  näher 
angegeben.  Die  Zeichnungen  stellen  ihn  in  halber  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  47. 

Die  genauere  Beschreibung  seiner  Form  s.  oben  S.  279.  Die 
Projeclionen  sind  Fig.  f7  in  halber  Grösse  ausgefuhrl  worden. 

Auf  dem  mangelhaft  ausgebildeten  Theile  der  unteren  Fläche  OP 
zeigt  sich  negative  Glektricität. 

Krystall  Nr.  48. 

Der  Fig.  iS  ebenfalls  in  halber  Grösse  abgebildete  Krystall  ist 
ringsum  ausgebildet  mit  Ausnahme  des  hinteren  Hudes  der  Brach y- 
diagonale,  wo  sich  eine  unebene  Bruchflüehe  II  findet. 
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Krystall  Nr.  19. 

Ein  Krystall  von  ungefähr  6'“  Lünge,  Sä'"1  Breite  und  2""  Dicke 
zersprang  bei  sehr  starkem  Erhitzen  in  einige  grössere  und  zaldlo.se 
kleinere  Stücke.  Die  grösseren  Stücke  wurden  einer  genauen  Unter- 
suchung unterworfen,  und  ich  lasse  hier  die  Resultate  der  auf  den 
Durchgangs II iiclien  0 P bei  vier  derselben  gemachten  Beobachtungen 
folgen.  Zuvor  sei  noch  bemerkt,  dass  der  Krystall  vor  seinem  Zer- 
springen die  auf  den  früher  beschriebenen  Krystallen  Nr.  45 — 48 
beobachtete  elektrische  Vertheilung  zeigte;  es  waren  also  die  Kry- 
stalllliü'hen  OP  positiv,  ebenso  der  grösste  Theil  der  Flüchen  Jl’oo: 
negative  Elcktricitüt  fand  sich  nur  an  dem  vorderen  Endo  der  Bra- 
chydiagonalc  auf  tlen  schmalen  Flüchen  Poo  und  der  von  ihnen 
gebildeten  Kante ; auf  den  Flüchen  P oo  waren  nur  Spuren  von 
negativer  Spannung  wahrzunchmen , und  bei  einem  Versuche,  durch 
sehr  starke  Erhitzung  diese  Spannung  zu  steigern,  zersprang  der 
Krystall. 

I Auf  der  oberen  Seite  war  am  vorderen  Ende  eine  2,5"”"  dicke 
und  17”m  lange  Platte  abgesprungen;  dieselbe  trug  oben  die 
Krystallllüche  OP,  vorn  die  Flüche  $ Poo,  an  den  Seilen  die 
Flüchen  Poo  und  war  unten  von  dein  mit  OP  parallelen  Durch- 
gänge begrenzt.  Diu  obere  Krystallllüche  0 P nebst  der  vor- 
deren Flüche  J P oo  waren  positiv,  die  untere  Durchgaugsflüche 
OP  aber  negativ. 

2)  Ebenso  verhielt  sich  ein  gleichgestaltetes  Stück,  das  auf  der 
unteren  Seite,  gleichfalls  am  vorderen  Ende,  aus  der  Flüche  0 P 
herausgesprungen  war. 

3)  Ein  drittes  grösseres  Stück  von  1 2m”  Dicke  gehörte  ebenfalls  dem 
vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  an ; Fig.  49  stellt  seine 
Projection  (von  oben  gesehen)  nebst  den  auf  dieser  Seile 
beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar.  Am  vorderen  Ende 
trug  es  noch  die  von  den  Flüchen  Poo  gebildete  Kante.  Auf 
der  unteren  Seite  wurde  es  von  einer  Durchgangsflüche  U P 
begrenzt.  Die  obere  Flüche  0 P war  eine  Durchgangsflüche, 
von  welcher  sich  das  oben  unter  I beschriebene  Stück  abge- 
löst  hatte.  Die  oben;  Durchgangsflüche  0 P,  welche  also  2,5mm 
unter  der  ursprünglichen  Krystallllüche  gelegen  hatte,  zeigte 
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sich  positiv ; die  untere  Durchgangsfläche  0 P war  dagegen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

Spater  wurde  dieses  Stück  nochmals  parallel  dem  Durch- 
gänge OP  zersprengt;  die  obere  Platte  hatte  5"“,  die  untere 
7””  Dicke.  Die  untere  Üurchgangsfläche  am  oberen  Stücke 
war  überall  negativ,  die  obere  Durchgangsflache  am  unteren 
Stucke  dagegen  noch  überall  positiv. 

4)  Auf  der  oberen  Seite  des  ursprünglichen  Krystalles  war  ferner 
am  hinteren  Ende  ein  1 1 ,5mm  dickes  und  25m”  langes  Stück 
abgesprungen ; oben  trägt  dasselbe  also  die  Krystallflache  0 P, 
sowie  seitlich  die  Krystallflächen  Poo ; auf  der  unteren  Seite 
wird  es  von  dem  mit  OP  parallelen  Durchgänge  begrenzt.  Die 
.obere  Krystallflache  OP  ist,  wie  sonst,  positiv,  die  untere 
Durehgangsfläche  0 P dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
negativ. 

Krystal  I Nr.  50. 

Ein  6,5cm  langer,  2,7'"  breiter  und  1,8'"  dicker  Krystall  zer- 
sprang parallel  mit  dem  Durchgänge  OP  in  zwei  Stücke;  das  obere 
war  11““,  das  untere  7“”  dick.  An  dem  oberen  dickeren  Stücke 
zeigte  sich  die  untere  Durehgangsfläche  0 P , welche  Fig.  30  F in 
halber  Grösse  darstellt,  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv; 
nur  nach  hinten  zu  trat  eine  schmale  negative  Zone  auf.  Die 
obere  Durchgangsfläche  0 P an  dem  unteren  nur  7””  dicken  Stucke 
(Fig.  50  G)  war  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

K ry sta 1 1 Nr.  51. 

An  einem  sehr  klaren  Krystalle  von  4™  Länge  und  2'”  Dicke, 
der  die  gewöhnliche  elektrische  Vertheilung  der  Duftoner  Krystalle 
zeigte,  wurden  zuerst  die  beiden  Durchgänge  ooP  auf  der  hinteren 
Seite  angeschlagen,  so  dass  der  Krystall  noch  eine  Länge  von  2,7'“ 
behielt;  beide  Durchgänge  sammt  der  von  ihnen  gebildeten  verticalen 
Kante  waren  positiv. 

Darauf  wurde  der  Krystall  parallel  mit  dem  Durchgänge  OP 
zersprengt;  das  obere  Stück  war  8"”,  das  untere  12""  dick;  die 
Durchgangsfläche  0 P auf  der  unteren  Seite  des  oberen  Stückes 
(Fig.  51  F)  zeigte  überall  negative,  dagegen  die  obere  Durchgangs- 
fläche 0 P am  unteren  dickeren  Stücke  (G)  nur  auf  dem  hinteren 
Theilc  negative,  auf  dem  vorderen  aber  positive  Elektricität. 
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Kryslall  N r.  32. 

Ein  6,5'“  langer,  3,5r"  breitör  und  2,5''“  dicker  Kryslall,  dessen 
Projection  von  oben  gesehen,  in  Fig.  52  A in  halber  Grösse  abgebildet 
ist,  war  au  dein  vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  vollständig,  am 
hinteren  aber  nur  unvollkommen  ausgebildet  ; er  batte  daselbst  theil- 
weise  angesessen,  theils  war  ein  anderer  Kryslall  in  ihn  eingedrungen. 
Er  wurde  nach  der  punktirt  gezeichneten  Linie  u ß zerbrochen;  die 
einige  Absätze  enthaltenden  Bruchflächen  wurden  von  dem  Durch- 
gänge oo  I*  gebildet.  Die  Bruchllache  an  dem  vorderen  Stucke  war 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  die  andere  am  hinteren  Stucke 
befindliche  zum  grössten  Theile  negativ  ; nur  auf  ihrer  rechten  Seite 
in  der  Nabe  von  ß)  zeigte  sich  positive  ElektricitUt. 

Kryslall  Nr.  53. 

Die  Zeichnungen  Fig.  53  A und  ll  stellen  den  Hachen  tafelförmigen 
kryslall  Nr.  53  in  halber  Grösse  dar.  Auf  dem  rechten  und  linken  Bande 
sind  die  Flachen  l’oo  in  zahlreiche  feine  Spitzen  aufgelöst,  der  Kryslall 
erscheint  gevvissermassen  aus  feinen,  der  .Makrodiagonale  parallelen 
Fasern  zusammengesetzt ; infolge  dieser  Bildung  sind  die  beiden  Kry- 
slallllUchcn  oo  I*  I und  ooP,  4 so  wie  die  vorderen  Flachen  } Poo  matt. 
Die  mit  ooP,2  und  oo  I*  3 parallelen  Flachen  sind  (‘bene  Durchgänge. 
Die  Flachen  DP.  besonders  die  untere,  sind  au  manchen  Theilen, 
namentlich  infolge  des  Anliegens  anderer  Schworspallunassen , man- 
gelhaft ausgebildet. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  farblos  und  durchsichtig.  Die  elek- 
trische Erregung  ist  beträchtlich  starker  als  auf  den  Übrigen  Kry- 
stallen  dieses  Fundortes  und  eben  dies  gilt  auch  von  anderen  der- 
selben Krystalldruse  entnommenen  Bruchstücken. 

Wahrend  Ihm  dem  Fig.  53  altgebildeten  Krystalle  die  Durchgänge 
oo  P auf  der  hinteren  Seite  negativ  waren,  fanden  sich  dieselben  an 
einem  anderen  ähnlichen  Bruchstücke  zum  grössten  Theile  positiv. 

hj  Kri/stull  von  Freibery. 

Kryslall  Nr.  54. 

Der  Fig.  54  in  natürlicher  Grösse  altgebildele,  dem  Berliner  Mu- 
seum gehörige  Kryslall  ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale 
verbrochen,  und  stellt  eine  (Kombination  von 'OP,  }Poo.  Poo.  Poo. 

Abhindi,  d.  K.  S.  0***IUrb.  d.  WiitfDM'li.  XV.  Jjf 
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00P00,  ooP  und  P dar;  doch  finden  sich  die  Flüchen  ooP  und  P 
nur  auf  der  linken  Seite  des  vorderen  Endes.  Auf  der  rechten  Seite 
zeigt  die  vordere  Hälfte  der  horizontalen  Kante  des  Brachvdomas  Poo 
eine  Kerbung,  ähnlich  wie  sie  zuvor  bei  mehreren  Duftoner  Krystallen 
beschrieben  worden.  Die  farblose  Masse  dieses  Krvstalles  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  etwas  triiblich,  entwickelt  sieh 
aber  nach  dem  vorderen  ausgebildeten  Ende  hin  zu  hoher  Klarheit 
und  Durchsichtigkeit. 

Auf  den  Flüchen  Poo  tritt  die  negative  Elektricitüt  in  etwas 
grösserer  S türke  als  bei  vielen  Duftoner  Krystallen  auf. 


c)  Krystalle  aus  der  Auvergne. 

Die  Krystalle  aus  der  Auvergne  lassen  sich  der  Form  nach  in 
drei  Gruppen  (heilen,  die  jedoch  in  ihrem  elektrischen  Verhalten 
nicht  verschieden  sind.  Bei  allen  ringsum  ausgebildcten  Krystallen 
dieses  Fundortes  liegen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  untl  der  Makro- 
diagonale  positive,  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative 
Zonen. 

a)  Krystalle  mit  rectangulärem  basischen  Querschnitte. 

Die  Krystalle  dieser  ersten  Gruppe  werden  fast  nur  von  «len 
Flüchen  der  Gestalten  | Poo,  Poo  und  auch  wohl  OP  begrenzt;  in 
den  meisten  Füllen  treten  jedoch  die  Flüchen  0 P sehr  zurück  oder 
fehlen  auch  günzlich.  Alle  Krystalle  besitzen  in  der  Richtung  der 
Brachydiagonale  eine  grössere  Ausdehnung  als  in  der  Kichtung  der 
Makrodiagönale,  und  zeigen  sehr  gewöhnlich,  wie  schon  oben  S.  28 1 
erwähnt,  darin  eine  mangelhafte  Ausbildung,  dass  neu  angesetzte 
Schichten  sich  nicht  gleichförmig  über  die  ganze  Oberfläche,  sondern 
nur  an  bestimmten  Stellen  aufgelagert  haben.  Vorzugsweise  finden 
sich  solche  Auflagerungen  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale, 
welche  dieses  Ende  wie  ein  Schuh  umgeben;  alter  auch  auf  tlen 
Flüchen  des  Brachydomas  Poo  finden  sich  grössere  oder  kleinere 
aufgelagerte  Platten  bis  zur  Dicke  von  2m".  Hüufig  treten  dann  auf 
diesen  Auflagerungen  die  Flüchen  OP,  ooP  und  Poo  hervor. 

Die  Farbe  dieser  Krystalle  ist  graugclb  oder  gelblichbraun, 
wenig  durchsichtig  bis  schwach  durchscheinend.  Sümmtlichc  Kry- 
stalle  dieser  Gruppe  mit  Ausnahme  von  Nr.  Gl  sind  in  natürlicher 
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Grösse  dargeslellt ; Fig.  61  zeigt  dagegen  den  betreffenden  Krystall 
nur  in  lialber  Grösse. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flachen  OP  und  Poo  |M>sitiv, 
die  Flaclien  J Poo  negativ;  es  verbreitet  sich  aber  die  negative  Elek- 
tricitat  öfter  noch  Uber  die  den  Flachen  des  Makrodomas  .1  P oo 
benachbarten  Theile  des  Brachydomas  Poo.  Ein  Mal  fand  sich  auch 
in  der  Mitte  der  einen  horizontalen  Kante  dieses  Brachydomas  Poo 
(s.  Krystall  Nr.  39)  eine  abgesonderte  negative  Zone. 

Tritt  an  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  ausser  dem  Ma- 
krodoma 1 P oo  auch  noch  das  Makrodoma  Poo  (s.  Krystall  Nr.  36 
und  37)  auf,  so  zeigt  das  Ende,  wo  nur  die  Flachen  -J  Poo  sich 
finden,  eine  stärkere  negative  Elektricität  als  das  andere,  wo  die 
Flachen  beider  Makrodomen  vorhanden  sind. 

Eine  mangelhafte  Ausbildung  des  einen  Endes  der  Brachydia- 
gonalc  schwächt  daselbst  ebenfalls  die  negative  Polarität  (Krystall 
Nr.  60).  Werden  an  dem  hinteren  verbrochenen  Ende  eines  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  ziemlich  langem  Krystalles  die  mit 
ooP,2  und  oo P, 3 parallelen  Durchgänge  angeschlagen,  so  erscheinen 
diese  DurcligangsflUchen  (Krystall  Nr.  62  und  63)  noch  grossentheils 
negativ;  doch  treten  auch  bereits  positive  Stellen  auf,  und  zwar  in 
um  so  grösserer  Ausdehnung,  je  naher  die  Durchgangsflachen  dem 
ausgcbildetcn  Ende  der  Makrodiagonale  liegen. 

Bildet  bei  einem  kurzen  Bruchstücke,  welches  vorn  die  Flachen 
} P oo  trägt , am  hinteren  Ende  nur  eine  mit  oo  P parallele  Durch- 
gangsflache die  Begrenzung,  so  erscheint  diese  Fläche  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  positiv.  Wird  ein  am  hinteren  Ende  der  Dia- 
gonale angewachsen  gewesener  Krystall  in  seiner  Mitte  nach  einem 
mit  oo P parallelen  Durchgänge  zerbrochen,  so  zeigt,  im  Einklangt! 
mit  dem  eben  Angeführten,  die  am  hinteren  Ende  des  vorderen 
Stuckes,  welches  das  ausgebildete  Ende  der  Makrodiagonale  trügt, 
entstandene  Durchgangsflache  ooP  positive,  dagegen  die  an  dem  hin- 
teren Stücke  durch  diesen  Bruch  hervorgetretene  Durchgangsflache 
negative  Elektricität. 

Als  ein  Auvcrgner  Krystall  dieser  Gruppe  (Nr.  63)  parallel  dem 
Durchgänge  0 P in  zwei  Stücke  von  sehr  verschiedener  Dicke  zer- 
sprengt wurde,  so  besass  die  am  dünneren  Stücke  entstandene  Durch- 
gangsflUchc  OP  negative,  die  am  dickeren  entstandene  aber  positive 
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Elcktricitül.  Ging  die  Spalt ungsfläche  Nr.  öi  näher  durch  die  Mitte, 
so  dass  der  Unterschied  in  der  Dicke  beider  Stücke  geringer  wurde, 
so  zeigte  die  Spaltungsfläche  0 1*  an  dem  etwas  dickeren  Stücke  last 
überall  |K»si(ive  Eleklrieiläl ; nur  an  dem  vorderen  linde  neben  der 
Rryslalllläche  } Poo  erschien  eine  schmale  Zone  negativer  Elektri- 
cität;  auf  der  entsprechenden  Durchgangsfläche  des  dünneren  Stückes 
erweiterte  sich  diese  negative  Zone  bis  zur  Mitte,  so  dass  nur  der 
hintere  Tlieil  positive  Spannung  darbot. 

Krystall  Nr.  55. 

Der  Krystall  Nr.  5»  gehört  der  Freiberger  Sammlung ; seine 
untere  Fläche  OP  ist  infolge  unvollkommener  Ausfüllung  durch  einen 
von  den  Flächen  ! P oo  gebildeten  einspringenden  Winkel  in  zwei 
ziemlich  gleich  grosse  Hälften  getrennt.  Veranlasst  ist  diese  Bildungs- 
weise wahrscheinlich  durch  einen  an  dieser  Stelle  quer  eingewach- 
senen anderen  Schvverspathkrystall.  In  dem  vorderen  Theile  der 
linken  oberen  Fläche  des  Brachydomas  Poo  zeugen  sich,  wenn  gleich 
nur  sehr  wenig  hervortretend  die  Köpfe  zweier  kleinen  Sclnverspatli- 
kr\ stalle,  welche  in  den  grossen  in  abweichender  Lage  eingewachsen 
sind,  und  es  könnte  ihr  Einwachsen  wohl  die  daselbst  beobachtete 
kleine  negative  Zone  bedingt  haben.  An  den  hier  und  da  auf- 
gelegten Platten  linden  sich  ausser  den  Flächen  .;  P oo  auch  die 
Flächen  Poo- 

Die  Masse  des  Kryslallcs  ist  ziemlich  unrein. 

Kr)  stall  Nr.  .'>6. 

Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  ö6)  zeigt  s.  oben 
S.  280  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  die  Flächen  ,!  Poo  und 
Poo,  während  am  vorderen  nur  die  Flächen  .]  Poo  auftreten;  die  ge- 
nannten Flächen  am  hinteren  Ende  besitzen  einen  sehr  geringen,  am 
vorderen  Ende  aber  einen  starken  Glanz.  Das  hintere  Ende  ist  schwächer 
elektrisch  als  das  vordere. 

Krysta  1 1 Nr.  57. 

Auch  dieser  gleichfalls  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall 
zeigt  am  hinteren  Ende  der  Brach)  diagonale , welches  die  Flächen 
J-Poo  und  Poo  trägt,  eine  geringere  Stärke  der  negativen  Elektrieität 
als  am  vorderen,  auf  welchem  nur  die  Flächen  { Poo  auftreten. 
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K P j s l a 1 1 Nr.  58. 

Der  Krystall  Nr.  58,  gleichfalls  an  beiden  Enden  der  Brachy- 
diagonale  ausgebildet , tragt  an  beiden  die  Flachen  {Poo  und  Poo; 
doch  ist  das  hintere  Ende  durch  einen  anderen  kleinen  in  schiefer 
Richtung  sich  eindrangenden  Schvverspathkrystall  in  zwei  überein- 
ander liegende  Schneiden  aufgelöst.  Die  linke  untere  Flüche  des 
Brachydomas  Poo  ist  fast  zur  Hälfte  mit  braunem  Eisenoxydhydrate 
überzogen. 

Krvstall  Nr.  59. 

Der  dem  Würzburger  liniversitätsmuseuin  gehörige  Krvstall  Nr.  23 
ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  nur  unvollkommen  aus- 
gebildet. 

In  der  Mitte  der  rechten  oberen  Flache  des  Brachydomas  Poo 
zeigt  sich  innerhalb  der  j>ositiven  Zone  eine  negative  Stelle ; es  ist 
daselbst  am  Krvstall  äusserlich  kein  Anzeichen  sichtbar,  aus  welchem 
man  auf  eine  solche  Störung  seldiessen  könnte. 

K rysla II  Nr.  60. 

Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  dieses  Krystalles  ist  sehr 
unvollkommen  ausgebildet;  nur  auf  der  oberen  Seite  sind  zwei  kleine 
Reste  der  Fläche  £ P oo  sichtbar,  während  auf  der  unteren  eine  rauhe 
mit  braunem  Eisenoxydhydrate  überzogene  Flache  sich  findet. 

K ry s tal  1 N r.  6t . 

Der  Krystall  Nr.  61  ist  auf  der  rechten  Seile  unvollkommen  aus- 
gebildet ; er  wird  daselbst  von  einer  sehr  unebenen  F'läche,  welche 
angelegen  zu  haben  scheint  und  sich  nach  hinten  in  eine  Art  Kry- 
stallfläche  oo P 2 fortsetzt,  begrenzt.  Die  am  vorderen  Ende  neben 
die  Projection  gezeichnete  Fläche  oo  P t ist  eine  angeschlagene  Durch- 
gangsfläche. 

Krystall  Nr.  69. 

An  diesem  dem  Halle’schen  Museum  gehörigen  Krystalle  ist  das 
hintere  Ende  der  Brachydiagonale  durch  zwei  angeschlagene  Durch- 
gangsflächen ooP,2  und  ooP  3 begrenzt. 

Kr ysla  II  Nr.  63. 

Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  war  von  einer  unebenen 
Durchgangsfläche  oo  P(2  begrenzt.  In  Fig.  63  sind  die  auf  dieser 
Fläche  gemachten  Beobachtungen  eingetragen ; dieselbe  war  negativ 
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mit  Ausnahme  einer  ungefähr  in  der  Mitte  liegenden  Stelle,  welche 
positive  Spannung  besass.  Später  wurde  in  einer  mit  dem  Durch- 
gänge 00P,  3 parallelen  Fläche  die  hintere  Hälfte  desKrystalles  abge- 
schlagen, und  dann  auf  der  aui  vorderen  Tlieile  gebildeten  Fläche 
oo  P, 3 überall  positive  Spannung  gefunden. 

Darauf  wurde  der  Kryslall  parallel  dem  Durchgänge  0 P zer- 
sprengt. Die  beiden  Stücke  hatten  sehr  verschiedene  Dieken;  die  am 
dickeren  Stucke  entstandene  Durchgangsfläche  0 P war  positiv , die 
am  dünneren  entstandene  am  vorderen  Ende  negativ;  diese  negative 
Elektricität  nahm  nach  hinten  zu  ab,  so  dass  der  hintere  Rand  der 
Durchgangsfläche  unelektrisch  erschien.  Uebrigens  sei  noch  bemerkt, 
«lass  die  Spaltung  nicht  in  einer  Ebene  erfolgt  war,  sondern  in 
einigen  Absätzen,  infolge  dessen  das  kleinere  Stück  nach  hinten 
zu  dicker  wurde. 

Kryslall  Nr.  6i. 

Ein  18““  dicker  Kryslall,  der  die  gewöhnliche  elektrische  Yer- 
thcilung  zeigte,  wurde  parallel  dem  Durchgänge  OP  zersprengt;  die 
Dicke  des  oberen  Stückes  betrug  im  Mittel  10,  die  des  unteren  8"”. 
Fig.  64  F stellt  die  auf  der  Durchgangsfläche  am  oberen  dickeren 
Stücke,  und  G die  auf  der  Durchgangsfläche  am  unteren  dünneren 
Stucke  beobachtete  elektrische  Vertheilung  dar.  Auch  bei  diesem 
Krystallc  war  der  Sprung  nicht  eben,  sondern  in  zwei  Absätzen 
erfolgt , so  dass  er  nach  hinten  zu  der  Mitte  des  Krystalles  näher 
lag,  die  Dicke  des  unteren  dünneren  Stückes  also  hinten  etwas 
grösser  war  als  vorn. 

Krystall  Nr.  65. 

Der  F'ig.  65  nur  in  der  oberen  Projeclion  abgebildete  Krystall 
war  am  hinteren  Ende  der  Bracbydiagonale  von  einer  rauhen,  mit 
Eisenoxydhydrat  bedeckten  Fläche  begrenzt.  Diese.  Fläche  zeigte 
schwache  negative  Elektricität.  Der  Krystall  wurde  nach  der  Richtung 
aß  parallel  mit  dem  Durchgänge  ooP  zerbrochen.  Die  Spaltungsfläche 
am  vorderen  Stücke  war  positiv,  die  Spaltungsfläche  am  hintern  Stucke 
aber  negativ. 
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6)  Krystaile  mit  sechseckigem  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  ver- 
längerten basischen  Querschnitte. 

Ausser  den  Flachen  OP,  Poo  und  { P oo  treten  bei  den  Krystallen 
dieser  Gruppe  noch  die  Flüchen  oo  P in  ziemlicher  Grösse  auf.  Die 
elektrische  Erregung  derselben  ist  stark,  besonders  erscheint  die 
negative  Elektricitüt  auf  den  Flüchen  oo  P mit  grosser  Intensität, 
lebrigens  ist  die  elektrische  Vertheilung  dieselbe  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Gruppe.  Die  Zeichnungen  Fig.  66  und  67  stellen  die 
betreffenden  Krystaile  in  halber  Grösse  dar. 

Kryslall  Nr.  66. 

Der  Krvstall  scheint  ziemlich  vollständig  zu  sein,  ist  aber  an 
dem  hinteren  Ende  der  Diagonale  mangelhaft  ausgebildet.  Letzteres 
gilt  auch  von  der  linken  Hiilfte  der  unteren  Flüche  0 P und  der  be- 
nachbarten Flüche  Poo.  Auf  der  linken  Seite  vorn  findet  sich  eine 
einzelne  Flüche  von  P. 

Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  erscheint  noch  negativ, 
wenn  auch  schwächer  als  das  vordere,  wo  der  Krystall  zu  grösserer 
Vollendung  gelangt  ist. 

Krystall  Nr.  67. 

Das  hintere  Ende  des  Krystalles  wird  von  zwei  mit  ooP,  2 und 
oo P 3 parallelen  Durchgängen  begrenzt;  sie  erscheinen  positiv,  weil 
sie  tiefer  in  die  Masse  des  gesammten  Krystalles  eingedrungen  sind. 
Die  Flüche  oo  P,  V am  vorderen  Ende  ist  eine  Krystall  fläche,  oo  P,1 
dagegen  ein  angeschlagener  Durchgang. 

c)  Krystaile  mit  sechseckigem  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  ver- 
längerten Quorsohnitte. 

Die  Krystaile  dieser  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flüchen 
} l’oo  und  ooP.  und  auch  wohl  OP  begrenzt,  zu  denen  untergeordnet 
noch  die  Flüchen  Poo,  oo  Poo  und  |Poo  hinzulreten.  Sie  ahmen 
daher  die  Gestalt  nach,  welche  wir  in  der  ersten  Abtheilung  ange- 
Iroffen  haben;  indess  ist  die  Bildungsweise  doch  eine  andere  gewesen 
als  in  jener  Abtheilung;  sie  sitzen  nämlich  entweder  auf  einem  Stiele, 
der  einen  Krystall  der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form 
darstellt  und  sich  dann  regelmässig  weiter  zu  einer  nach  der  Makro- 
diagonale verlängerten  Gestalt  entwickelt;  oder  wenn  ein  solcher  Stiel 
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aussen  nicht  mehr  sichtbar  ist . so  findet  sich  irn  Innern  ein  Kern 
der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form,  um  welchen  sich  dann 
die  Entwickelung  weiter  fortgesetzt  hat.  Der  Stiel  oder  Kern  Uber-  , 

trögt  nun  seine  Eigenschaften  auf  den  ganzen  Krvstall. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Krvstallen  stimmt  daher 
mit  den  auf  den  Übrigen  Auvergner  Krvstallen  beobachteten  überein; 

<1.  h.  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  .Makrodiagonale  lindet 
sich  positive,  an  den  Enden  der  Brachy diagonale  negative  Elektriciläl. 

Eine  Abweichung  muss  aber  durch  den  Umstand  bedingt  werden, 
dass  die  Flachen  Poe  bei  ihnen  eine  viel  geringere , dagegen  die 
Flachen  oo  P eine  grössere  Ausdehnung  besitzen  als  bei  den  Krvstallen 
unter  a ; infolge;  dessen  erscheint  die  positive  ElcktriciUU  auf  den 
Flächen  oo  P in  der  Nahe  der  verticalen  makrodiagonalen  Kanten. 

Von  der  elektrischen  Y'ertheilung  auf  den  Krvstallen  der  ersten  Ab- 
theilung unterscheidet  sich  die  Vertheilung  auf  den  vorliegenden 
Krvstallen  bei  wesentlich  gleicher  äusserer  Form  dadurch,  dass  Ihm 
ihnen  die  Flächen  0 P oder  die  an  ihre  Stelle  getretenen  Kanten 
der  Flachen  { P oo  nebst  den  anliegenden  Theileu  eben  dieser 
Flächen , und  ebenso  die  von  den  Flächen  oo  P an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  gebildete  vertieale  Kante  nebst  den  anliegenden  Theilen 
der  Flächen  oo P positiv  sind,  während  bei  einem  vollständig  ausge- 
bildeten Krystalle  der  ersten  Abtheilung  die  Flächen  0 P nur  in  der 
Mitte  positiv,  die  an  den  Endpunkten  der  .Makrodiagonale  befindlichen 
verticalen  Kanten  nebst  den  anliegenden  Theilen  der  Flächen  oo  I’ 
aber  negativ  sind.  Bei  den  Kryslallen  der  vorliegenden  Gruppe 
wächst  auf  den  Flächen  oo  P die  positive  Elektricität  nach  den  Enden 
der  Makrodiagonale  hin.  bei  den  gleirhgcstalleten  Kryslallen  der  ersten 
Abtheilung  niuunl  sie  dagegen  in  dieser  Richtung  ab. 

YY' erden  an  einem  Krystalle  dieser  Gruppe  die  beiden  mit  oo P 3 
und  oo  P,  i parallelen  Durchgänge  in  gleicher  Grösse  angeschlagen, 
so  bleibt  die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Flächen  in  Bezug 
ihrer  Qualität  dieselbe,  wie  auf  den  früheren  ihnen  entsprechenden 
Krvstallflächen. 

YVird  ein  solcher  Kryslall  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem  Durch- 
gänge OP  zersprengt,  so  erscheinen  die  Durchgangstlächen  an  beiden 
Stucken  positiv;  diese  positive  Polarität  nimmt  nach  den  Enden  der 
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Brachydiagonale  hin  ab,  und  gehl  an  diesen  Enden  auch  wohl  in 
schwache  negative  Uber. 

Die  Krystalle  Nr.  68.  69  und  72  sind  in  natürlicher,  die  Krystalle 
Nr.  70  und  71  in  halber  Grösse  dargestellt.  .4  und  B bezeichnen  die 
beiden  Projectionen,  D und  B die  Netze  der  an  den  Endpunkten  der 
.Makrodiagonale  liegenden  Flachen  oo  P.  C das  vollständige  Netz. 

K ry sla II  Nr.  68. 

Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  trügt  noch  den  Stiel, 
auf  welchem  er  sich  ausgebildet  hat.  Der  grosse  Krystall  liegt  mit 
seinen  Axen  genau  parallel  den  A\en  des  kleinen  als  Stiel  fungirenden. 

K rysta  II  Nr.  69. 

Der  Stiel  ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  dicht  am 
grossen  Krystalle  abgebrochen.  Die  Axen  des  Stieles  und  des  auf 
ihm  gewachsenen  Krystalles  liegen  ebenfalls  parallel. 

Der  Krystall  gehört  gleichfalls  dem  Berliner  Museum. 

K ry  sla  II  Nr.  70. 

Der  dem  Halle’schen  Museum  entliehene  Krystall  Nr.  70  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  mangelhaft  ausgebildet  und  ver- 
letzt; er  hat  daselbst  angesessen. 

krystall  Nr.  71. 

Der  Krystall  Nr.  71  ist  auf  der  hinteren  Seite  der  Brachydia- 
gonalc  angewachsen  gewesen;  von  da  aus  dringt  in  denselben  ein 
Kern  der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form  ein.  von  welchem 
grössere  Theile  der  Flüchen  Poo  auf  der  linken  Seite  's.  Fig.  71  /s  in  aßyfi 
sichtbar  werden.  Die  linke  Seite  ist  nümlich  etwas  uneben  nach  dem 
mit  oo  P oo  parallelen  Durchgänge  verbrochen  und  aus  dieser  Durch- 
gangsflüche  ragt  scharf  ausgcbildel  ein  Theil  {aß yd)  der  seitlichen 
horizontalen  Kante  ßfl  des  Brachydoinas  Poo  hervor. 

K rysta II  Nr.  72. 

Der  Fig.  72  C in  seinem  Netze  ahgebildete  Krystall  gehört  dem 
Berliner  Museum.  Wahrend  die  Flüchen  oo  P,  1 und  ooP,  2 natürliche 
Krystallflüchen  waren . bestanden  die  beiden  anderen  Seitenflüchen 
oo  P 3 und  ooP.i  aus  Durchgangen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Bruchstücke  glich  der  auf 
den  vollständigen  Krystallen  beobachteten. 
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Spüler  zersprang  dasselbe  parallel  mit  dem  Durchgänge  01*  in 
zwei  nahe  gleich  grosse  Stücke;  die  beiden  Durchgangsflüchen  waren 
positiv,  in  abnehmender  Starke  nach  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale.  An  diesen  linden  selbst  ging  auf  «lern  etwas  dünneren  Stücke 
die  positive  Polarität  in  schwache  negative  Uber. 


III.  Allgemeine  Folgerungen  ans  den  vorstehenden  Beobachtungen. 

I.  D'ic  thermoelektrischen  Erscheinungen  bei  den 
Schwer  spalhkrystallen. 

Uebcrblicken  wir  die  im  vorhergehenden  Abschnitte  11.  mitge- 
ihcilten  Beobachtungen  Uber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des 
Schwerspathes,  so  zeigen  dieselben  allerdings  grosse  Verschiedenheiten 
in  dem  Verhallen  dieser  Krystalle,  die  sogar  soweit  gehen  können, 
dass  bei  den  an  dem  einen  Ende  verbrochenen  Krystallen  selbst  bei 
nahe  oder  ganz  übereinstimmender  äusserer  Form  auf  ihren  gleich- 
namigen Krystallflächen  gerade  die  entgegengesetzten  Eleklricitäten 
beobachtet  werden.  Es  möge  genügen,  hier  nur  einige  Krystalle 
einander  gegenüber  zu  stellen. 

Vergleichen  wir  z.  B.  den  Krystall  Nr.  27  mit  dem  Krystall 
Nr.  67 , deren  äussere  Formen  im  Ganzen  Ubereinstimmen  und  nur 
dadurch  verschieden  sind,  dass  ersterer  am  makrodiagonalen,  letzterer 
aber  am  brachydiagonalen  Ende  abgebrochen  ist , so  zeigt  ersterer 
an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makrodiagonale  negative,  an 
den  Enden  der  Braehydiagonale  aber  positive  Elektricität , während 
letzterer  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  .Makrodiagonale  posi- 
tive, an  den  Enden  der  Braehydiagonale  aber  negative  Polarität 
darbietet. 

Bei  den  beiden  Krystallen  Nr.  20  und  Nr.  38  ist  die  äussere 
Form  übereinstimmend;  beide  werden  von  den  Flächen  OP  und  ooP 
(unter  welchen  letzteren  Flächen  nur  eine  ein  Durchgang  ist)  be- 
grenzt . und  doch  findet  sich  bei  Nr.  20  auf  den  Flächen  0 P nega- 
tive und  auf  den  Krystallflächen  ooP  positive  Spannung,  dagegen  bei 
Nr.  38  gerade  umgekehrt  auf  den  Flüchen  0 P positive  und  auf  den 
Krystallflächen  ooP  negative  Elektricität. 

Trotz  aller  dieser  Verschiedenheiten  liegt  aber  doch  der  elektri- 
schen Vertheilung  auf  allen  Schwerspathkrystallen  eine  und  dieselbe 
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ursprüngliche  Form  zu  Grunde,  und  die  beobachteten  Abweichungen 
und  selbst  Gegensätze  sind  nur  durch  die  Art  der  Bildung  und  durch 
das  Auftreten  verschiedener  Krystallformen  bedingt.  Von  jener  über- 
einstimmenden Grundlage  überzeugt  man  sich  leicht  durch  die  Ver- 
gleichung der  elektrischen  Vertheilungen  auf  den  vollständig  ausge- 
bildeten  Krystallen  der  ersten  Abtheilung  Nr.  1 , 2 und  3 mit  dem 
ebenfalls  ringsum  von  natürlichen  Krystallflächen  begrenzten  Krystallc 
der  zweiten  Abtheilung  Nr.  32.  Auf  den  Krystallen  beider  Abthei- 
lungen sind  die  Enden  der  liauptaxe  positiv,  die  Enden  der  beiden 
Diagonalen  der  Basis  negativ  und,  um  einen  kurzen  Ausdruck  zu 
gebrauchen,  die  Enden  der  in  der  Basis  liegenden  Zwischenaxen 
wieder  positiv. 

Entsprechend  der  Art  der  Bildung  sind  aber  die  Ausdehnungen 
der  positiven  und  negativen  Zonen  auf  den  Krystallen  der  beiden 
Abtheilungen  verschieden. 

Durch  das  Wachsthum  der  Krystallc  der  ersten  Abtheilung  in 
der  Richtung  der  .Makrodiagonale  haben  die  an  den  Enden  dieser 
Diagonale  gelegenen  negativen  Zonen  an  Ausdehnung  gewonnen,  und 
verbreiten  sich  nicht  blos  über  die  von  den  Flächen  ooP  gebildeten 
vertiealen  Kanten  und  die  diesen  Kanten  benachbarten  Streifen  der 
Flächen  ooP,  sondern  besonders  auch  über  die  anliegenden  Theile 
der  Flächen  OP,  so  dass  die  positive  Polarität  auf  diesen  Flächen 
gewöhnlich  auf  die  Mitte  derselben  beschränkt  bleibt.  Andererseits 
dehnen  sich  die  positiven  Zonen  der  den  vorhingenannten  Zwischen- 
axen entsprechenden  Flüchen  ooP  Uber  die  anliegenden  Theile  der 
Flächen  { P oo  und  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  aus. 

ln  der  zweiten  Abtheilung  dagegen,  in  welcher  das  Wachsthum 
in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt  ist,  breitet  sich  die  posi- 
tive Elektricität  Uber  die  Flächen  0 P aus,  so  dass  dieselben  entweder 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen  zeigen,  oder  höch- 
stens an  ihren  Rändern  eine  schwache  negative  Polarität  annehmen. 
Als  Gompensation  für  diese  grössere  Ausdehnung  der  positiven  Elek- 
tricität auf  den  Flächen  OP  tritt  dann  bei  den  Krystallen  der  zweiten 
Abtheilung  die  positive  Polarität  auf  den  Flächen  oo  P mehr  zurück, 
und  es  breitet  sich  die  negative  auf  ihnen  weiter  und  überhaupt  in 
anderer  Weise  aus,  als  bei  den  Krystallen  der  ersten  Abtheilung. 

ln  diesen  Vertheilungen  entstehen  nun  aber  durch  Aenderungen 
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in  der  Ausdehnung  der  Flächen  der  verschiedenen  Krvstallgeslalten 
mannichfache  Modificationen. 

Ich  wende  mich  zunächst  zu  den  Kryslallen  der  ersten  Ahthei- 
lung,  deren  Wachslhum  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  statt- 
gefundcn  hat. 

Schon  zuvor  habe  ich  erwähnt,  dass  durch  das  Wachsen  nach 
der  Makrodiagonale  die  an  den  Enden  derselben  gelegenen  nega- 
tiven Zonen  sich  verstärken,  und  sich  namentlich  Uber  die  an  diesen 
Enden  gelegenen  Theile  der  Flächen  0 I’  ausbreiten.  Treten  an 
diesen  Enden  die  Flächen  Poo  in  so  geringer  Grösse  auf,  dass  sie 
noch  nicht  zum  Durchschnitte  kommen,  so  fallen  sie  in  die  negative 
Zone,  welche  sich  von  den  Flächen  OP  über  die  Flächen  Poo  nach 
der  von  den  Flächen  ooP  gebildeten  verbeulen  Kante  hinzieht.  Ver- 
grössem  sich  die  Flächen  Poo  so  weil,  dass  sie  am  Ende  der  Makro- 
diagonale  in  einer  horizontalen  Kante  zum  Durchschnitte  kommen,  so 
verbleiben  sie  noch  negativ  sammt  der  von  ihnen  gebildeten  Kante, 
solange  die  Flächen  ooP,  auf  denen  sich  die  positive  Elektricität 
entwickelt,  noch  eine  hinreichende  Grösse  bewahren  'Nr.  27) ; treten 
jedoch  die  Flächen  oo  P mehr  zurück,  so  beginnt  die  von  den  Flächen 
Poo  gebildete  horizontale  Kante  in  ihrer  Mitte  unelektrisch  zu  werden 
(Nr.  26)  und  geht  dann  daselbst  ins  Positive  über  (Nr.  25).  Nehmen 
die  Flächen  oo  P noch  weiter  an  Grösse  ab,  so  verbreitet  sich  die 
positive  Zone  von  der  Mitte  jener  Kante  aus  auf  den  sie  bildenden 
Flächen  Poo  Nr.  22,  23.  24)  und  nimmt  zuletzt  fast  die  ganzen 
Flächen  Poo  und  selbst  noch  Theile  der  Flächen  OP  ein  (Nr.  28,  29. 
30,  31).  Ist  die  von  Poo  gebildete  Kante  durch  eine  Fläche  ooPco 
abgestumpft  Nr.  22,  23,  24  . so  zeigt  diese  Fläche  selbstverständlich 
ebenfalls  positive  Polarität. 

Bei  den  Krv  stallen  der  ersten  Abtheilung  sind  ferner  die  Flächen 
oo  P wesentlich  positiv  ; nur  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
gelegene  gewöhnlich  schmale  Streifen  sind  negativ,  und  auf  dem 
übrigen  grösseren  Flächenslücke  wächst  die  positive  Spannung  von 
der  Makrodiagonale  nach  der  Brachydiagonale  hin.  Je  mehr  sich 
daher  diese  Flächen  oo  P dem  Ende  der  Brachydiagonale  nähern, 
um  so  mehr  wird  hier  die  negative  Elektricität  verdrängt,  und  ver- 
schwindet ganz,  wenn  die  Flächen  ooP  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale selbst  zum  Durchschnitte  kommen  oder  ihr  Durchschnitt 
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durch  die  Flüche  oo  I*  oo  abgestumpft  wird.  Dafür  verschwindet  dann 
andererseits  die  positive  Zone  auf  der  Flüche  OP,  die  also  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  negativ  erscheint  Nr.  17 — 21). 

Wenn  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  neben  den  Flüchen 
J Poo  noch  die  Flüchen  l’oo  Nr.  22 — 24)  auftreten,  so  scheint  bereits 
das  Stumpferwerden  der  an  den  Enden  der  Bruchs  diagonale  befind- 
lichen horizontalen  Kante  die  Ausbreitung  der  positiven  Elektrieilüt 
von  den  Enden  der  .Makrodiagonale  her  Uber  diese  Flüchen  zu  l>e- 
gUnstigen. 

Bei  den  Krystallen  der  zweiten  Abtheilung  nehmen  ebenso  wie 
die  Flüchen  OP,  welche  |>ositiv  erscheinen,  auch  die  Flüchen  oo P 
eine  andere  elektrische  Beschaffenheit  an ; auf  ihnen  wüchst  die 
Intensität  der  elektrischen  Spannung  gerade  umgekehrt,  wie  in  der 
ersten  Abtheilung,  nach  der  Brachydiagonale  hin  in  negativem  Sinne. 
Diese  Flüchen  oo  P können  auf  den  Krvstallen  dieser  Abtheilung  von 
nahe  rhombischem  Querschnitte  entweder  ganz  negativ  erscheinen, 
oder  wenn  positive  Zonen  auf  ihnen  noch  hervortreten,  so  müssen 
solche  nach  den  Enden  der  .Makrodiagonalc  hin  liegen. 

Wenn  die  Krystalle  ihre  rhombische  Form  verlieren,  und  in  nach 
der  Brachydiagonale  verlüngerle  Sttulen  übergeben,  so  tritt  auf  den 
Flüchen  oo  P selbst  1km  beträchtlicher  Grösse  Nr.  titi  und  67  die  negative 
Elektrieilüt  auf.  Dagegen  verbreitet  sich  die  positive  Polarität  von  den 
Flüchen  OP  über  die  Flüchen  Poo  Nr.  55  und  IV.  . Verschwinden  die 
Flüchen  0 P günziieh , so  erscheint  die  positive  Elektrieilüt  dann  auf 
den  Flüchen  Poo,  und  die  negative  Spannung  der  Flüchen  } Poo 
greift  öfter  auf  die  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegenden 
Theile  dieser  Flüchen  Poo  (Nr.  36.  37,  38,  60  über. 

Nähert  sich  die  Form  der  Auvergner  Krystalle  (Nr.  68 — 72  1 ; 
durch  eine  vergrösserte  Dimension  der  Makrodiagonale  wieder  den 
Formen  der  ersten  Abtheilung,  so  erhält  die  negative  Polarität  an 
den  Enden  der  Brachydiagonale  hinreichenden  Baum  zu  ihrer  Ent- 
wickelung auf  den  grossen  Flüchen  l Poo  Auf  den  Flüchen  oo P tritt 
dann  nur  auf  den  Thcilen,  welche  an  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale liegen,  negative  Elektrieilüt  hervor,  die  nach  den  Enden  der 
Makrodiagonale  hin  in  eine  positive  übergeht;  es  nimmt  also  auf 
diesen  Flüchen  die  Spannung  im  negativen  Sinne  von  der  Brachydia- 

‘ lieber  ihre  Bildung  s.  oben  S.  325  und  3<<i. 
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gonale  nach  der  Makrodiagonale  hin  (ebenso  wie  auf  Nr.  33. 39,  VO  u.  s.  w. 
ab;  und  es  kann  sonach  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  durchaus 
keine  negative  Spannung  erscheinen,  wie  dies  hei  den  Kristallen  der 
ersten  Ahthcilung  der  Kall  ist,  wo  aber  auch  die  Kittchen  ce  I’  einen 
anderen  Charakter  haben,  indem  auf  ihnen  die  elektrische  Spannung 
in  negativem  Sinne  in  der  zuvor  angegebnen  Richtung  wächst. 

Bei  manchen  tafelförmigen  Dufloner  Krystallen  haben  wir,  um 
cs  kurz  auszudrucken,  eine  Vereinigung  beider  Bildungsweisen.*)  Be- 
trachten wir  den  Krystall  Nr.  53,  so  finden  wir  ihn,  während  sein 
Wachsthum  im  Grossen  nach  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt 
ist , aus  lauter  feinen  der  Makrodiagonale  parallelen  Käsern , deren 
Knden  auf  den  Flächen  Poo  und  oo  P deutlich  sichtbar  sind,  zusam- 
mengesetzt ; daher  erscheinen  bei  ihm  die  Flächen  oo  P wieder  positiv 
und  die  Kittchen  Poo  negativ.  Verschwindet  diese  faserige  Bildung 
mehr  oder  wird  die  Dimension  nach  der  Makrodiagonale  kleiner,  so 
dass  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  vorwaltet,  so  treten 
die  Kittchen  ooP,  die  dann  glatt  sind  und  nicht  mehr  als  ein  in  einer 
Ebene  liegendes  Aggregat  von  KaserkOpfen  erscheinen,  wieder  in  das 
Bereich  der  am  Ende  der  Brachydiagonale  vorhandenen  negativen 
Zone  (Nr.  45).  Dass  aber  stets,  auch  bei  den  dickeren  und  nach 
der  Brachydiagonale  gestreckten  Krystallen  in  einem  gewissen  Grade 
jene  der  Makrodiagonale  parallel  laufende  Kaserung  existirt,  bezeugen 
die  gekerbten  seitlichen  Ränder,  die  sehr  hiiulig  anstatt  der  von  den 
Flächen  Poo  zu  bildenden  Kante  auftreten  Nr.  45  und  46).  Ver- 
langt diese  letztere  Bildung  auf  den  Kittchen  Poo  eine  negative  Span- 
nung, so  ruft  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  auf  dien 
diesen  Stellen  positive*  hervor;  als  Resultat  beider  Einflüsse  erscheinen 
die  Flächen  Poo  gewöhnlich  sehr  schwach  negativ,  häufig  ganz 
unelektrisch  und  nur  höchst  selten  schwach  positiv. 

Mit  der  negativen  Beschaffenheit  der  sehr  grossen  Flächen  Poo 

*)  Auch  von  den  Krystallen  Nr.  30  und  31  Hesse  sich  ein  Gleiches  aus- 
sagen  ; die  Beschaffenheit  «1er  Hilden  der  Makrodiagonale  sowie  ihre  Anwachsung 
zeigte  ein  VVachsthum  in  dieser  Richtung  , während  die  Gesammtgestalt  durch  das 
vergrösserte  Auftreten  der  Flächen  Poo  sich  den  Formen  der  Auvcrgner  und  Duf- 
toner  Kryslalle  nähert.  Haben  wir  in  diesem  (es  mögt1  der  Ausdruck  gestattet 
sein)  Wettstreite  zweier  Bildungsweisen  den  Grund  für  das  eigeiithümliclie  Ver- 
halten der  beiden  Flächen  OP,  sowie  der  auf  den  Flächen  JPoo  beobachteten 
Storungen  zu  suchen  1 
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Ijei  den  Dufloner  Krystallen  hangt  der  Umstand  zusammen,  dass 
sich  die  positive  Elektricitllt  von  den  Flachen  OP  Uber  die  Flachen 
[Poo  hin  ausbreitet,  wahrend  hoi  den  Auvergner  Krystallen,  wo  die 
Flachen  Poo  positiv  sind,  umgekehrt  die  negative  Polarität  von  den 
Flachen  J-  P oo  Uber  die  benachbarten  Theile  der  Flächen  Poo  vor- 
dringt. 

2.  Bisherige  Ansicht  der  thermoelektrischen  Vorgänge. 

Bis  zu  meinen  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Topases  kannte  man  auf  den  Krystallen  nur  Vertheilungen 
mit  elektrisch  polaren  Axen,  d.  h.  solchen  Axen,  deren  eines  Ende 
positive,  das  andere  negative  Elektricitat  zeigte;  und  es  schien  dies 
Verhalten  ein  physikalisch  nothwentliges  zu  'Sein.  Es  traten  nämlich, 
so  viel  man  eben  bis  dahin  wusste,  die  thermoelektrischen  Vorgänge 
stets  gleichzeitig  mit  dem  sogenannten  Hemimorphismus  auf,  und 
man  hielt  deshalb  beide  Erscheinungen  ftlr  solidarisch  verbunden : 
man  schloss  auf  thermoelektrische  Erregung,  sobald  der  Krystall  sich 
hemimorphisch  zeigte,  und  glaubte,  falls  an  Bruchstücken  von  Kry- 
stallen thermoelektrische  Spannungen  beobachtet  wurden , lleini- 
mnrphismus  an  vollständigen  Krystallen  Voraussagen  zu  dürfen,  wenn 
solche  später  gefunden  werden  sollten. 

Die  Ansicht,  dass  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystalle  Über- 
haupt elektrisch  sein  könnten,  schien  so  wohl  begründet,  dass  ich, 
als  mir  im  Jahre  1839  zuerst  am  weinsauren  Kali-Natron*)  und  1840 
am  Topase ' *)  auf  gegenüberliegenden  Stellen  der  Krystalle  eine  gleich- 
namige Polarität  entgegentrat,  eine  Zwillingsbildung  in  diesen  Kry- 
stallen annehmen  zu  müssen  glaubte,  dergestalt,  dass  die  beiden 
den  Zwilling  bildenden  Krystalle  mit  gleichnamigen  Polen  verwachsen 
und  also  auch  gleichnamige  Pole  nach  aussen  gewandt  wären.  Eine 
solche  Verwachsung  war  in  der  Thal  von  mir  bei  den  Krystallen  des 
Zuckers  und  der  Weinsäure*“)  beobachtet  worden,  und  die  Beschaffen- 
heit der  gerade  damals  vorliegenden  Krystalle  des  weinsauren  Natron- 
Kalis  und  des  Topases  schien  eine  solche  Annahme  zu  rechtfertigen. 

•)  De  thermoeleclricitate  crystallorum.  Hat.  1839  S.  *9;  Poggend.  Anu. 
Bd.  49.  S.  503. 

*“)  Poggcnd.  Ami.  Bd.  SG.  S.  ii  u.  S.  57. 

•'*}  De  lliennoeleel . eryslall.  S.  19  u.  i-'i:  Poggend . Ami.  Bd.  t9  S.  i«9  u.  50*. 
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Man  verglich  einen  elektrischen  Krystall.  wie  den  Turmalin,  mit 
einer  Volta’schen  Säule,  in  welcher  die  elektromotorische  Krall  durch 
die  an  den  beiden  ungleichgestalteten  Enden  der  Molectlle  beim  Ein- 
und  Austreten  der  Warme  entstehende  TemperaturdilFerenz  erzeugt 
werde.  Es  schien  eine  solche  Vergleichung  besonders  durch  den 
Umstand  gerechtfertigt  zu  sein,  dass  die  damals  bekannten  thermo- 
elektrischen Krystalle  sich  beim  Zerbrechen  genau,  wie  jene  Säule 
verhielten : jedes  Stück  eines  Turmalins  zeigte  wieder  zwei  ent- 
gegengesetzte Pole,  und  die  beiden  Kruchllüphen , welche  im  ganzen 
Krystalle  aneinander  gelegen  hatten,  wieseu  nach  ihrer  Trennung 
entgegengesetzte  Polaritäten  auf. 

3.  Aenderung  und  Erweiterung  der  bisherigen  Ansicht. 

Die  in  meiner  letzten  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  verolFentlichten  Beobachtungen  haben 
gezeigt,  und  die  im  Vorstehenden  beschriebenen,  am  Schwerspallie 
wahrgenommenen  Vorgänge  bestätigen  es  noch  weiter,  dass  die  An- 
sicht, es  stehe  die  ThermoelcklriciUU  der  Krystalle  mit  dem  Heini- 
uiorphismus  derselben  in  causulem  Zusammenhänge,  so  dass  jene  ohne 
diesen  nicht  aullrelen  könne,  eine  völlig  unbegründete  ist.  Es  treten 
vielmehr  thermoelektrische  Erregungen  auch  auf  Kryslallen  auf,  welche 
durchaus  nicht  hemimorphisch  sind;  sie  bilden  sehr  wahrscheinlich, 
wie  ich  dies  auch  schon  am  Schlüsse  meiner  Abhandlung  über  die 
thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases  ausgesprochen  halte, 
eine  Eigenschaft  aller  Krystalle,  lau  denen  nicht  die  übrigen  physi- 
kalischen Verhältnisse  ihr  Auftreten  unmöglich  machen , und  werden 
auf  ihnen  mit  dem  Elektrometer  naehgewiesen  werden  können,  wenn 
nicht  gewisse  Zustande  ihrer  Steigerung  bis  zu  einer  für  unsere  In- 
strumente messbaren  Höhe  hinderlich  sind. 

Wenn  nun  aber  an  nicht  licmitnorphisclien  Kryslallen  thermo- 
elektrische Erregungen  auftreten,  so  bedingt  die  gleiche  Gestaltung 
der  heulen  Enden  einer  Ave  an  diesen  auch  eine  gleiche  elek- 
trische Polarität;  es  werden  also  bei  diesen  Kryslallen,  wenn  man 
überhaupt  von  elektrischen  Avon  reden  will  oder  darf,  nicht  polare, 
sondern  an  beiden  Enden  gleichnamig  elektrische  Axen  auftreten. 
Und  in  der  Thal  halten  die  in  der  vorigen  und  der  gegenwärtigen 
Abhandlung  enthaltenen  Beobachtungen  über  das  elektrische  Verhallen 
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das  Topases  mul  des  Schwcrspalkcs  diesen  Satz  vollkommen  bestätigt, 
und  ebenso  werden  die  in  den  nächstfolgenden  Abhandlungen  (lber 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Aragonits,  Titauits  u.  s.  w. 
itufzufUhrenden  Versuche  die  Richtigkeit  desselben  noch  weiter  darthun. 
An  sttmmtlichen  ringsum  gleichiuässig  ausgebildelen  Schwcrsputhkry- 
stalien  linden  sich  an  den  beiden  Enden  der  einzelnen  Axen  und 
Zwiseheoaxen  gleichnamige  Polaritäten ; und  dasselbe  gilt  auch  von 
KruchslUcken , wenn  die  beiden  Enden  einer  Axe  noch  von  voll- 
kommenen Krystalllliichen  gebildet  werden. 

Das  Auftreten  elektrisch  polarer  Axen  an  den  heiuiinorphcn 
Krystallen  ist  ebenso  nur  ein  Ausnahmefall  im  Bereiche  der  Therino- 
eleklrieitttt,  wie  ihn  der  llcinimorphisuius  selbst  im  Gebiete  der  Kry- 
slallforinen  darstellt;  mul  eben  dieselben  Zustande , welche  den 
lleniimorphismus  hervorrufon,  bedingen  auch  die  Entstehung  |Hila- 
riscli  elektrischer  Axen. 

Der  Heininiorphisinus,  wie  wir  solchen  beim  Turmalin,  Kiesel- 
zinkerz, Bcrgkrystull,  Zucker,  deu  beiden  Weinsäuren  u.  s.  w.  antrellen, 
wird  unmittelbar  durch  ein  hciuiinorpkisches  Molectil  erzeugt;  die  ver- 
schiedenen Gestaltungen  der  Endeu  einer  Axe  dagegen,  wie  wir  sie 
bei  manchen  Krystallen  des  Topases  und  des  Schwerspat  lies  gefunden 
haben,  verdanken  nur  zufälligen  Umständen  (Aonderungen 'der  Tem- 
peratur, der  Conceulralion  und  der  Zusammensetzung  der  .Mutter- 
lauge, aus  welcher  die  Bildung  erfolgte)  ihre  Entstehung.  Aber 
auch  diese  letztgenannten  Abweichungen  von  der  Symmetrie  werden 
auf  die  elektrischen  Vorgänge  nicht  ohne  Einlluss  bleiben,  sei  es 
durch  die  blosse  Aenderung  der  Form  oder  durch  Modilicationcn  in 
deu  übrigen  physikalischen  Eigenschaften,  welche  bei  Entstehung  der 
Ihomioelektrischen  Erscheinungen  milwirken. 

So  habe  ich  schon  oben  S.  280  u.  321  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  durch  das  Auftreten  der  Flächen  i’oo  an  dem  einen  Ende  der 
Bracliydiagonale  bei  den  Krystallen  Nr.  50  und  57  die  negative  Elek- 
tricilül  geschwächt  wird , wählend  bei  dem  Krystalle  Nr.  55  beide 
nur  die  Flächen  J Poo  tragenden  Enden  der  Bracliydiagonale  eine 
gleiche  Stärke  der  elektrischen  Erregung  zeigen ; und  es  stimmt 
diese  durch  das  Auftreten  der  Flächen  l'oo  bewirkte  Schwächung  der 
negativen  Eicktricilät  mit  dem  auch  auf  anderen  Krystallen  bcob- 
achtelen  Verhalten  dieser  Flächen  Uberein.  Eine  mangelhafte  Aus- 
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Bildung  des  einen  Endes  der  Brachydiagonale  schwächt  daselbst 
ebenfalls  die  negative  Elektricilül  Nr.  60,  61,  66).  Treten  an  dem- 
selben anstatt  der  Hitdien  J Poo  mangelhaft  gebildete  Flüchen  oo  1’  auf 
(Nr.  46  und  47) , so  bleibt  die  Spannung  entweder  noch  schwach 
negativ,  oder  gehl  auch  in  eine  schwache  positive  über. 

Bei  den  früher  allein  ihrem  elektrischen  Verhalten  nach  genauer 
untersuchten  hemitnorphen  Krvstallen  scheint,  wenigstens  soweit  jetzt 
die  Beobachtungen  reichen,  der  oben  S.  334  erwähnte  Salz,  dass 
jedes  Bruchstück  zwei  entgegengesetzte  Pole,  ebenso  wie  der  ganze 
Kryslall,  zeigt,  und  dass  die  beiden  Bruchtlüchen,  in  welchen  der 
Krystall  zersprengt  wird,  entgegengesetzte  Polaritäten  besitzen,  Gel- 
tung zu  haben.  Dieser  Salz  ist  aber,  wie  die  von  mir  am  Topase 
und  am  Schwerspathe  ausgeführten  Untersuchungen  nachweisen,  bei 
symmetrisch  gebildeten  Krvstallen  nicht  mehr  allgemein  gültig. 

Zersprengen  wir  z.  B.  einen  sächsischen  Topas,  bei  welchem  die 
an  den  beiden  Enden  der  llauptaxe  belindlichen  Krystallllüchen  0 P 
positive  Elektricilül  zeigen , oder  einen  sibirischen  Topas  vom  Atlun- 
Tschilon  bei  Nertscliinsk,  bei  welchem  die  Flüchen  des  ßrachydomas 
an  den  beiden  Enden  der  llauptaxe  ebenfalls  positive  Polarität  be- 
sitzen, oder  einen  der  Felsöbanyaer  Schvverspüthe  Nr.  38 — 41,  bei 
denen  die  Flüchen  0 P gleichfalls  positiv  sind , in  seiner  Mitte  nach 
dem  mit  OP  parallelen  Durchgänge,  so  zeigen  beide  Durchgangs- 
flüchen negative  Elektricilül.  Wird  dagegen  bei  den  zuvor  genannten 
Topasen,  oder  einem  Schworspathkrystalle  von  Duflon  Nr.  iö — iit  in 
der  Nähe  des  einen  Endes  der  Hauptaxe  nur  eine  dünne  Platte 
abgesprengt,  so  ist  der  Durchgang  an  der  dünnen  Platte  negativ; 
dagegen  kann  der  Durchgang  am  grossen  Stücke , falls  die  abge- 
sprengte Platte  nur  dünn  ist,  noch  positiv,  wenn  auch  schwächer 
als  die.  natürliche  Krystallllüche  0 P erscheinen ; bei  grösserer  Dicke 
der  abgesprengten  Platte  gehl  aber  auch  auf  ihm  die  positive  Span- 
nung in  die  negative  über. 

Nach  den  bisherigen  Beobachtungen  steht  bei  den  hemiinorphen 
Krv  stallen  die  Anordnung  der  |H>sitiven  und  negativen  Zonen  im  Allge- 
meinen mit  der  Lage  der  an  ihren  beiden  Enden  unsymmetrisch  ausgf- 
bildeteu  Axe  in  festem  Zusainnunenhange,  so  dass  ein  bestimmtes  Ende 
derselben  stets,  auch  in  Bruchstücken,  die  eine,  das  andere  aber  die 
entgegengesetzte  Polarität  darbietet,  und  mithin  Aenderungen  in  dun 
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Äusseren  Begrenzungen  keinen  Eintluss  auf  die  Lage  der  elektrischen 
Pole,  wenn  auch  auf  ihre  Starke,  ausuhen.  Dagegen  finden  wir, 
wie  meine  Untersuchungen  des  Topases  und  des  Schwerspathes  dar- 
ihnn.  Ihm  den  symmetrischen  Krystalleu  eine  lielrächtliche  Hinwirkung 
der  Äusseren  Gestalt  auf  <lie  elektrische  Vertheilung,  sowohl  in  Betreff 
der  Anordnung  als  auch  der  Starke  der  einzelnen  Zonen,  und  zwar 
zeigt  sich  dieselbe  nicht  blos  bei  Verschiedenheit  der  von  der  Natur 
selbst  hervorgebrachten  Gestalten , sondern  cIhmiso  auch  bei  Aen- 
derungen  der  Äusseren  Begrenzung  durch  Zersprengen  oder  Zer- 
brechen gegebener  Krystalle.  Kur  die  elektrische  Vertheilung  auf 
diesen  Krystallen  ist  also  ausser  der  Gestaltung  ihrer  Mulecüle  auch 
noch  ihr  Wachslhum  und  die  Äussere  Komi  der  gesammlen  Masse 
bestimmend. 


i.  Der  Krystall  ein  Individuum. 

t 

Die  Beobachtungen  der  elektrischen  Vertheilung  auf  ringsum 
ausgebildcten  und  auf  zerbrochenen  Krystallen  zwingen  uns,  unsere 
bisherige  Ansicht  über  das  Wesen  des  Kryslulles  Überhaupt  zu  modi- 
liciren.  Hs  hat  hisjelzt  wohl  jeder  Mineralog  und  Physiker  ange- 
nommen, dass,  wenn  ein  Krystall  zersprengt  wird,  sAmmlliche  physi- 
kalische Eigenschaften  mit  Ausnahme  der  Ausseren  Form  in  den 
einzelnen  Bruchstücken  dieselben  sind , wie  in  dem  unverletzten 
ganzen  Krystalle,  und  dass  also  auch  die  sAmmtlichcn  Bruchstücke 
in  den  lietreffenden  Beziehungen  einander  gleichen.  Und  in(  der 
Thal  haben  die  bisherigen  Untersuchungen  der  optischen  und  ther- 
mischen Verhältnisse  keine  hierauf  bezüglichen  Unterschiede  wahr- 
nehmen lassen.  Dem  entgegen  zeigen  nun  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  und  Schwerspathe,  dass  die  eben  ausge- 
sprochene Annahme  nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann : die  thermo- 
elektrischen Vorgänge  auf  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  sind 
andere  als  auf  blossen  Bruchstücken,  und  ebenso  finden  sich  in  dem 
elektrischen  Verhalten  der  einzelnen  Bruchstücke  Verschiedenheiten, 
welche  von  der  speciellen  Lage  derselben  im  ganzen  Krystalle  ab- 
hAngen.  Jedes  Bruchstück  behält  auf  seinen  ursprünglichen  Krystall- 
llärhen  den  besonderen  Zustand , welcher  diesen  Oberflächentheilen 
im  ganzen  Krystalle  eigen  war,  so  weit  bei,  als  Ihm  dem  Auftreten 
der  infolge  des  Zersprengens  neu  entstandenen  Begrenznngsflächen 
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(Bruch-  und  DurchgangsflUchen)  nur  irgend  möglich  ist,  und  auf  dun 
neu  entstandenen  Begrenzungsflüclicn  werden  eigenllniinliehe  elek- 
trische Erregungen  heol>achlel. 

Wir  halten  daher  den  Krvstall  als  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Individuum  in  der  unorganischen  Natur  zu  betrachten,  hei  welchem 
ebenso,  wie  bei  dein  Individuum  in  dem  Bereiche  des  Organischen, 
die  einzelnen  Thcile  nicht  dem  Ganzen  und  einander  gleichen,  seihst 
wenn  die  äussere  Form  des  Ganzen  und  der  Theile  einander  voll- 
kommen ähnlich  ist. 

Ich  will  dies  an  einigen  Beispielen  im  Spueiellen  naehvveisen. 

Der  vollständig  uusgehildnte  Krvstall  aus  Przihram  Nr.  I zeigt 
auf  den  Flachen  0 1‘  an  den  linden  der  Makrodingonalc  negative 
Elektririlal,  die  nach  der  Mitte  hin  abnimml  und  in  der  Mitte  seihst 
in  die  positive  übergeht.  Auf  einem  an  dem  einen  linde  der  Makro- 
diagonale  abgebrochenen  kurzen  Bruchstücke  wie  Nr.  8 tritt  nun  die 
positive  Kickt ricitai  gar  nicht  mehr  auf,  alter  die  Abnahme  der  nega- 
tiven Spannung  von  dem  noch  vorhandenen  nusgehildclen  linde  der 
Makrodiagonale  nach  dein  verbrochenen  linde  hin  bleibt  ebenso  wie 
im  unverletzten  Kryslalle. 

Auf  dem  vollständig  ausgcbildelen  Kryslalle  aus  Fclsühanyu 
Nr.  37  ist  die  Flitche  01’  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv; 
die  Intensität  dieser  positiven  Spannung  nimmt  von  der  Milte  nach 
den  Ithndern  hin  ab,  mul  geht  in  der  Nahe  der  Bänder  selbst  bereits 
an  vielen  Stellen  ins  Negative  Uber.  Zersprengen  wir  nun  z.  B.  einen 
solchen  Krvstall  parallel  mit  einer  Flache  oo  I*  in  zwei  nahe  gleich 
grosse  Stücke,  so  werden  die  Flachen  Ol'  an  den  neben  den  Kry- 
stallllachcn  oo  I*  liegenden  Bändern  wie  bisher  negative  oder  schwache 
positive  Spannung,  dagegen  in  der  Milte  des  Bandes  neben  der  neu 
entstandenen  Durchgangsllache  (also  auf  den  Thcilen,  welche  im 
ganzen  Kryslalle  nahe  in  der  Milte  der  Flüchen  0 I’  Ingen)  stärkere 
positive  Polarität  zeigen.  So  ist  an  dem  Kry stall  Nr.  38  auf  den 
Flachen  0 P die  Spannung  in  der  Milte  des  Bandes  neben  der  Dureh- 
gangsllaehe  oo  P i stark  positiv,  wahrend  am  gogennlierliegenden 
Bande  neben  der  ursprünglichen  Kryslallfllkche  ooP  4 eine  schwache 
negative  Klcktricitäl  aullritt.  Ebenso  erscheint  bei  dem  Kryslalle 
Nr.  43  auf  dem  Bande  der  Flachen  0 P neben  der  ursprünglichen 
Kryslallflache  »P  I negative,  auf  dem  gegenüberliegenden  Bande 
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neben  dem  angeschlagenen  Durchgänge  oo  I*  3 aber  positive  Elek- 
Iricilät.  Kin  aus  der  Mitte  eines  solchen  Felsöbanvaer  Krvslalles 
herausgeschlagenes , und  von  vier  Durchgangsllttchen  oo  P begrenztes 
Bruchstück  Fig.  43  /*'  hietet  in  der  ganzen  Ausdehnung  seiner  Flächen 
0 P starke  jmsitive  Spannung  dar  u.  s.  w. 

Aehnliche  Krscheinungen  zeigen  auch  die  Seitenflächen  der  To- 
pase, wie  sich  leicht  durch  Vergleichung  der  in  meiner  Abhand- 
lung initgelheillcu  Beobachtungen  an  ganzen  und  zerbrochenen  Topas- 
kryslallen  ergibt, 

ln  den  vorstehenden  Beispielen  habe  ich  mich  absichtlich  aul 
die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  unverletzt  gebliebenen  Theilen  der 
kryslnllflächen  beschränkt,  um  den  Unterschied  zwischen  der  elek- 
trischen Vertheilung  auf  einem  vollständigen  Krystalle  und  auf  seinen 
Bruchstücken  nachzuweisen ; diese  Unterschiede  treten  nun  aber  noch 
stärker  hervor,  wenn  wir  die  elektrischen  Erregungen  auf  den  durch 
Bruch  oder  Spaltung  neu  entstandenen  Begrenzungsflächen  in  Betracht 
ziehen.  Für  eine  Keihe  von  Topaskrystallen  habe  ich  durch  Ab- 
schleifen oder  Zersprengen  ihre  äussere  Gestalt  geändert , und  den 
Einfluss  dieser  Aenderungen  auf  die  elektrische  Veilheilung  unter- 
sucht; es  wird  daher  rUcksichtlieh  dieses  Minerals  genügen,  auf  den 
fünften  Abschnitt  meiner  Abhandlung , in  welchem  die  betref- 
fenden Beobachtungen  zusammengestellt  sind,  hier  hinzuweisen.  Für 
die  Schwerspalhkrystalle  bietet  die  vorliegende  Abhandlung  zahl- 
reiche Beweise  dar:  während  z.  B.  bei  den  Przibramer  Krystallen 
ein  ausgebildetes  Ende  der  Makrodiagonale  negativ  ist,  zeigt  ein  Ende 
elü*n  dieser  Diagonale,  welches  durch  eine  senkrecht  gegen  ihre 
Bichlung  gestellte  Bruch-  («lei'  Durchgangsfläche  liegrenzl  wird,  posi- 
tive Spannung.  Während  auf  dem  Krystalle  Nr.  38  die  natürlichen 
KrvstalMlächen  ooP  negativ  sind,  tritt  auf  dem  grössten  Theile  der 
angeschlagenen  Dnrehgangsfläehe  ooP/2  positive  Elektricitäl  auf  u.  s.  w. 

, • 

5.  Einfluss  der  Art  des  Wac.bsthuais  der  Krystalle  auf 

die  elektrischen  Vorgänge. 

Im  Laufe  der  Untersuchungen  über  das  elektrische  Verhalten  der 
Sehwerspathkrystalle  hat  sich  ein  eigenthttaniieher  Einfluss  der  Art  und 
Weise,  wie  die  Krystalle  sich  gebildet  und  ihr  Wachsthum  vollendet 
halien,  herausgestellt.  Dieser  Einfluss  zeigt  sich  besonders  in  dem 
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Verhallen  der  Flächen  0 I’  und  oo  I’,  also  gerade  derjenigen  Flächen, 
welche  die  Grundgestall  des  Sehwerspalhes  bilden. 

Ist  der  Krystall  mch  der  Makrodiagonale  gewachsen,  so  tritt 
die  positive  Flektricil.il  auf  den  Flächen  OP  gewöhnlich  nur  sehr 
schwach  oder  auch  wohl  gar  nicht  hervor,  während  sie  im  anderen 
Falle,  wo  das  Wa-'hslhuin  nach  der  Brachy diagonale  stattgefunden 
hat,  die  Flächen  0 P gänzlich  oder  fast  gänzlich  beherrscht. 

Auf  den  Flächen  ooP  nimmt  die  elektrische  Spannung  nach  den 
Huden  der  Rraehydiagonale  hin  in  positivem  Sinne  zu,  wenn  das 
Wachsthum  des  Kryslalles  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale 
erfolgt  ist,  dagegen  nach  derselben  Richtung  hin  in  negativem  Sinne, 
falls  der  Krystall  nach  der  Brachydiagonalc  gewachsen  ist.  Beide 
entgegengesetzte  Verhalten  dieser  Flächen  lassen  sich  in  den  einen 
Ausdruck  vereinigen : es  ändert  sich  die  elektrische  Spannung  stets 
in  negativem  Sinne  zunehmend,  oder  in  positivem  Sinne  abnehmend 
nach  den  linden  derjenigen  Diagonale  hin.  nach  welcher  das  Wachs- 
thum des  Kryslalles  statt  gefunden  hat. 

Infolge  dieses  verschiedenen  Verhaltens  werden  wir  also  die 
Flächen  oo  P in  den  beiden  Abthcilungcn  in  verschiedener  Weise 
betrachten  müssen:  wir  haben  sie  stets  auf  diejenige  Diagonale  zu 
beziehen,  nach  welcher  das  Waehsthum  erfolgt  ist,  und  zwar  erlheilt 
diese  Diagonale  ihnen  negative  Polarität,  deren  Intensität  von  ihr 
aus  gegen  die  andere  Diagonale  hin  abnimml,  und  je  nach  den 
Umständen  entweder  auf  den  ganzen  Flächen  oo  P bleibt,  oder  aber 
mehr  oder  weniger  rasch  in  die  positive  übergeht,  welche  letztere 
dann,  entsprechend  einer  Abnahme  in  negativem  Sinne,  in  der  Rich- 
tung nach  der  anderen  Diagonale  hin  wächst. 

Wenn  ein  Krystall  bei  seiner  Bildung  einmal  eine  gewisse  Be- 
schaffenheit infolge  seines  ursprünglichen  Wachsthuines  angenommen 
hat , so  kann  dieselbe  ungeändert  bleiben , wenn  durch  zufällige 
äyssere  Umstände  eine  scheinbar  äussere  Aenderung  im  Waehs- 
thume  eintritt,  wie  dies  bei  den  Kivstallen  Nr.  t>8 — li  der  Fall  ist. 
Diese  Krystalle  sind  auf  einem  Stiele  oder  Kerne  gebildet,  der  nach 
der  Makrodiagonale  gewachsen  ist,  und  ilie  Eigenschaften  dieses 
Stieles  oder  Kernes  theilcn  sich  der  ganzen  später  aufgelegten  und 
in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  sich  erweiternden  Masse  mit. 
Andererseits  halte  ich  es  aber  nicht  für  unmöglich,  dass  durch 
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stärkere  Süssere  Einflüsse  die  ursprüngliche  Beschaffenheit  bei  weiterem 
Wachsen  so  hdi'Uchllich  gestört  werden  kann,  dass  sie  in  die  andere 
Form  übergelit;  und  es  dürften  vielleicht  die  oben  bei  den  Krystallen 
\r.  30  und  31  beobachteten  Vorgänge  auf  einem  solchen  Wechsel 
der  Bildungsweise  beruhen  'S.  332).  Ja,  es  können,  wie  ich  oben 
iiei  dem  Kry 'stalle  Nr.  53  (S.  315  und  332)  gezeigt  habe,  beide 
Arten  des  Waehslhumes  in  gewisser  Weise  sogar  neben  einander 
bestehen : nach  der  Kiehtung  der  Vlakrodiagonale  gewachsene  Fasern 
legen  sich  in  der  Richtung  der  Rraehydiagonute  zur  Bildung  tafel- 
förmiger Kry  stalle  aneinander. 
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i/a  durch  meine  in  den  letzten  Jahren  ausgeführten  Unter- 
suchungen die  Lehre  von  der  ThermoelektriciUH  der  Krystalle  zu 
einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  so  erscheint  es  mir  zweck- 
mässig, hier  die  Entwickelung  derselben  in  ihren  Hauptzllgcn  zusam- 
menzustellen. Ich  werde  dabei  nur  diejenigen  Arbeiten  besonders 
liervorheben , welche  einen  Fortschritt  darin  bewirkt  haben. 

Die  Entwickelung  unserer  Kenntnisse  von  der  ThermoelektriciUH 
der  Krystalle  hat  mit  der  Beobachtung  der  elektrischen  Kräfte  auf 
einem  erhitzten  Turmalin  begonnen.  Bei  diesem  Minerale  sind  durch 
seine  krystallographischen  und  Übrigen  physikalischen  Verhältnisse 
die  vortheilhaflesten  Bedingungen  fllr  eine  möglichst  grosse  Intensität 
der  auftretenden  elektrischen  Spannungen  gegeben.  Einei-  solchen 
Vereinigung  der  günstigsten  Umstände  bedurfte  es  aber  gerade,  um 
im  Anfänge  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  der  Unvollkommenheil  der 
damaligen  physikalischen  Apparate  die  elektrischen  Wirkungen  eines 
Krystalles  überhaupt  wahmehmen  zu  können. 

Die  älteste  Angabe  über  die  Anziehung,  welche  ein  erwärmter 
Turmalinkrystall  auf  kleine  Körperchen  nusübt,  findet  sich  in  einem 
merkwürdigen  1707  zu  Chemnitz  und  Leipzig  erschienenen  Buche: 
»Curiöse  Speculationen  bei  schlaflosen  Nächten.«')  Es  heisst  daselbst 
S.  209:  »Wie  mir  denn  ohnlüngst  nur  der  curiöse  Herr  Daumius, 
jetziger  wohlbestallter  Stabs-Medicus  bei  der  Künigl.  Polnischen  und 
Churf.  Sächs.  am  Bhein  stehenden  Militz,  erzählet  hat,  dass  anno 
1703  die  Holländer  einen  aus  Ost- Indien  von  Ceylon  kommenden 
Edelstein,  Turmalin  oder  Turmalc,  auch  Trip  genannt,  zum  ersten 


*)  Das  von  mir  benutzte  Werk  findet  sich  in  der  Künigl.  Oeffenl liehen  Bibliothek 


zu  Dresden.  Sein  Verfasser  hat  in  Dresden  gelebt. 
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mahl  nach  Holland  gebracht  hatten,  welcher  die  Eigenschaft  hatte, 
dass  er  die  TurtT-Asche  auf  der  heissen  und  glUenden  TurfT-Kohle, 
nicht  allein  wie  ein  Magnet  das  Eisen,  an  sich  ziehe,  sondern  auch 
solche  Asche  zu  gleicher  Zeit  wieder  von  sich  stosse,  welches  mit 
Lust  zu  sehen  sei,  denn  bald  ein  wenig  Asche  darauf  hupfte,  und  gleich- 
sam sich  slelletc,  als  ob  es  sich  mit  Gewalt  in  den  Stein  hineindrehen 
wolle,  bald  Sprünge  dagegen  ein  wenig  wieder  davon  hinweg,  als 
wolle  es  gleichsam  von  neuem  ausholcn  wieder  darauf  zu  springen, 
und  würde  deswegen  von  denen  Hollundern  Aschentrecker  genannt; 
die  Couleur  sei  Pomcrantzcnroth  mit  Feuer-Farbe  erhöhet.  „Wenn 
der  TurlT  kalt  sei,  so  tlittte  dieser  Stein  gar  nichts.« 

Im  Jahre  1717  hat  Lemery  der  Pariser  Akademie  einen  geschlif- 
fenen Turmalin  vorgelegt  und  die  von  ihm  ausgehende  Wirkung 
"(•zeigt.  Es  heisst  in  der  Histoire  de  l’academie  royale  des  Sciences 
vom  Jahre  1717,  S.  7 unter  dem  Abschnitte  Diverses  observations 
de  physique  generale:  »Voici  eneore  un  petit  aiman.  C’est  une  Pierre, 
cpi'on  Irouve  dans  une  Ri  viere  de  l’Isle  de  Coylan,  grand  com  me  un 
donier,  plate,  orbiculaire,  epaisse  d’environ  une  ligne,  brune,  lisse 
et  luisanlc,  sans  odeur  et  sans  goöt,  qui  atlire  et  ensuile  repousse 
de  petils  corps  legers,  comme  de  la  Cendre,  de  la  limaille  de  Fer, 
des  parcelles  de  papier.  M.  Lemery  la  fit  voir.  Elle  n’esl  point 
commune,  et  cello  qu'il  avoit  coiiloit  15  livres.«  In  den  weiteren 

Reflexionen  über  die  obigen  Anziehungen  und  Abstossungen,  die  noch 
ungeführ  eine  halbe  Seite  einnehmen,  werden  dieselben  einem  Wirbel 
zugeschrieben,  der  sich  bildet,  aufliört,  und  sich  in  kleinen  Intervallen 
wiederholt ; eine  Andeutung,  dass  diese  Anziehungen  elektrischer 
Natur  seien,  findet  sich  aber  nirgends. 

In  dem  1727  erschienenen  Buche:  »Curieuses  und  reales  Natur-, 
Kunst-,  Berg-,  Gewcrck-  und  Handclslcxicon«  wird  die  Anziehung 
leichter  Körper  durch  den  Turmalin,  so  wie  die  Veranlassung  zur 
Entdeckung  dieser  Eigenschaft  ausführlicher  crwUhnt.  Es  heisst  da- 
selbst S.  1958:  »Trip,  Turmalin  oder  Aschentrecker,  ein  Ceylanischer 
Edelgestein,  der  aus  selbigen  banden  vor  ungeführ  20  Jahren  erst- 
lich roh  herauskommen  und  von  Ostindien-Fahrern  an  hochteutsche 
Juden  verkauft  worden,  welche  diesclbigen  Steine  sodann  zu  schleilTen 
und  an  Mann  zu  bringen  gesucht.  Weil  aber  die  Jubeliere  an  deren 
Harte,  ohnerachlot  sie  die  couleur  eines  Chrysolits  haben,  gezweiflelt; 
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ist  selbiger  von  ihnen  aufs  Feuer  zur  Probe  gelcget  worden,  da  sie 
ileno  nicht  allein  befunden,  dass  er  solche  ausgehallen;  sondern  auch 
wider  ihr  Vermuthcn  die  Torirasche  an  sich  gezogen,  welches  ihnen 
als  etwas  sonderliches  lieber  gewesen,  denn  die  Gute  des  Steins 
selbst;  und  durch  diese  Begebenheit  ist  man  von  ohngeßihr  auf  dessen 
Benennung  gefallen,  sind  auch  die  grossen  Stücke  dünner  zu  schleiiren 
angefangen  und  deren  Preis  auf  8.  10.  und  mehr  Holländische  Gulden 
gesteigert  worden.  Der  Stein  ist  sonst  in  weiterer  Würckung  nicht 
bekannt,  ziehet  aber  praeparata  metallica  chymica  eben  so  wohl  als 
gedachte  TorlTaschc  an,  welche  er  doch  jederzeit  nach  geschehener 
attraction  wieder  von  sich  wirfll;  und  dieses  in  infinituni  repelirel.*) 
Kalt  ist  er  ohne  dergleichen  Würckung;  jedoch  darff  er  auch  nicht 
allzu  heiss  gehalten  werden.  Hierbei  ist  zu  mercken,  dass  unsere 
Land-Chrysoliten  dieses  nicht  lliun  wollen,  noch  viel  weniger  eine 
andere  Species  Gemmae.« 

Erst  in  einer  1756  der  Berliner  Akademie  vorgelegten,  aus  dem 
Deutschen  ins  Französische  übersetzten  Abhandlung  (.Memoire  con- 
cernanl  quelques  nouvelles  experiences  electriques  remarquahles)  wies 
Acpin  nach,  dass  jene  Anziehungen  und  Abstossungen  durch  elek- 
trische Kralle  erzeugt  werden.  Er  besass  zwei  Turmaline,  beide 
geschliffen,  und  zwar  auf  der  einen  Seite  eben,  auf  der  anderen  mit 
in  einer  Spitze  zusammenlaufenden  Facetten.  Jeder  dieser  beiden 
Steine  zeigte  heule  Elektricitiiten,  die  eine  auf  der  einen,  die  andere 
auf  der  entgegengesetzten  Seile.  Da  bei  dem  einen  die  ebene,  bei 
dem  andern  die  mit  Facetten  versehene  Seite  positiv  war,  so  gewann 


*)  Wie  bei  dem  Erhitzen  eines  Turmalins  auf  Kohle  die  Anziehung  der  A*chen- 
theilcheu  den  Blicken  der  Juweliere  nicht  culgeheu  konnte,  ersieht  mau  aus  dem 
nachstehenden  Berichte  über  einen  von  W i I k e angcslellten  Versuch  (Abhandlungen 
der  schwedischen  Akademie  der  Wissenschaften  aus  dem  Jahre  1708,  deutsch  von 
Kästner,  Bd.  30,  S.  125).  Wilkc  streute  Asche  auf  eine  dünne  geschwärzte  Blech- 
scheibe, legte  einen  geschliffenen,  und  zwar  auf  der  einen  Seile  mit  einer  ebenen 
Fläche,  auf  der  anderen  mit  Facetten  versehenen  Turmalin  mit  seiner  ebenen  Seite 
darauf,  und  setzte  die  Scheibe  auf  einen  heissen  Metollcylinder.  »Der  Stein  dingt  da 
auf  dem  wannen  Cy  linder  bald  an  mit  der  Asche  zu  spielen,  und  wirft  sie  ringsumher 
und  über  die  geschwärzte  Scheibe  oft  6 Zoll  weil , je  nachdem  die  Aschentbei leben 
gross  sind.  Im  Ucbcrgange  zum  Abkühlen  hört  dieses  Spiel  auf,  fängt  aber  von  Neuem 
an,  nachdem  der  Stein  mehr  erkaltet  ist  und  noch  schneller,«  wenn  die  Scheibe  auf 
einen  kalten  Metallcx linder  gelegt  wird. 
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er  die  Ucberzeugung,  dass  das  Auftreten  der  entgegengesetzten  Elek- 
trieitüten  auf  den  beiden  Seiten  der  geschliffene«  Steine  nicht  durch 
die  Verschiedenheit  der  äusseren  Form,  sondern  durch  die  innere 
Slruclur  dos  Steines  bedingt  sei. 

Aepiu  beobachtete  ferner,  dass,  wenn  er  einen  seiner  beiden 
Turmaline  auf  einer  Glasplatte  oder  glühenden  Kohle  oder  durch 
die  mittelst  eines  Hohlspiegels  concentrirten  Sonnenstrahlen  er- 
hitzte, derselbe  beim  Erhitzen  elektrisch  wurde,  merkwürdiger- 
weise aber  mit  gerade  entgegengesetzter  Lage  der  elektrischen  Pole 
als  bei  der  Abkühlung  nach  dem  Eintauchen  in  siedendes 
Wasser.  Jedoch  vermochte  Aepin  nicht  diese  wichtige  Beobachtung 
richtig  zu  deuten;  er  glaubte,  diese  umgekehrte  Lage  der  elektrischen 
Pole  sei  eine  Folge  der  ungleichen  Erhitzung  beider  Seiten  des  Steines, 
und  gehe,  sobald  die  ungleichen  Temperaturen  sich  ausgeglichen 
hüllen,  in  die  gewöhnlich  (beim  Abkuhlen)  auftretende  über. 

Das  richtige  Verständniss  dieses  Vorganges  gewann  erst  Can ton; 
er  sprach  1750  bestimmt  aus,  dass  der  Turmalin  nicht  im  er- 
wärmten Zustande  überhaupt,  sondern  nur  wilhrend  des  Sleigens  und 
Sinkens  seiner  Temperatur  elektrisch  werde,  und  zwar  bei  zuneh- 
mender Würme  gerade  in  entgegengesetzter  Weise  als  bei  abnehmen- 
der, womit  die  zuvor  erwähnte  Beobachtung  des  Aepin  naturgemäss 
erklärt  war. 

Canton  benutzte  ungeschliffene  Turmaline  von  grösserer  Lange: 
dies  setzte  ihn,  indem  er  einen  solchen  von  einem  halben  Zoll  Lange 
in  drei  Stücke  zerschnitt,  in  den  Stand,  die  weitere  Entdeckung  zu 
machen,  dass  jedes  dieser  Stücke  ebenfalls  wieder  zwei  entgegen- 
gesetzte Pole  zeigte,  und  überhaupt  in  qualitativer  Hinsicht  dem 
uuzcrschnittenen  Krystalle  glich. 

Als  er  einen  Turmalin  in  ein  mit  dem  Elektrometer  verbundenes 
blechernes,  mit  heissem  Wasser  gefülltes  Gefttss  warf,  zeigte  das 
Instrument  weder  während  des  Erwärmens  das  Krystalles,  noch  auch 
während  der  Abkühlung  des  ganzen  Apparates  Elektricilät;  ein  Be- 
weis, dass  die  Mengen  der  erregten  positiven  und  negativen  Elek- 
Irieilälen  stets  gleich  gross  sind,  und  sich  durch  die  leitende 
Flüssigkeit  vollständig  ausgleichen. 

Im  folgenden  Jahre  beobachtete  Canton  eine  ähnliche  elektrische 
Erregung  an  den  Kryslallen  des  brasilianischen  Topases. 
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Diese  auf  den  Rryslallen  durch  die  blosse  Wirkung  der  Warme 
entstehende  Elektricitai  orregte  das  grösste  Interesse  der  Physiker 
und  Mineralogen  und  wurde  vielfach  Gegenstand  der  Forschung. 

Bei  seinen  Untersuchungen  ülier  die  oben  beschriebenen  Vor- 
gänge entdeckte  Hauy  an  den  beiden  Enden  der  Hauplaxe  dos  Tur- 
malins eine  verschiedene  Ausbildung  (HemimorphLsinus) , und  brachte 
dieselbe  sogleich  in  Beziehung  zu  den  daselbst  auftretenden  Elektri- 
ci taten.  Er  weist  auf  die  Wichtigkeit  der  Erforschung  der  thermo- 
elektrischen Erscheinungen  au  Kryslallcn  hin,  weil  sic  (wenigstens 
ftir  damals)  das  einzige  Mittel  seien,  uui  durch  die  alleinige  Einwir- 
kung der  Warme  Elektricililt  zu  erregen,  und  weil  die  chemische 
Verwandtschaft,  indem  sie  die  Molecüle  dieser  KOrjier  zu  regel- 
mässigen Gestalten  vereinigt,  sich  mit  der  Elcklriciiat  verbunden  zu 
haben  scheine,  um  die  verschiedenen  Wirkungen  der  beiden  elek- 
trischen Fluida  durch  den  Unterschied  in  der  Ausbildung  der  beiden 
Axenenden  darzustellen.  Uober  die  Vertheilung  der  beiden  Elektri- 
citaten  an  dem  erkaltenden  Turmalin*)  ausserl  er  nur,  dass  das  am 
einfachsten  gebildete  Ende  der  Axc  negative  Elektricitai  zeigte. 

Hauy  entdeckte  ferner  die  thermoelektrischen  Erregungen  am 
Roracit,  Meso  typ  (Skolezit  der  neueren  Mineralogen) , Kieselzinkerz 
und  Titanit,  währeud  Dre**)  dieselbe  beim  Prehnit  und  Brard  beim 
Axinit  auffand.  Wahrend  Hauy  bei  den  meisten  dieser  Krystalle 
nur  eine  an  ihren  beiden  Enden  init  entgegengesetzten  Elcklricitatcn 
versehene,  sogenannte  polarelektrische  Axe  annahm,  beobachtete  er 
bei  dem  in  Würfeln  krystallisirenden  Boraeil  vier  solche  polare  Axen, 
welche  je  zwei  diametral  gegenüber  liegcude  Ecken  des  Würfels  ver- 
binden, und  dergestalt  ungeordnet  sind,  dass  je  zwei  an  den  Enden 
einer  Seitenkante  liegende  Ecken  entgegengesetzte  Pole  zeigen. 

Beim  Boracit  fand  Hauy  ebenso  wie  beim  Turmalin  die  beiden 
Enden  einer  jeden  polaren  Axe  in  ungleicher  Weise  ausgebildol ; die 


*)  Da  die  elektrischen  Erregungen  bei  den  Kryslallcn  währeud  des  Erknltcns 
gerade  die  entgegengesetzten  sind  als  beim  Erhitzen,  so  genügt  es,  nur  ilie  Vorgänge 
beim  Erkalten  nnzugeben  Diese  sind  im  folgenden  also  stets  zu  verstehen,  wenn 
elektrische  Ycrlheilungen  ohne  weiteren  Zusatz  aulgcführt  werden. 

**)  In  der  ersten  Auflage  seines  Traile  de  mineralogio  Bit.  3 S.  167  sagt  Hau  v 
vom  Prehnit:  »Electriipie  par  In  chaleur  (observation  du  Cil.  Die)«,  während  In  der 
zweiten  Auflage  der  eingeklammerte  Zusatz  fehlt. 
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positiven  linden  waren  entweder  durch  die  Flüchen  eines  Tetraeders 
abgestumpft,  wahrend  die  negativen  linden  in  eine  unverletzte  licke 
ausliefen,  oder,  wenn  beide  linden  abgestumpft  erschienen,  so  traten 
an  den  |K>sitiven  linden  noch  die  Flachen  eines  Trigondodekaeders  auf. 

Auch  bei  den  übrigen  elektrischen  Krystallcu,  bei  welchen  Hauv 
nur  eine  polarelektrische  Axe  annahm,  glaubte  er  eine  gleiche  hemi- 
morphisehe  Bildung  nach  dieser  Axe  erwarten  zu  dürfen..  Am  Kiesel- 
zinkerz, das  in  der  Thal  eine  polarelektrische  Axe  besitzt,  hat  später 
Mohs  «len  in  ausgezeichneter  Weise  an  den  linden  dieser  Axe  auf- 
I rötenden  llcmimorphisiuus  beobachtet.*) 

Schon  oben  wurde  erwähnt,  dass  die  thermoelektrischen  Vor- 
gänge das  lebhafteste  Interesse  erregt  haben,  und  wir  finden  daher 
ausser  «len  obengenannten  Physikern  noch  den  Herzog  von  Noya, 
Wilson,  Bergmann,  Wilke  und  Priestley  mit  ausgedehnten  Unter- 
suchungen Uber  den  Turmalin  beschäftigt,  jedoch  ohne  dass  ihre  Ver- 
suche den  zu  ihrer  Zeit  bekannten  Gesetzen  wesentlich  Neues  hin- 
zugefügt halmn. 

Bis  in  die  ersten  Jahrzehnte  dieses  Jahrhunderts  kannte  man  im 
Gebiete  der  thermoelektrischen  Erscheinungen  mit  Bestimmtheit  nur 
polarclektrisehe  Axen.  d.  h.  Axen,  welche  an  ihren  beiden  Enden 
entgegengesetzte  Elektricität  zeigen,'*)  und  hielt  sich  daher  für  be- 
rechtigt, das  Vorkommen  solcher  Axen  allgemein  oder  vielmehr  aus- 
schliesslich anzunehmen,  obwohl  dieselben  mit  Sicherheit  nur  an 
den  unsymmetrischen  (hcmimorphischen)  Krystallcu  beobachtet  worden 
waren.  Aber  gerade  der  Umstand,  dass  die  polarelektrischen 
Axen  nur  bei  den  unsymmetrischen  Krystallen  auflreten,  veranlasste 
Sch  weigger ' **)  zu  dem  Aussprache,  dass,  »da  durchaus  keine  äussere 

•)  Dagegen  sind,  wie  ich  gleich  hier  erwähnen  will,  die  anderen  oben  genannten 
Krvstalle  nicht  hemimorphisch.  Wenn  bei  einzelnen  Individuen  an  dem  einen  Ende 
einer  Axe  einzelne  Flächen  auftreten,  welche  an  dem  anderen  Ende  fehlen,  so  hat 
diese  Abweichung  von  der  Symmetrie  nur  in  zufälligen  Storungen  ihren  Grund , und 
«len»  entsprechend  besitzen  diese  Krysluilc  auch  nicht  eine  polarclektrisehe  Axe,  son- 
dern zeigen  an  den  beiden  Enden  der  betreffenden  Axe  gleichnamige  Elcktricilätcn. 
Vgl.  meine  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases 
(Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  S.  370)  und  des  Schwerspat hes  (Bd.  XV  S.  1 77). 

**)  Eine  vereinzelte  davon  abweichende  Beobachtung  Hau  y's  (Traile  de  miner. 
Bd.  II.  S.  154)  an  dern  Bruchstücke  eines  brasilianischen  Topases,  dessen  Endflächen 
er  negativ  und  dessen  Seitenflächen  er  positiv  fand,  blieb  unbeachtet. 

**')  Jalirb.  der  Chcm.  und  Phys.  Bd.  39  S.  245  (Jahrgang  1823). 


Digitized  by  Google 


»i 


Elektrische  Untekscciiingen. 


3Ö1 


Kraft  auf  das  Hauptgesetz  der  Krystallbildung  — Symmetrie  — Ein- 
fluss zu  haben  vermag,  eine  innerlich  begründete  Kraft,  welche 
solches  vermag,  selbst  wesentlich  für  die  Krystallbildung  sein  müsse.« 
Er  betrachtete  daher  die  Unterschiede,  welche  je  nach  der  Richtung 
in  den  wahrend  der  Bildung  der  Krystalle  tlüttigen  Kräften  vorhanden 
sein  müssen,  um  eine  bestimmte  regelmassige  Anordnung  der  Mole- 
ctllc  zu  bewirken,  als  elektrische  oder  dieser  Krall  verwandte.  Jedes 
Molecül  sollte  eine  polarelektrische  Axe  besitzen,  und  die  gegensei- 
tige Einwirkung  dieser  Polaritäten  sowohl  die  Cohasion  überhaupt 
als  auch  die  besondere  Form  der  Kryslallisation  hervorbringen. 

Elien  diese  thermoelektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen  gaben 
auch  Berzclius  Anlass  zur  Aufstellung  seiner  elektrochemischen 
Theorie;  in  gleicher  Weise  wie  Schweigger  betrachtete  er  die  kleinsten 
Theile  (Molecüle)  ähnlich  wie  den  Turmalin  mit  einer  elektrischen  Polarität 
begabt,  »von  welcher  die  elektrochemischen  Erscheinungen  bei  ihrer 
Vereinigung  abhangen,  und  deren  ungleiche  Intensität  die  Ursache  des 
Kraftunterschiedes  ist,  womit  sich  ihre  Verwandtschaften  Bussern.  . . . 
Jede  chemische  Wirkung  ist  also,  ihrem  Grunde  nach,  ein  elektrisches 
Phänomen,  das  auf  der  Polarität  der  Partikeln  beruht.  Alles,  was 
Wirkung  der  sogenannten  Wahlverwandtschaft  zu  sein  scheint,  wird 
durch  eine  in  gewissen  Körpern  starker  als  in  anderen  vorhandene 
elektrische  Polarität  bewirkt.« 

Die  bis  dahin  nur  sehr  geringe  Zahl  der  als  thermoelektrisch  be- 
kannten Krystalle  wurde  182t  durch  eine  .Mittheilung  Brewster’s  Uber 
die  von  ihm  wahrend  der  Jahre  1817  und  1818  uusgcfiihrlcn  Versuche 
nicht  unwesentlich  vermehrt.  Brewster  gieblals  thermoelektrisch  an: 


Skolecit  *) 

Mesolilh  *) 

Grönländischer  Mesoly  p 
Kalkspath 
Gellier  Beryll 
Schwerspalh 

Schwefelsaurer  Strontian 
Kohlensaures  Blei 


Diamant 

Auripigment 

Analrim 

Amethyst 

Rcrgkryslall  aus  dem  Dauphine 
Idokras  (Vesuvian) 

Honigstein 

Schwefel  (sulphur  native) 


*)  Es  ist  Brcwsler  wahrscheinlich,  dass  Hauy’s  Mcsolyp  eines  dieser  beiden 
Mineralien  ist. 
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Diopsid  Granat 

Rother  und  hlauor  Klusssptillt  Üiehroit.*) 

Brewster  gebührt  ferner  das  grosse  Verdienst,  zuerst  seine 
Aufmerksamkeit  auch  den  künstlich  aus  wässerigen  Lösungen  dargestell- 
ten Krystallen  zugewandt,  und  elektrische  Spannungen  durch  Temperatur-  ' 
itnderungen  auf  ihnen  hervorgerufen  zu  haben.**)  Er  nennt  als 
thermoelektrisch: 

Weinsaures  Kali-Natron  (Scignettcsalz)  Schwefelsäure  Magnesia 
Weinsäure  Blausaures  Kali 

Oxalsaures  Ammoniak  Zucker 

Ghlorsaures  Kali  Essigsaures  Blei 

Schwefelsäure  Magnesia  mit  Natron  (?)  Kohlensaures  Kali 
Schwefelsaures  Ammoniak  Citronsäurc 

Eisenvitriol  Quecksilhersublimal. 

Während  Brewster  sich  die  Aufgabe  gestellt  halte,  die  Reihe 
der  thermoelektrischen  Kry  stalle  zu  vergrössern,  gehl  das  Bestreben 
der  späteren  Forscher  ljesouders  auf  die  Ermittelung  der  Gesetze, 
denen  die  Krvstalle  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  unterworfen  sind. 
l\  Er  man  fand  bei  seinen  Untersuchungen  auf  Bruchstücken 

*)  M;m  glaubte  längere  Zeit,  dass  Brewster  bei  der  Unvollkommenheit  des  zu 
seinen  Versuchen  angewandten  Verfahrens  sich  in  Betreff  der  elektrischen  Anziehungen 
geirrt  haben  dürfte,  und  dass  dio  meisten  der  von  ilun  genannten  Kryslatle  nicht  elek- 
trisch würden.  Iticss  und  Hose  schliessen  ihre  Abhandlung  über  die  Pyroclck- 
tricität  der  Mineralien  (Abhandl.  der  Akad.  der  Wi3sensch.  zu  Berlin,  1 843) 
mit  den  Worten:  »Von  dem  Brewster’schen  Verzeichniss  sind  daher  nur  Skolczil. 

Mesolilh  (zum  Tlteil),  Sehwerspath  und  Quarz  pyroelektrisch  gefunden  worden.«  Au 
einer  anderen  Stelle  iiussern  sie  sieh  dahin,  dass  negativen  Resultaten  thermoelektri- 
scher Untersuchungen  nur  ein  temporärer  Weitli  bcizulcgcu  sei.  Und  in  der  Thal  ist 
es  mir,  wie  dieser  Bericht  in  seinem  weiteren  Verlaufe  zeigen  wird,  gelungen,  hoi  den 
meisten  der  in  jenem  Verzeichnisse  stellenden  Mineralien  nicht  blos  die  thermoelektrische 
Erregung  überhaupt  nachzuweisen,  sondern  auch  die  spccifischc  Vertheilung  der  Elek- 
Iriciütl  auf  denselben  festzustcllen . Ob  freilich  Kryslatle  wie  Elussspalh  und  Granat  ther- 
moelektrisch erregt  werden  können,  wird  erst  noch  weiterer  Vorsehung  bedürfen. 

•*)  Ein  durch  Schmelzen'  erzeugtes  und  thermoelektrische  Erscheinungen  dar- 
üielendes  Kunstprodukl  besass  schon  llauy;  cs  war  eine  im  heftigsten  Schmelzfeuer 
\on  dem  jiingern  Saussurc  durch  Zersetzung  des  Gypses  mittelst  concreter  l’hos- 
phorsäurc  dargcstellle  Masse  von  der  Grösse  einer  Haselnuss,  ohne  äusseres  Zeichen 
von  Kryslallisation,  die  durch  Wärme  polarcleklrisch  wurde  (Jahrb.  der  Clicm.  mul 
Phys.  Bd.  i5  S.  171). 
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brasilianischer  Topase')  dieselbe  Veri Heilung  der  Klektriciuu,  wie  sie 
tiereits  Hauy  an  einem  eben  solchen  Bruchstücke  s.  oben  S.  350)  wahr- 
genoimnen  halte:  die  beiden  Durchgangsflächen  erschienen  negativ , 
während  er  auf  den  Seitenflächen  blos  positive  Spannungen  nach- 
zuwcisen  vermochte; * •*) ***) *)  und  er  schliessl  aus  seinen  Versuchen,  dass 
die  Art  der  Elcktricitätsverlheilung  eine  ganz  eigentümliche,  von 
den  bisher  bekannten  Analogien  total  abweichende  sei,  indem  die 
eine  Thiiligkcit,  namentlich  die  — E,  in  der  Axc  und  den  Parallelen 
mit  ihr  herrsche,  während  die  andere  (+  E)  ihre  Richtung  senkrecht 
auf  die  Axe  habe  und  ihr  Sitz  überall  an  der  perimetrischen  Ober- 
fläche aller  Seitenflächen  sei. 

Wenn  auch,  wie  ich  in  Band  XIV  dieser  Abhandlungen  gezeigt 
habe,  die  vorstehende  Ansicht  über  die  elektrische  Vcrtheilung  am 
Topase  Dicht  richtig  ist,  so  linden  wir  doch  in  ihr  zuerst  ein  Ab- 
gehen von  der  bis  dahin  allgemein  angenommenen  Vorstellung,  dass 
die  elektrischen  Axen  stets  polare  sein,  d.  h.  an  beiden  Enden  ent- 
gegengesetzte Elcktricilülcn  zeigen  müssten.“*) 

Becquerelf)  und  etwas  später  Forbes-j-J-)  suchten  das  Verhäll- 
niss  der  Stärke  der  Elektricität  zur  Länge  und  zum  Querschnitte  der 
Kryslalle,  sowie  zu  den  Temperaturänderungen  zu  erforschen.  Ihre 
Bemühungen  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg.  777) 

Diese  Untersuchungen  wurden  1850  von  Gauguin-)-*)  wieder 
aufgenommen;  nach  ihm  ist  die  Menge  der  yon  einem  Turmalin 
entwickelten  Elektricität  proportional  seinem  Querschnitte,  alter  unab- 

*)  Abliaiull.  iler  Bort.  Akad.  vom  Jahr  1819  S.  57. 

•*)  Yergl.  hierüber  meine  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Topases  (Bd.  XIV  dieser  Ahh.  S.  360). 

***)  Die  von  Ermaii  angegebene  Verlheilnng  exislirt  am  Topase  nicht ; dagegen 
habe  ieli  eine  ähnliche  Anordnung  der  Elektricilälcu,  wie  ich  später  zeigen  werde,  an 
nicht  hcmimorpliischen  Krystallen  des  tetragonalen  und  hexagonalen  Systemcs  aufge- 
funden. 

T)  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  T.  37.  S.  5.  355.  Poggend.  Anual.  Bd.  t3. 
S.  618. 

fT)  Transact.  of  the  roy.  soc.  of  Edinburgh  Bd.  13.  S.  15. 
f-J-f)  Ein  allgemeines  Gesetz  lderiiber  aufzustellen  würde  auch  nicht  möglich  sein, 
da  sich  bei  meinen  vielfachen  Beobachtungen  lierausgcslellt  hat,  dass  die  Intensität  der 
auf  den  einzelnen  Krystallen  derselben  Mineralspecies  auflrnletiden  Elektricität  je  nach 
der  individuellen  Beschaffenheit  derselben  sehr  verschieden  ist. 

7*)  Annal.  de  chim.  et  de  phys.  3 Ser.  Bd.  37.  S.  I. 
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hängig  von  seiner  Länge,  und  während  des  Sinkens  oder  der  Er- 
höhung der  Temperatur  um  eine  gegebene  Anzahl  Grade  wird  unab- 
hängig von  der  Dauer  der  Abkühlung  oder  Erwärmung  stets  dieselbe 
Elektricitätsmengc  entwickelt. 

In  der  zuvor  citirten  Abhandlung  von  Forbes  findet  sich  eine 
bis  jetzt  noch  nicht  wieder  beobachtete  Thalsache  verzeichnet;  For- 
bes beschreibt  einen  Turmalin,  der  an  beiden  Enden  positive,  in  der 
.Mitte  aber  negative  Elektricität  besass.*)  Diese  eigenthltmliche  Ver- 
Iheilung  der  Elektricität  sucht  er  dadurch  zu  erklären,  dass  er  sich 
zwei  Turmaline  mit  ihren  negativen  Polen  aneinander  gelegt  und  so 
verwachsen  denkt,  dass  auf  ihren  Seitenflächen  keine  Spur  der  Zusam- 
mensetzung Übrig  geblieben;  er  folgte  bei  dieser  Erklärung  Brcvvster, 
der  die  oben  S.  350  erwähnte,  von  llauy  an  einem  TopasbruchslUcke 
beobachtete  Vcrtheilung  durch  eine  Verwachsung  zweier  Topase  mit 
ihren  positiven  Enden  erklären  zu  können  vermeinte;  ein  Beweis, 
mit  welcher  Zähigkeit  man  die  Ansicht  von  durchweg  polarelcklri- 
schen  Axen  festhielt. 

Kiesdzinkerz.  Nachdem  Mohs**)  die  heminiorphische  Bildung  der 
Enden  der  Ilauplaxc  des  Kieselzinkerzes  nachgevv iesen.  bestimmte  Köh- 
ler*") an  diesem  Minerale  die  Lage  der  elektrischen  Pole.  Dieselben 
finden  sich  an  den  Enden  der  Hauplaxe  und  sind  so  vertheilt,  dass  an 
dem  Ende  mit  der  geringeren  Anzahl  Flächen  (Grundpyramide)  die  jk>- 
sitive,  an  dem  anderen  Endo  mit  der  grösseren  Anzahl  Flächen 
(ausser  der  Grundpyramido  auch  Flächen  von  horizontalen  Prismen 
dagegen  diu  negative  Elektricität  auftritt. 

Struvit.  Eine  andere  ausgezeichnet  hemimorphisch  gebildete  Sub- 
stanz  entdeckte  später  Hausmann“)  in  dem  Struvit  phosphorsaure 


*)  Es  heisst  S.  35 : In  the  course  of  tny  rcsearchcs,  t liavc  met  witli  a crystall 
of  lurmaliue,  posscssing  uo  evlcrnal  irregularilies  of  slriiclurc  (the  lerniinations,  hon- 
ewer,  of  the  crystall  arc  not  preserved),  w hielt  has  Iho  singulär  property  of  presenling 
in  cooling  a vilreous  pole  at  botli  ends.  Ilaving  asccrtaincd  Iltis  poinl,  I procceded  Io 
exatnine  Ille  clcelricity  of  its  parls,  by  ineans  of  Coulombs  l’roof-plane,  by  whieh  the 
elcclricily  of  atty  portion  is  insulated  aud  cvamined.  As  I expecled,  I fotintl  the  central 
porlion  of  the  crystall  resinottsly  electrilied. 

**)  Mohs,  Grundriss  der  Mineralogie,  i.  Bd.  Fig.  37. 

***)  Poggcnd.  Ann.  Bd.  17.  S.  148. 
f)  Nachrichten  von  der  G.  A. -Universität  zu  Göttin  gen  1846.  S.  lit. 
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Natron -Magnesia),  vier  ebenfalls  eine  stark  polarclektrische  Axe  in 
dor  Richtung  seiner  unsymmetrisch  ausgebildeten  Hauptaxe  besitzt. 

Boradt.  Für  die  Lage  der  positiven  und  negativen  Pole  auf  den 
Ecken  der  Boracitwürfel  stellte  Kühler  das  Gesetz  auf,  dass  die- 
jenigen Ecken,  welche  durch  glatte  TetraüderflUchen  abgestumpft  sind, 
positive,  die  anderen,  welche  entweder  gar  nicht  oder  durch  matte 
Tetraederfluchen  abgestumpft  erscheinen,  aber  negative  Elektricitüt 
zeigen. 

Khndizit.  Eine  gleiche  Vertheilung  der  Elektricitat  beobachtete  G. 
Rose*)  an  dem  von  ihm  auf  seiner  Reise  nach  dem  Ural  aufgefundenen 
Khodizit,  der  in  seinen  Formen  und  physikalischen  Eigenschallen  mit 
dem  Horacit  ttbereinstiinmt.  Auch  hier  sind  die  durch  glatte 
Telraederflüchen  abgestumpften  Ecken  dor  würfelförmigen  Kryslalle 
l«sitiv,  die  nicht  abgestumpften  negativ. 

Turmalin.  Für  den  Turmalin  versuchte  G.  Rose**)  die  Lage  der 
elektrischen  Pole  in  Bezug  auf  die  Krystallgestalt  zu  bestimmen, 
worüber  Hauy  (s.  S.  349)  sich  sehr  vorsichtig  nur  dahin  geiiussert, 
dass,  soweit  seine  Beobachtungen  reichten,  das  ain  einfachsten  ge- 
bildete Ende  den  negativen  Pol  trage.  Rose  beachtete  besonders 
die  Stellung  des  Hauptrhomboeders  zu  dem  dreiseitigen  Prisma,  das 
nebst  einem  sechsseitigen  Prisma  gewöhnlich  die  Seitenflächen  der 
Turmalinkrystallc  bildet.  In  den  meisten  Füllen  erscheint  dasjenige 
Ende  der  Hauptaxe,  an  welchem  die  Flüchen  des  Hauptrhomboeders 
auf  den  Kanten  des  erwühnten  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind, 
positiv,  das  andere  dagegen,  an  welchem  sie  auf  den  Flüchen  dieses 
Prismas  aufgesetzt  sind,  negativ.  Doch  linden  sich  auch  Kryslalle, 
bei  welchen  die  Lage  der  Pole  gerade  die  umgekehrte  ist.***)  An 


*)  Poggend.  Ann.  Bd.  39.  S.  32  1 ; Ahhnndl.  dor  Berl.  Aknd.  <843.  S.  88. 

*•)  Ahhandl.  dor  Berl.  Akad.  1836.  S.  215. 

•••)  Will  man  diese  letzteren  Kryslalle  wieder  mit  dom  vorstehenden  Gesotz  in 
Einklang  bringen,  so  muss  man,  wie  G.  Ho  so  hervorheht,  entweder  das  an  ihnen 
\orkommonde  Rhomboildcr  als  das  sogenannte  Gcgcnrhomhnedcr  oder  die  vorhandenen 
drei  Prismcnflächen  als  nicht  dem  gewöhnlichen,  sondern  dem  anderen,  dreiseitigen 
Prisma,  welches  jenes  zu  einem  sechsseitigen  ergänzt,  angehörend  betrachten.  In 
seiner  oben  citirten  Abhandlung  von  183  6 gab  Hose  der  erstem  Betrachtungsweise 
den  Vorzug,  während  er  in  der  bereits  auch  schon  angeführten  in  Gemeinschaft  mit 
Itiess  veröffentlichten  Abhandlung  die  zweite  für  die  wahrscheinlichere  erklärt. 

Der  Umsland,  dass  Turmaline  exisliren.  deren  Pole  in  Bezug  auf  die  Kryslallform 


Digitized  by  Google 


356  W.  G.  IIakkbl,  [U 

manchen  Kryslallen  I roten  ferner  ausser  jenem  dreiseitigen  Prisma 
zugleich  die  Flachen  eines  zweiten  dreiseitigen  Prismas  auf,  welche 
die  Flachen  des  ersten  zu  einem  vollständigen  sechsseitigen  ergänzen, 
so  dass  in  diesen  Fallen  die  Erkennung  der  Flachen  des  ersten 
Prismas  unmöglich  ist,  wenn  sie  nicht  durch  die  bisweilen  neben 
ihnen  erscheinenden  Flachen  der  Hälfte  einos  zwölfseitigen  Prismas 
ausgezeichnet  sind.  — Auch  aus  dem  Auftreten  der  Flachen  be- 
stimmter Rhomboeder  lasst  sich  die  Lage  der  Pole  beim  Turmalin 
nicht  mit  absoluter  Sicherheit  erschlossen ; denn  wenn  sich  auch  vor- 
zugsweise die  Flachen  des  ersteu  spitzem  Rhomboeders  am  positiven, 
die  Flachen  des  ersten  stumpfem  am  negativen  Pole  finden,  so  er- 
scheinen doch  bisweilen  die  Flachen  des  ersten  spitzem  Rhomboeders 
auch  am  negativen,  und  die  Flachen  des  ersten  stumpferen  am  po- 
sitiven Pole.4) 

Die  künstlichen  Kryslalle,  von  welchen  Brewster  nur  ganz  im 
Allgemeinen  angegeben  hatte,  dass  sie  thermoelektrisch  erregbar 
seien,  waren  ohne  Beachtung  geblieben.  Um  eine  genauere  Kennl- 
niss  der  bei  ihnen  auflretenden  elektrischen  Erscheinungen  zu  er- 
langen, begann  ich  im  Jahre  1833  eine  genauere  Untersuchung  des 
Zuckers,  der  Weinsaure  und  des  weinsauren  Kali-Natrons*4)  (Seig- 
nettesalzes),  an  welche  sich  später  die  Prüfung  des  neutralen  wein- 
sauren Kalis44*)  anschloss. 

An  den  Kryslallen  des  Zuckere,  der  Weinsäure  und  des  neutralen 
weinsauren  Kalis  entdeckte  ich  einen  sehr  deutlich  ausgesprochenen 

gerade  entgegengesetzt  liegen,  musste  bisher  bei  den  Verstellungen,  die  man  sicli  in 
mehr  oder  weniger  klarer  Weise  von  der  Entstehung  der  Thermoelcklriciläl  machte, 
allerdings  sehr  nudullend  erscheinen,  und  cs  lag  daher  nahe,  durch  eine  der  obigen 
Annahmen  diese  Abweichung  zu  beseitigen.  Nach  den  von  mir  in  der  letzten  /eil 
am  Vesuvlan  und  Der)  II  ausgeführten  Untersuchungen  wird  man  jedoch  an  den  in  Be- 
zug auf  die  Form  gerade  entgegengesetzt  liegenden  Polen  keinen  Ansloss  mehr  nehmen 
dürfen,  da,  wie  ich  später  mittheilen  werde,  auch  bei  den  genannten  Kryslallen  ein 
oben  solcher  Wechsel  der  Polaritäten  in  Bezug  auf  die  Form  vorkomml,  der  seinen 
Grund  in  den  bei  ihrer  Bildung  obwaltenden  Umständen  bat.  Eben  diese  Beobach- 
tungen am  Yesuvinn  und  Beryll  werden  auch  fiir  die  ohenS.  354  erwähnte  eigenthiim- 
liche,  von  Fo  r h es  angeführte  Verlheilung  der  Polarität  an  einem  Turmalinkry stalle 
(beide  Enden  positiv,  die  Milte  negativ)  das  richtige  Yerständniss  gehen. 

*)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1843.  S.  67. 

•*)  De  Iberinoeleclrieitale  cryslnllorum,  Halae  1839;  Pogg.  Annal.  Bd.  49  S.  493. 

*•*)  Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  620. 
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llentituorphismus,  und  diesem  entsprechend  in  der  Richtung  der  un- 
symmetrisch ausgebildeten  Axe  eine  stark  polarelektrische  Axe. 

Zucker.  Stellen  wir  die  dem  monoklinoedrischen  Systeme  angeltü- 
rigen  Krystalle  des  Zuckers  so,  dass  der  klinodiagonaie  Ilauplschnill  auf 
uns  zugewandt  ist  und  in  ihm  der  spitze  Winkel  zwischen  der  Haupt- 
axe  und  der  Klinodiagonaie  auf  der  vorderen  Seite  im  oberen  Qua- 
dranten liegt,  so  erscheinen  am  linken  Ende  der  Orthodiagonale  nur 
die  Flitchen  des  verticalen  Prismas  oo  P;  dagegen  treten  gm  rechten 
Ende  der  Orthodiagonale  ausser  diesen  Flächen  auch  noch  die  zwei 
Flächen  der  rechten  Hälfte  eines  sogenannten  Klinoprismas  (Klinodo- 
mas)  P oo  auf.  Dasjenige  Ende  der  Orthodiagonale,  welches  die 
Flächen  dieses  Klinoprismas  trägt  und  häutig  verwachsen  ist,  zeigt 
beim  Erkalten  positive,*)  das  andere  Ende  dagegen,  an  welchem 
diese  Flächen  fehlen,  negative  Elektricität.  Legen  sich  zwei  Krystalle 
zu  einem  Zwillinge  zusammen,  so  geschieht  die  Verwachsung  mit 
denjenigen  Enden  der  Orthodiagonale,  an  welchen  sich  die  Flächen 
des  Klinoprismas  finden;  es  sind  dann  die  freien  Enden  eines  solchen 
Zwillinges  negativ,  die  Mitte,  wo  die  Verwachsung  staltgefunden 
hat,  positiv. 

Weinsäuren.  Aehnliche  Verhältnisse  und  Vorgänge  beobachtete  ich 
bei  den  Krystallen  der  Weinsäure,  welche  ebenfalls  dem  monoklinoedri- 
schen Systeme  angehtiren.  Stellen  wir  das  Axensystem  wieder  in  der 
beim  Zucker  angegebenen  Weise,  so  erscheinen  die  Wcinsäurekrystalle 
gleichfalls  in  der  Richtung  der  Orthodiagonale  hcmimorphisch : während 
am  rechten  Ende  derselben  sich  nur  die  Flächen  des  verticalen 
Prismas  oo  P finden,  treten  ausser  diesen  auf  der  linken  Seile  noch 
zwei  Flächen  (die  Hälfte)  eines  Klinoprismas  P oo  auf.  Mit  diesem 
linken  Ende  verwachsen  die  Krystalle,  wenn  sie  sich  nach  der  Rich- 
tung der  Orthodiagonale  zu  Zwillingen  Zusammenlegen.  Dasjenige 
Ende  der  Orthodiagonale,  an  •welchem  sich  nur  die  Flächen  des 
Prismas  oo  P finden,  zeigt  beim  Erkalten  negative,  das  andere  da- 
gegen, an  welchem  ausser  den  genannten  Flächen  auch  noch  die 
Flächen  des  Klinoprismas  P oo  auflreten,  positive  Elektricität.  An 


*)  Selbstverständlich  ist  auch  hei  den  kiinsllicti  ans  wässerigen  I.iisungen  er- 
zeugten Kryslallen  die  elektrische  Polarität  hei  der  Erwärmung  gerade  die  entgegen- 
gesetzte als  bei  der  Abkühlung. 
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den  zuvor  beschriebenen  Zwillingskrystallon  sind  daher,  ebenso  wie 
heim  Zucker,  die  nach  aussen  stehenden  Enden  negativ,  die  Mitte 
aber,  wo  die  Verwachsung  stattgefunden  hat,  positiv. 

Ein  weiteres  Interesse  gewinnen  diese  Beobachtungen  durch 
die  Entdeckung  Pasteur’s,  dass  ausser  der  gewöhnlichen  YVeinsüure, 
deren  Krystalle  die  oben  beschriebene  Gestalt  besitzen,  noch  eint* 
zweite  Weinsäure  existirt,  welche  Pasteur*)  durch  Spaltung 
der  sogenannten  Traubensiiure  in  diese  neue  Siture  und  die  gewöhn- 
liche YVeinsüure  erhielt.  Diese  neue  SHure  besitzt  dieselbe  chemische 
Zusammensetzung  wie  die  gewöhnliche,  und  stimmt  mit  dieser  auch 
in  ihren  physikalischen  Eigenschaften  überein,  mit  Ausnahme  der 
Lage  der  den  Hcmimorphisnms  bedingenden  Flüchen  des  Klinoprismas 
P oo  und  der  Drehungsrichtung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes. 
Die  Krystalle  dieser  zweiten  YVeinsüure  haben  nitmlich  zwar  im  All- 
gemeinen dieselbe'  Form  mit  genau  denselben  YVinkeln,  wie  die  zuvor 
beschriebenen  Krystalle  der  gewöhnlichen  YVeinsüure;  dagegen  treten 
bei  der  oben  angenommenen  Stellung  der  Krystalle  die  Flüchen  des 
Klinoprismas  P oo,  welche  hemimorphisch  sich  nur  an  dem  einen 
Ende  der  Orlhodiagonale  ausbilden,  nicht  wie  bei  der  gewöhnlichen 
YVeinsüure  auf  dem  linken,  sondern  auf  dem  rechten  Ende  der  ür- 
ihodiagonale  auf.  Die  Formen  der  beiden  Süuren  sind  Spiegel- 
bilder von  einander,  wenn  man  die  Krystalle  mit  ihren  orthodia- 
gonalen  Hauptschnitten  parallel  zur  Ebene  eines  Spiegels  aufstellt. 
In  elektrischer  Hinsicht  fand  Pasteur  eine  in  Bezug  auf  die 
Lage  der  hemimorphischen  Flüchen  des  Klinoprismas  gleiche  Y’er- 
thcilung,  wie  ich  sie  bei  der  gewöhnlichen  YVeinsüure  beob- 
achtet hatte,  d.  h.  das  nur  mit  den  Flüchen  des  verticalen  Pris- 
mas oo  P versehene  Ende  der  Orlhodiagonale  ist  beim  Erkalten 
negativ,  das  entgegengesetzte  Ende,  welches  ausser  den  Flüchen 
oo  P auch  noch  die  zwei  Flüchen  des  Klinoprismas  P oo  trügt,  positiv. 
Mit  dem  Wechsel  in  der  Lage  der  unsymmetrischen  Flüchen  an  de» 
beiden  Enden  der  Orlhodiagonale  haben  also  in  gleicher  YVeise  auch 
die  elektrischen  Pole  gewechselt. 

Die  neue  Süure  unterscheidet  sich  ferner  von  der  gewöhnlichen 
YVeinsüure  dadurch,  dass  ihre  Lösung  die  Polarisationsebene  des 

*)  Annnl.  rhim.  el  ilp  pliys.  3.  Sit.  Bil.  ?8.  S.  r»6 
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Lichtes  nach  links  nhlcnkt,  wahrend  die  Ulsung  der  gewöhnlichen 
Weinsäure  dieselbe  um  dieselbe  Grosse  nach  rechts  dreht.  Pasteur 
hat  hiernach  die  neue  Säure  mit  dem  Namen  der  Linkstraubensilurc 
belegt,  während  die  gewöhnliche  Weinsäure  als  Rechtstraubensäure 
bezeichnet  werden  kann. 

Weinsattres  Kali.  Bereits  1841* •*) ***))  habe  ich  auf  den  Zusammenhang 
der  hemimorphisehen  Bildung  beim  Zucker  und  der  Weinsäure  mit  der 
Eigenschaft  ihrer  Losungen,  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  zu 
drehen,  hingewiesen;  und  gerade  der  Umstand,  dass  nach  Biot’s 
Messungen  das  neutrale  weinsaure  Kali  ein  sehr  starkes  Drehungs- 
vermögen  zeigt,  bewog  mich  damals,  die  Kry stalle  dieses  Salzes  auf 
ihre  Form  und  ihr  elektrisches  Verhalten  genauer  zu  untersuchen.  Ich 
fand  in  der  That  die  Krystalle  des  neutralen  weinsauren  Kalis  sehr 
stark  hemimorphisch  gebildet:  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe 
zeigten  die  zum  rhombischen  Systeme  gehörigen  Krystalle  eine  dach- 
förmige Zuschärfung,4*)  während  sich  am  anderen  Ende  derselben 
eine  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  Fläche  fand.  Das  erstere  Ende 
zeigte  beim  Erkalten  positive,  das  zweite  negative  Elektricität. 

Weinsäure#  Kali-Natron.  Wenn  auch  in  der  Regel  die  beiden 
Weinsäuren  die  Verschiedenheit  von  rechts  nach  links  in  der  Lage  der 
unsymmetrischen  Flächen  auf  ihre  Salze  übertragen,  so  kommen  doch 
auch  Fälle  vor,  in  denen  die  Krystalle  mancher  Salze  vollkommen 
symmetrisch  ausgebiidet  sind.  Dies  letztere  ist  nach  Pasteur*4*) 
namentlich  der  Fall  bei  den  Krystallen  des  sogenannten  Seignette- 
salzes  (Doppelsalz  aus  weinsaurem  Kali  und  Natron),  wenn  dasselbe 
aus  der  gewöhnlichen  Weinsäure  bereitet  worden  ist.  Solche  Kry- 
stalle ohne  unsymmetrische  Flächen  lagen  mir  bei  meinen  früheren 
Untersuchungen  dieses  Salzes  vor;  sie  gehören  dem  rhombischen  Sy- 
steme an,  und  wenn  wir  die  bei  den  tafelförmigen  Individuen  grössten 


•)  Pogg.  Anna).  Bd.  53.  S.  6J0. 

•*)  Ebend.  S.  62 f . 

***)  In  der  zuvor  citirten  Abhandlung  heisst  es  S.  9t:  Les  crislaux  de  Idvoracemale 
et  de  dcxtroracematc  de  soude  et  de  polassc,  oblenus  en  cssnyant  de  faire  le  racemate 
double  de  ces  deux  bases,  different  de  ces  sels  oblenus  direclement  avec  les  acides 
levoracemiqne  et  tartrique  isoles,  en  ec  que,  dans  le  premier  ras,  les  facetles  hemi- 
edriques  existent  loujours,  landis  qu'elles  sonl  souvenl  absenles  dans  le  seeond  ras, 
dans.le  sei  Seignelle  ordinnire,  par  exeniplc. 

Alban ai.  d.  K.  9.  UmoIIkK.  9.  Wi.wn.cb.  XV.  J 5 
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parallelen  Flächen  als  die  senkrecht  gegen  die  Hanptaxe  gerichteten 
Fluchen  0 I’  betrachten,  so  werden  die  gewöhnlich  vorhandenen  seit- 
lichen verticalen  Flächen  gebildet  von  oo  I*,  oo  P 2,  oo  P oo  und  oo  P oo. 

Nach  meinen  Beobachtungen  ergab  sich  nun  auf  ihm  Flächen 
oo  P oo,  also  an  den  Kndnn  der  Makrodiagonale,  beim  Krkallen  ne- 
gative, auf  den  Flächen  oo  P oo,  also  an  den  Finden  der  Brachydiago- 
nale,  positive  Filektrieilät.  Auf  den  Flächen  0 P war  mit  Bestimmtheit 
eine  elektrische  Erregung  nicht  nachzuweisen. 

Fis  kommen  nun  aber  sehr  häutig  Krysialle  vor,  bei  denen  wahr- 
scheinlich infolge  des  Anliegens  auf  der  Bodenfläche  nur  die  zu 
der  einen  Hälfte  der  Makrodiagonale  gehörigen  Flächen  oo  P uiui 
oo  P 2 ausgebildel  sind;  sie  stellen  nur  eine  der  mittelst  eines  Schnittes 
durch  die  llauptave  und  die  Braehydiagonulc  entstandenen  Hälften  des 
zuvor  beschriebenen  vollständigen  Krystalles  dar. 

Die  Beobachtung  halle  an  den  Finden  der  beiden  Diagonalen  der 
Basis  keine  Unsymmelrien  oder  hetnimorphische  Bildungen  crgelien; 
beide  Finden  einer  jeden  Diagonale  trugen  dieselben  Flächen,  aber 
auch  gleichnamige  elektrische  Pole.  Fis  hätte  also  nahe  gelegen, 
hieraus  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  an  den  gleichgcbildclcn  Finden 
einer  Ave  auch  nur  gleichnamige  Filektricilälen  au  ft  re  teil  können,  und 
dass  liei  diesen  Kryslallcn  die  Finden  der  Makrodiagonalc  negative, 
und  die  Finden  der  Braehydiagonulc  positive  Zonen  tragen.  Indessen 
der  allgemeinen  Ansicht,  dass  im  Gebiete  der  thermoelektrischen 
Krysialle  überhaupt  nur  polarelektrische  Axon  existiren  könnten, 
folgend,  glaubte  ich  damals  die  eben  beschriebenen  Hälften,  die  an 
den  beiden  Finden  der  Makrodiagonale  in  der  Thal  hemimorphisch 
gebildet  erschienen,  als  die  wirklichen  einfachen  Krysialle,  und  die 
zuerst  beschriebenen  vollständigen  Formen  als  Zwillinge,  in  denen 
sich  gerade  wie  beim  Zucker  und  der  Weinsäure  zwei  einfache 
mit  den  elektrisch  positiven  Polen  zusuminengelegt  hätten,  betrach- 
ten zu  müssen.*) 


*)  Es  bedarf  noch  einer  genauem  Untersuchung,  ob  bei  den  Doppelsalzen  der 
beiden  Weinsäuren  mit  dem  Kali  und  Nalron  nicht  auch  ein  wirklicher  Hemimorphismi»? 
sich  zeigt;  derselbe  würde  in  der  Hichtung  der  llauptaxe  zu  erwarten  sein,  und  narh 
dieser  müsste  dann  eine  polareloklrische  Axe  auftreten.  Ein  solcher  Kryslnll  würde 
in  seiner  elektrischen  Verlheilung  einem  sächsischen  oder  Adun-Tsehiloner  Topase 
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Im  Jahre  1812*)  jedoch  gewann  ich  durch  eine  sorgfältige  Unter- 
suchung der  Topaskrystallc  die  Ueberzeugung,  dass  die  Annahme  von 
ausschliesslich  polarelektrischen  Axen  eine  zu  enge  war,  dass  auch 
Axen  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Enden  existirten.  Gerade  wie 
hei  dem  Seignetlesalze  fand  ich  hei  den  Topaskrystallen  an  »len  Enden 
der  Hraclty  diagonale  positive,  an  den  Enden  der  .Makrodiagonale  ne- 
gative Zonen,  und  berichtigte  hiernach  sofort  meine  frühere  Ansicht 
über  das  elektrische  Verhallen  der  vollständigen  Krystalle  des  eben- 
genannten  Salzes.  Aus  Mangel  an  geeigneten,  an  beiden  Enden  der 
llauptaxe  ausgebildeten  Topaskrystallen  wagte  ich  aber  damals,  obwohl 
bereits  gewisse  Beobachtungen  darauf  hinwiesen,  noch  nicht,  auch 
an  beiden  Enden  der  Hauptaxc  des  Topases  dieselbe  ElektricitUt 
auzunehuien,  und  zwar  besonders  gehindert  durch  Hauy’s  Beobach- 
tung zweier  Topaskrystalle,  welche  an  dem  einen  Ende  der  ilauptaxen 
nicht  genau  dieselben  Flüchen  trugen  als  an  den  anderen,  und  daher 
Hauy  veranlassten,  den  Topas  überhaupt  für  hemimorph  zu  erklären. 

ln  ihrer  Abhandlung**)  vom  Jahre  1813  kehrten  Kiess  und 
0.  Rose  wieder  zu  einer  an  die  itltcre  Auffassung  sich  anschliessen- 
den Ansicht  zurück ; sie  nahmen  im  Topase  zwei  in  der  Brachydiago- 
nale  liegende  gegen  einander  gekehrte  polarelektrische  Axen  an.  Die 
beiden  negativen  Pole  derselben  sollten  in  der  Mitte  der  Diagonale 
zusammenfallcn  und  die  beiden  positiven  in  den  stumpfen  brnchvdia- 
gonalen  Seilcnkanten  liegen.  Sie  bczcichnclcn  diese  cigenthümliche 
von  ihnen  aufgestellte  Vertheilung  der  elektrischen  Pole  an  den 
Krystallen  als  centralpola risch. 

Diese  ccntralpolarischc  Vertheilung  glaubten  sie  beim  Prehnit'  '*) 
ebenfalls  annehmen  zu  müssen : auch  dieser  sollte  zwei  in  der  Bra- 
chydiagonale  liegende  gegen  einander  gekehrte  polare  Axen  besitzen, 
deren  negative  Pole  ebenso  wie  beim  Topase  in  der  Mitte  zusammen- 
lielen,  wühlend  die  positiven  sich  an  den  Enden  der  Brachydiagonalc 
befänden. 

Boracil.  Es  ist  oben  S.  349  berichtet  worden,  dass  Hauy  in 

gleichen,  der  an  dem  einen  Ende  der  llnuplaxe  natürliche  Flüchen  Iriipl , am  andern 
aber  von  dem  aof  die  !lau|da\r  senkrechten  Durchgänge  begrenzt  wird. 

’)  Poe«.  Annal.  Bd.  56.  S.  31. 

•*)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1813.  S.  93. 

Rbend.  S.  91 
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ilon  acht  Ecken  der  Boracilwürfel  elektrische  Pole  fand,  und  dass 
Ktihler  (S.  355)  die  Bestimmung  liinzufügte,  dass  die  durch  glatte 
Tolraederflitchen  abgestumpften  Ecken  positive,  die  gar  nicht  oder 
durch  rauhe  Tetraöderflilchen  abgestumpften  Erken  dagegen  negative 
Kleklriciltlt  besitzen.  Um  nun  das  elektrische  Verhalten  der  Boracite 
vollständig  kennen  zu  lernen,  schien  es  mir  nothwendig,  auch  die 
elektrische  Beschaffenheit  der  Flüchen  zu  erforschen.  Behufs  einer 
Verstärkung  der  oft  nur  schwachen  Polarität  der  Flüchen  erhöhte  ich 
die  Temperatur  über  die  sonst  gewöhnlich  benutzten  Grade,  und  ent- 
deckte im  Jahre  1835,  dass  in  der  auf  jeder  Ecke  auftretenden  Po- 
larität sowohl  lau  steigender,  als  auch  bei  sinkender  Temperatur  ein 
zweimaliger  Wechsel  eintritt.  ‘)  Hiernach  sind  also 

die  Ecken  mit  glatten  die  nicht  abgestumpften  oder 

Telraederflächcn  mit  matten  Tctraüderfläcben 

versehenen  Ecken 


bei  steigender 

( zuerst 

— 

+ 

Temperatur 

’ dann 
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— 

l darauf 

— 

+ 

endlich 

(1 

0 

f erst 

+ 

__ 

bei  sinkender 

{ dann 

+ 

Temperatur 

[ zuletzt 

+ 

Die  WUrfolflUehen,  in  deren  Eckpunkten  vier  elektrische  Pole, 
je  zwei  gleichnamige  an  den  Endpunkten  einer  Diagonale,  liegen, 
zeigen  ebenfalls  elektrische  Spannungen;'4)  dabei  treten  auf  ihnen 
dieselben  Verschiedenheiten  in  dem  elektrischen  Verhalten,  wie  auf  den 
Ecken  hervor.  Bei  den  Flüchen  der  ersten  Art  erstreckt  sich  eint' 
positive  Zone  von  der  einen  positiven  Ecke  über  die  Milte  der  Flüche 
hinweg  bis  zur  diagonal  gegenüberliegenden,  bei  den  Flüchen  der 
zweiten  Art  verbreitet  sich  die  negative  Eleklricilüt  in  entsprechender 
Weise;  oft  wird  fast  die  ganze  Flüche,  im  ersten  Falle  von  der  po- 
sitiven, im  zweiten  von  der  negativen  eingenommen;  nur  selten 
erscheint  die  Milte  der  Flüche  unclektrisch  und  besitzen  dann  auf 


•)  Quaeslionis  de  thcrmoelectricilale  orysl.dloriim  pars  altera.  Ilalae  1 8 i 0 : Pogg. 
Ann.  Bd.  50  S.  i*7 1 ; Bd.  56  S.  58;  Bd.  61  S.  281  ; Bd.  74  S.  23t. 

•*)  Diese  Ahliniidll.  Bd.  VI  S.  t 49;  lieber  die  tbermoeleklrisclien  F.igensclinften  des 
Boruriles. 
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ihr  die  von  den  Ecken  ausgehenden  elektrischen  positiven  und  nega- 
tiven Zonen  last  gleich  grosse  Ausdehnung.  Beim  Erhitzen  und 
Erkalten  zeigen  die  Flachen  in  der  Hauptsache  dieselben  Wechsel  der 
Polaritäten  wie  die  mit  ihnen  gleichnamigen  Ecken. 

Bergkrystall.  Der  Bergkrystall  ist  von  Brewsler  in  dem 
S.  351  mitgethcilten  Verzeichnisse  ohne  weitere  Angaben  als  thermo- 
elektrisch aufgcführt  worden.  Gleich  hei  den  ersten  Versuchen  ge- 
lang es  mir,  die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  im 
Allgemeinen  festzustellen.*)  Der  Bergkrystall  zeigte  hiernach  drei 
gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  polarelektrische  Axen,  so  dass  auf 
den  Seitenflächen  abwechselnd  positive  und  negative  Zonen  auftraten. 
Jedoch  lagen  die  Pole  (Orte  der  stärksten  Spannungen)  nicht  in  der 
Mitte  der  Flüchen,  sondern  erschienen  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite  verschoben. 

Dies  veranlasste  mich,  spitter  den  Bergkrystall  mit  Rücksicht 
auf  seine  beiden  als  rechts-  und  linksdrehend  unterschiedenen  Formen 
einer  neuen  Prüfung**)  zu  unterwerfen.  Dieselbe  bestätigte  das 
frühere  Resultat  und  gab  eine  klare  Einsicht  in  die  krystallographi- 
schen  und  elektrischen  Verhältnisse  dieses  Minerales. 

Die  sechsseitige  Pyramide  des  Bergkrystalles  ist  nämlich  nicht 
als  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide,  sondern  als  ein  rechtes 
oder  linkes  hexagonales  Trapezoeder  zu  betrachten;  es  geboren  bei 
ihr  daher  nicht  die  beiden  in  einem  Sextanten  der  Basis  befindlichen, 
sondern  vielmehr  die  zwei  an  dem  Eckpunkte  einer  Nehenaxe  einander 
gegenüber  liegenden  Flüchen  (die  rechte  obere  mit  der  linken  unteren, 
die  linke  obere  mit  der  rechten  unteren)  zu  einem  Systeme  zusam- 
men; und  von  den  vier  Flüchen,  welche  um  den  Endpunkt  einer 
llalhaxe  liegen,  sind  also  jedes  Mal  nur  zwei  dieser  Flüchen  (eines 
jener  Systeme)  auf  diesen  Endpunkt  zu  beziehen,  wühlend  die  andern 
beiden  Flüchen  den  Endpunkten  der  benachbarten  ilalbaxen  ange- 
hören. 

Die  bei  den  Bergkrystallen  an  den  oberen  und  unteren  End- 
punkten der  abwechselnden  Scitenkanlen  au  fl  rötenden  und  dieselben 
auch  Üusserlich  als  rechte  oder  linkt!  Individuen  charaklerisirendcn 


*)  Quaestionis  de  tlicnnocl.  cryst.  pars  altera.  S.  11.  I’oggend.  Ann.  50  S.  006. 

*•)  lliese  Abhandll.  Bd.  XIII.  S.  3*1. 
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Flüchen  gehören  einem  trigonalen  Trapezoeder  an,  welches  durch 
heniimorphische  Ausbildung  aus  dem  hexagonalen  Trapezoeder  ent- 
steht, indem  die  an  dem  einen  Ende  einer  Nebenaxe  gelegenen 
Flüchen  des  letztem  wachsen,  die  an  dem  anderen  Ende  gelegenen 
aber  verschwinden.  In  gleicher  Weise  ist  die  an  denselben  Seiten- 
kanten, an  welchen  die  trigonalen  Trapezoeder  liegen,  auftrelende 
trigonale  Pyramide  die  heniimorphische  Ausbildung  einer  sechssei- 
tigen Pyramide  der  zweiten  Art. 

Auch  die  Flüchen  der  sechsseitigen  Pyramide,  bei  welcher,  wie 
zu\or  erwühnl,  nur  zwei  der  um  einen  Endpunkt  einer  Nebenaxe 
liegenden  vier  Flüchen  zu  dieser  Axe  gehören,  nehmen  an  einer 
solchen  hemimorphischen  Bildung  durch  ungleiche  Ausbildung  der  zu 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Nebenaxe  gehörigen  Fluchenpaare 
theil,  so  dass  die  sechsseitige  Pyramide  als  Combination  zweier  in 
verwendeter  Stellung  befindlichen  Rhomboeder  (Haupt-  und  Gegeu- 
rhomboeder  genannt)  sich  darstellt.  Die  Flüchen  dieser  lieiden  Rhom- 
boeder unterscheiden  sich  von  einander  aber  nicht  immer  blos  durch 
die  Grösse,  sondern  öfter  auch  noch  durch  ihren  Glanz  und  ihre 
Glütte.  Die  Flüchen  des  Gegenrhomboeders  weisen  durch  ihre 
schwächere  Ausbildung  auf  ein  minderes  Hervortreteu  der  zu  ihnen 
gehörigen  llalbaxc  hin  und  sind  also  auf  denjenigen  Endpunkt  der 
Nebenaxe  zu  beziehen,  welcher  die  Flüchen  der  trigonalen  Pyramide 
tragt,  wahrend  die  Flüchen  des  Hauptrhomboeders  den  in  den  an- 
deren drei  Kanten  endenden  Hulhuxen  angeboren. 

Der  Bergkrystall  ist  hiernach  in  Bezug  auf  seine  drei  Nebenaxen 
hcuiimorphisch  gebildet,  und  nach  der  Richtung  dieser  ursprünglich 
ausgebildeten  Axon  liegen  also  auch  drei  polarelektrische  Axon;  dabei 
fallen  die  positiven  Pole  dieser  Axon  in  diejenigen  Seitenbauten  des 
Prismas,  welche  an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Flüchen  der 
trigonalen  Pyramide  tragen,  die  negativen  Pole  dagegen  in  die  zvvischen- 
liegendcn  Kanten.  Es  ziehen  sich  nun  die  positiven  Zonen  von  einer 
oberen  Flüche  des  Gogenrhomboedcrs  über  die  ihnen  zugehörige  Seiten- 
kante, in  welcher  die  positiven  Pole  liegen,  nach  der  nächsten  unteren 
Flüche  des  Gegenrhomboeders  herab,  wührend  sich  die  negativen 
Zonen  von  einer  oberen  Flüche  des  Hauptrhomboeders  über  die  zu 
ihnen  gehörige  Seitenkante,  in  welcher  die  negativen  Pole  liegen, 
nach  der  nächsten  unteren  Flüche  des  Hauptrhomboeders  herab  er- 
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strecken.  Die  elektrischen  Zonen  haben  also  eine  schiefe  Lage,  und 
diese  ist  je  nach  Art  des  Krystalles  verschieden;  bei  den  sogenannten 
rechten  Bergkrystallen  gehen  diese  Zonen  von  rechts  oben  nach  links 
unten,  bei  den  linken  Krystallcn  von  links  oben  nach  rechts  unten. 
Die  läge  der  Zonen  lUsst  sich  an  der  Gestalt  itusscrlich  leicht  er- 
kennen, wenn  die  Flachen  der  trigonalen  Pyramide  gestreift  sind; 
diese  Streifen  laufen  nämlich  stets  parallel  mit  den  Gombinations- 
kanten  der  trigonalen  Pyramide  und  des  Hauptrhomboeders,  und  es 
haben  die  elektrischen  Zonen  dieselbe  schiefe  Lage,  wie  diese  Strei- 
fung. Auch  wenn  die  Krystalle  nicht  ringsum  ausgebildet,  sondern 
mit  dem  unteren  Ende  angewachsen  und  zu  längeren  Prismen  aus- 
gebildet sind,  ist  die  zuvor  angegebene  schiefe  Lage  der  elektrischen 
Zonen  auf  den  Prismenfliichen  noch  deutlich  wahrzunehmen.  — Stö- 
rungen in  dem  regelmassigen  Verlaufe  der  Zonen  treten  ein  durch 
theilweise  mangelhafte  Ausbildungen  und  durch  Zusammenwachsen 
rechter  und  linker  lndi\iduen  zu  einem  einfach  erscheinenden  Krystalle. 

Symmetrische  (nicht  bemimorphr)  Krystalle. 

Krystalle  des  rhombischen  Systems. 

Topas.  Wenn  ich  auch  bereits  1842  beim  Topase  an  den 
beiden  Enden  einer  jeden  Diagonale  der  Basis  eine  gleichnamige 
Elektricität  gefunden  hatte  (s.  ob.  S.  36t),  so  Vermochte  ich  doch 
aus  Mangel  an#  geeigneten  Exemplaren  über  die  Natur  der  Hauptaxe 
nicht  zu  entscheiden.  Durch  die  bereitwillige  Unterstützung  seitens 
der  Vorsteher  ausgezeichneter  .Mineraliensammlungen  mit  möglichst 
vollkommenen  Krystallcn  ausgerüstet,  ist  es  mir  infolge  einer  umfas- 
senden Untersuchung  des  Topases *)  gelungen,  die  bis  dahin  fast 
allgemein  gellende  Ansicht  von  der  Not h wendigkeit  eines  polaren 
Gegensatzes  an  den  Enden  einer  elektrischen  Axe  zu  beseitigen,  und 
das  Verhallen  der  symmetrisch  gebildeten  Krystalle  darzifstellen.  Die 
Abhandlung  Uber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases 
konnte  ich  mit  folgenden  Sülzen  schliesson: 

I)  Die  Thermoelektricitat  der  Krystalle  ist  nicht  durch  den 
Hciniinorplüsinus  bedingt,  sondern  wahrscheinlich  eine  allgemeine 
Eigenschaft  aller  Krystalle,  soweit  die  übrigen  physikalischen  Eigen- 


*)  Diese  Abliamlll  Bd.  XIV.  S.  357. 


Digitized  by  Google 


36« 


W.  G.  Haxkki., 


[** 


schäften  ihr  Auftreten  und  ilire  Anhäufung  bis  zu  messbarer  Starke 
überhaupt  gestalten. 

2)  Da  Ihm  nicht  hcminiorphischen  Krystallen  die  beiden  Enden 
einer  und  derselben  Axe  kryslallographisch  gleichwerthig  sind,  so 
müssen  dieselben  sich  auch  elektrisch  gleich  verhalten,  also  dieselbe 
Polarität  zeigen,  falls  sie  eben  eine  wirklich  gleiche  Ausbildung  er- 
halten haben. 

3)  Die  Vertheilung  der  Elektricitat  auf  nicht  hemimorphischen 
Krystallen  hangt  ausser  von  dem  inolccularcn  Gefüge  auch  von  der 
ausseren  Gcsanimtform  ab,  und  kann  durch  Veränderungen  der  letz- 
teren in  bestimmter  Weise  modificirt  werden. 

4)  W ie  der  llcmimorphismus  überhaupt  in  der  Krystallographic 
als  ein  Ausnahmefall  dastehl,  so  ist  auch  das  Auftreten  polarer,  d.  h. 
an  den  Enden  mit  entgegengesetzter  Polarität  erscheinender  Axen  ein 
Ausnahmefall,  der  eben  durch  die  hemimorphische  Bildung  erzeugt 
wird. 

Für  den  Topas  speciell  ist  die  elektrische  Vertheilung  im  Allge- 
meinen folgende:  Bei  vollkommen  ausgebildeten  Topaskry stallen  sind 
die  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Brachydiagonale  nebst  den  mn- 
und  anliegenden  Flachenstücken  positiv,  die  Enden  der  Makrodia- 
gonale  mit  ihren  Umgebungen  aber  negativ.  Sind  die  Enden  der 
Hauptaxe  unvollkommen  ausgebildet,  wie  bei  den  meisten  brasiliani- 
schen Krystallen,  so  verschwindet  daselbst  die  positive  Elektricitat, 
und  tritt  die  negative  an  ihre  Stelle.  Eben  diese  negative  Eleklri- 
eitat  erscheint  auch  auf  den  angeschlagenen  gegen  die  Hauptaxe 
senkrechten  Durchgangsftachen,  so  wie  auf  künstlichen  Schnittflächen, 
welche  die  an  sich  positiven  hrachydiagonalen  Seitenkanten  abstum- 
pfen.  So  stellt  z.  B.  'ein  sächsischer  an  dem  oberen  Ende  vollkommen 
ausgebildeter,  am  unteren  aber  von  einer  Durchgangsflache  l>egrenztcr 
Topas  gewissermassen  einen  künstlich  hemimorphisch  gemachten  Kry- 
stall  dar,  der  infolge  dieser  Gestaltung  nach  der  Hauptaxe  eine 
polare  Vertheilung  der  Elektricitat  (das  obere  Ende  positiv,  das  untere 
negativ)  zeigt,  wahrend  die  Ijeiden  Enden  der  Brachydiagonale  |hi- 
sitive  und  die  beiden  Enden  der  Makrodiagonalc  negative  Elektricitat 
entwickeln. 

Sdncergpath.  Die  Krystallc  des  Topases  variiren  im  Ganzen 
nur  wenig  in  ihrer  Gestalt;  sie  bilden  vorzugsweise  verticale  Säulen, 
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welche  gewöhnlich  mit  dem  einen  Ende  der  Hanptaxe  anfgewachsen 
sind.  Dagegen  bietet  der  Schwerspath  eine  viel  grössere  Mannich- 
falligkeit  der  Form  und  des  Wachsthnmes  dar;  ich  unterwarf  daher 
die  Krystallc  desselben  einer  umfassenden  Untersuchung,4)  um  den 
Einfluss  des  Wachsthumes  und  der  äusseren  Begrenzung  auf  die  elek- 
trische Vertheilung  kennen  zu  lernen. 

Nach  der  Art  ihres  Wachsthumes  lassen  sich  die  Krystalle  des 
Schwcrspathes  in  zwei  Gruppen  theilen,  I)  in  solche,  hei  denen  das 
Wachsthum  in  der  Richtung  der  .Makrodiagonale,  und  2)  in  solche, 
bei  denen  es  in  der  Richtung  der  Brachydiagonaic  erfolgt  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Krystall  der  ersten  Gruppe,  z.  B. 
von  Przihram,  der  vorzugsweise  von  den  Flächen  OP,  oo  P,  { P oo 
begrenzt  ist,  so  sind  die  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonaic  von 
den  Flachen  | P oo  gebildeten  horizontalen,  und  ebenso  die  an  den 
Endpunkten  der  Makrodiagonate  von  den  Flächen  oo  P gebildeten  ver- 
licalen  Kanten  negativ,  dagegen  die  Flächen  oo  P (mit  Ausschluss  der 
an  den  ebengenannten  verticalen  Kanten  gelegenen  Theile),  so  wie 
die  Mitten  der  Flächen  0 P in  mehr  oder  minder  grosser  Ausdeh- 
nung positiv.  Treten  an  den  Enden  der  Makrodiagonalc  die  Flächen 
des  Brachydomas  P oo  auf,  so  wird  die  negative  Polarität  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale  schwächer;  vergrössem  sich  jene  Flächen 
P oo  noch  mehr,  so  erscheint  auf  ihnen,  besonders  wenn  die  Flächen 
oo  P sehr  klein  werden,  oder  ganz  verschwinden,  positive  Elektri- 
cität.  Dehnen  sich  andererseits  die  Flächen  oo  P mit  ihren  positiven 
Theilen  immer  w'eiter  nach  den  Enden  der  Brachydiagonaic  hin  aus, 
so  wird  die  negative  Eleklricität  dort  immer  mehr  verdrängt;  kom- 
men die  Flächen  oo  P daselbst  zum  Durchschnitt,  so  sind  die  dadurch 
an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonaic  entstehenden  verticalen 
Kanten  positiv,  und  die.  negative  Eleklricität  erscheint  auf  den  Resten 
der  Flächen  | P oo,  so  wie  auf  den  Flächen  0 P,  wo  die  sonst  in 
der  Mitte  vorhandene  positive  Zone  durch  sic  unterdrückt  wird. 

Bei  den  Krvstallen  der  zweiten  Gruppe,  welche  in  der  Richtung 
der  Brachydiagonaic  gewachsen  sind,  w'ollen  wir  von  einem  ein- 
fachen Felsöbanyacr  Krystalle  mit  nahe  rhombischem  Querschnitte, 
der  hauptsächlich  von  den  Flächen  0 P und  oo  P begrenzt  wird, 


*)  Diese  Abhandll.  Bd.  XV.  S.  S7t. 
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ausgehen.  Die  Flüchen  0 P sind  hei  ihm  vorwaltend  positiv,  die 
prismatischen  Seitenflächen  oo  P dagegen  im  Allgemeinen  negativ, 
mit  wachsender  Intensität  gegen  die  Enden  der  Brachydiagonale  hin. 
Entwickelt  sich  nun  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  die  Gestalt 
J P oo,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  Gestalt  P oo,  so 
erscheinen  die  Flüchen  J P oo  ganz  oder  doch  zum  Theil  negativ, 
wahrend  die  Flüchen  P oo,  wenn  die  positiven  Endflüchen  0 P sehr 
gross  sind,  und  die  Krystalle  eine  Art  von  faseriger  Ausbildung  uach 
der  Richtung  der  Makrodiagonale  zeigen,  wie  die  Krystalle  von 
Dulton,  schwache  negative  oder  gar  keine  elektrische  Spannung, 
wenn  die  Flüchen  0 P aber  eine  geringere  Ausdehnung  (wie  bei  den 
Auvergner  Kry stallen)  besitzen,  positive  Eleklricitüt  entwickeln. 

Aragonit.  Topas  und  Schwerspat!)  halten  keine  Neigung  Zvvil- 
lingskry stalle  zu  bilden;  dagegen  existirt  vom  Aragonit  wohl  kein 
wirklich  einfacher  Krystall.  Eine  genauere  Prüfung  des  Aragonites, 
wie  solche  im  Nachfolgenden  milgetheilt  ist,  hot  daher  das  Interesse 
dar,  den  Einfluss  der  Zvvillingshildung  auf  die  thermoelcklrischeu 
Erscheinungen  untersuchen  zu  können. 

Auf  den  scheinbar  einfachen  Krystallen  von  der  Form  oo  P, 
oo  P oo  und  P oo  ist  die  elektrische  Vertheilung  folgende : die  braehv- 
diagonalcn  Seitenkanten  sind  positiv,  und  ebenso  die  sie  bildenden 
Flüchen  oo  P;  es  nimmt  die  Intcnsitüt  dieser  positiven  Polarität  von 
den  bracliy  diagonalen  Seitenkanten  nach  den  von  den  Flüchen  oo  P und 
oo  P oo  gebildeten  Kanten  hin,  ab.  Die  Flüchen  oo  P oo  sind  negativ. 
Die  an  dem  einen  ausgebildeten  Ende  der  Hauptaxe  befindlichen 
Flüchen  P oo  sind  thcils  negativ,  thcils  unelektrisch,  ihcils  positiv. 

Legen  sich  nun  Krystalle  dieser  Form  zu  Zwillingen,  Drillingen. 
Vier-  und  Fünflingen  zusammen,  so  behalten  sie,  so  weil  möglich, 
die  zuvor  angegebenen  Polaritäten.  Brachydiagonale  Kanten  von  I Iti" 
sind  positiv,  Stücke  der  Flüchen  oo  P oo  ülicrall,  wo  sie  auflrcten, 
negativ.  Die  Kanten  von  128°,  in  welchen  zwei  Individuen  sich  zu 
einem  Zwillinge  vereinigen,  erscheinen  je  nach  den  Umstünden  schwach 
positiv,  unelektrisch  oder  negativ;  die  negative  Eleklricitüt  tritt  stets 
hervor,  wenn  die  Krystalle  eine  faserige  Struclur  und  eine  im  Ver- 
hültniss  zur  Dicke  grosse  Höhe  oder  Lüngu  besitzen.  Eben  dieses 
Verhalten  zeigen  auch  die  Nahte,*)  in  welchem  auf  einer  Seitenfläche 

*)  5.  die  nachfolgende  Abhandlung. 
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des  zusammengesetzten  Krjstalles  zwei  ebenfalls  in  Zwillingsstellung 
befindliche  Individuen  einander  berühren.  Hoi  den  mehrfach  zusam- 
mengesetzten Krvstallen  linden  sieh  gewöhnlich  die  Flachen  0 1’; 
dieselben  sind  stets  negativ  elektrisch.  Hei  kleinen  Krvstallen  ver- 
mag die  negative  Elektricität  dieser  beiden  Endflächen  der  positiven 
auf  den  Seitenflächen  das  Gleichgewicht  zu  halten;  vergrOssern  sich 
die  Seitenflächen  durch  die  Verlängerung  des  Krystalles,  so  reicht 
die  negative  Eleklricitat  der  Endflächen  nicht  aus,  es  treten  dann  auf 
den  Zusammenfilgungsstellcn  der  Individuen  die  zuvor  beschriebenen 
negativen  Zonen  hervor,  und  bei  noch  grösserer  Lange  dehnt  sich 
ilie  negative  Eleklricitat  der  beiden  Endflächen  0 P auch  über  die 
benachbarten  Theile  der  Seitenflächen  aus." 

Prehnit.  Nach  richtiger  Deutung  der  oben  S.  361  erwähnten 
Beobachtungen  von  Kiess  und  Hose  gleicht  der  Prehnit  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  dem  Topase  und  Aragonite;  an  den  Enden  der 
Brachy diagonale  liegen  positive,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
negative  Zonen. 


Krystalle  der  schiefaxigen  Systeme. 

Aus  diesen  Systemen  sind  jetzt  nach  Ausschluss  der  hemiinorphen 
Krystalle  des  Zuckers  und  der  beiden  Weinsäuren)  mit  Bestimmtheit  als 
elektrisch  bekannt:  Titanit,  Kuklas,  Diopsid,  Skolezil* ')  und  Axinit. 

Titanit.  Beim  Titanit  habe  ich  ebensolche  Wechsel  in  der  Po- 
larität der  elektrischen  Zonen  wie  beim  Boraeil  entdeckt;  jedoch 
wechselt  auf  diesen  Krvstallen  die  Elektricität  bei  steigender  Tem- 

*)  Durch  dir  Zwillingsbildung  entstehen  (s.  d.  folgende  Ablumdl.)  Aragonilkry- 
slalle,  die  gewissermassen  hemimorphisch  sind,  auf  der  einen  Seite  von  den  Flüchen 
oo  P oo  und  gegenüber  von  den  Flüchen  CO  P begrenzt ; dieser  Bildung  entsprechend 
ist  die  ersterc  Seite  negativ,  die  zweite  positiv  ; scheinbar  besitzen  diese  Krystalle  also 
eine  polar  elektrische  Axe.  — Diese  ulten  beschriebenen  Beobachtungen  am  Aragonil 
erklären  die  vou  itiess  und  G.  Bose  am  Skolezil  gemachten  Beobachtungen  (Abhdl. 
der  Bert.  Akad.  1813  S.  81).  Der  Zwillingskrystall  des  Skolezils  ist  nur  durch  seine 
Zwillingsbildung  hemimorphisch,  und  wenn  er  eine  Art  polarelektriselicr  Axe  zeigt,  so 
folgt  daraus  nicht,  dass  der  einfache  Kryslall.  weil  er  nicht  hemimorphisch  ist,  unclck- 
Iriscli  sein  müsse,  sondern  vielmehr,  dass  er  ebenso  wie  der  Aragonit  vier  Pole  (je 
zwei  einander  diametral  gegenüberliegende,  gleichnamige,  besitzt. 

**)  Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallcn  habe  ich  die  elektrischen  Vorgänge  auf 
dem  Kuklas,  Diopsid  und  Skolezil  noch  nicht  speciell  erforschen  können,  lieber  den 
Skolezil  s.  die  vorstehende  Anmerkung. 
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peralur  nur  ein  Mal  ihr  Zeichen,  mul  dem  entsprechend  auch  nur 
ein  Mal  hei  der  Abkühlung.  Uebrigcns  besitzt  der  Titanit  vier  elek- 
trische Pole,  welche  im  klinodiagonalcn  llauptschnitte,  je  zwei  gleich- 
namige einander  diametral  gegenüber  liegen/)  Nehmen  wir  einen 
einfachen  von  den  Gestalten  oo  P,  0 P,  } P oo  und  P oo  begrenzten 
Titanitkryslall,  so  erstrecken  sich  die  positiven  Zonen  von  den  Flüchen 
0 P hinüber  auf  die  anliegenden  Theile  der  Flüchen  { P oo,  wührend 
tlie  Flüchen  P oo,  so  wie  der  Rest  der  Flüchen  £ P oo  negative  Po- 
larität zeigen. 

ÄTinit.  Nach  den  Beobachtungen  von  lliess  und  Rose  hat 
der  Axinit  ebenfalls  vier  elektrische,  je  zwei  gleichnamige  einander 
diametral  gegenüberliegende  Zonen/*) 

Kryslalle  der  einaxigen  Systeme  (des  hexagonalen  und 
tetragonalen  Systems). 

Wenn  die  Verschiedenheit  der  Axen  im  rhombischen  Systeme  hin- 
reichend ist,  um  thermoelektrische  Erscheinungen  zu  erzeugen,  so  muss 
auch  der  Unterschied  zwischen  der  Hauptaxc  und  den  Nebenaxen  in  den 
einaxigen  Systemen  zur  Ucrvorbringung  analoger  Yorgünge  genügen.  Und 
in  der  Thal  ist  es  mir  bereits  gelungen,  auf  den  Krystallen  des  Idokrases, 
Apophyllits,  Berylles  und  Kalkspalhes  elektrische  Erregungen  zu  beob- 
achten. Indem  ich  die  ausführliche  Mittheilung  dieser  Untersuchungen 
einer  spüteren  Abhandlung  Vorbehalte,  mögen  hier  nur,  als  Abschluss 
dieses  Berichtes,  die  Hauplrcsultatc  verzeichnet  werden. 

Da  bei  den  Krystallen  des  tetragonalen  und  hexagonalen  Sy- 
stemes  nur  eine  Art  von  Gegensatz  exislirt,  nümlich  zwischen  der 
Hauplaxe  und  den  Nebenaxen,  so  werden  auch  nur  hiernach  die  entge- 
gengesetzten Eleklricitütcn  sich  vertheilen  können ; an  den  beiden  Enden 

*)  Quaestionis  de  Ihermoelectr.  crysl.  pnrs  altera  S.  19.  Bogg.  Ann.  B.  50  S.  2 4 4. 
Bd.  74  S.  239.  Ich  glaubte  damals  (1 840)  bei  den  Krystallen  des  Titanils  nicht  zwei  sich 
kreuzende  an  den  Enden  gleichnamige  elektrische  Axen,  sondern  vielmehr  zwei  polar- 
elektrische,  einander  pahillele,  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  Kry  st  alles  gehende, 
mit  den  gleichnamigen  Bolen  entgegengesetzt  gerichtete  Axen  annchuien  zu  müssen. 
Die  spcciellen  Resultate  einer  neueren  umfassenden  Untersuchung  der  Titanilkryslallc 
werde  ich  in  einer  der  folgenden  Abhandlungen  miltheilen. 

**)  Abhand!,  der  Bcrl.  Akad.  1 843.  S.  81.  Riess  undG.Ro.se  nahmen  für  den 
Axinit,  ebenso  wie  ich  dies  früher  beim  Titanit  gethan,  nicht  zwei  sich  kreuzende,  an 
den  Enden  gleichnamig  elektrische,  sondern  vielmehr  zwei  parallele  nicht  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  polarelektrische  Axen  an. 
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der  llauptaxc  wird  sich  die  eine,  senkrecht  zu  dieser  Axe  aber  ringsum 
die  andere  Elcktricitüt  entwickeln,  *)  wobei,  wie  meine  Beobachtungen 
lehren,  der  merkwürdige  Fall  eintrilt,  dass  je  nach  der  Bildungs- 
weise der  Kn  stalle  die  beiden  ElektriciUtten  ihren  Ort  wechseln.'*) 

Itlokras  ( Vesuvian ).  Bei  den  ringsum  ausgebildeten  Idokras- 
krvstallen  vom  Wiluiflusse  aus  Sibirien  sind  die  Enden  der  Hauptaxe 
(die  Flüchen  0 I*  und  P)  positiv,  die  Seitenflächen  oo  P und  oo  Poo 
alter  negativ.  Bei  den  an  dem  einen  Ende  angewachsenen  Krystal- 
len  von  Ala  in  Piemont  ist  die  Vertheilung  der  Polaritäten  die  um- 
gekehrte. 

Apuphyllit.  Die  Apophyllitkry  stalle  von  Andreasberg  zeigen 
auf  den  Flüchen  P positive,  auf  den  Flüchen  oo  P oo  aber  negative 
Spannungen. 

Beryll.  Bei  den  sibirischen  Beryllen  und  den  Smaragden  ist 
die  Endfläche  0 P positiv,  die  Seitenflächen  oo  P im  Allgemeinen 
negativ.  Bei  den  meisten  kurzen  und  breiten  Beryllen  aus  Elba  ist 
Vertheilung  der  beiden  Elcklricilülcn  die  entgegengesetzte. 

Kalkspath.  An  einigen  bis  jetzt  untersuchten,  aber  nur  an 
dem  einen  Ende  ausgebildeten  Bruchstücken  von  Kalkspathkryslallen 
waren  die  Flüchen  des  Rhomboeders  R positiv,  die  Flüchen  des 
Skalenoeders  R3  aber  negativ.’**) 


Alle  in  den  letzten  Abschnitten  dieser  Ucbersicht  mitgetheilten,  von 
mir  beobachteten  Tliatsachen  haben  die  Richtigkeit  der  oben  beim 
Topase  ausgesprochenen  Gesetze  bestätigt ; es  ist  also  die  Thermoelek- 
tricitüt  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Krystallc,  soweit  nicht  ge- 


*)  Oie  eigenlluimlicbe  von  Korbes  beobachtete  Vertheilung  der  Eloktririlät  auf 
einem  Turmaline  würde  sich  erklären,  wenn  inan  annimmt,  es  habe  ein  nicht  hemimor- 
phisches  Individuum  Vorgelegen. 

**j  Ist  ein  ähnlicher  Wechsel  der  Polaritäten  auf  den  Turmalinen  der  Grund, 
warum  am  positiven  Ende  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders  (s.  oben  S.  35S)  bald 
auf  den  Kanten,  bald  auf  den  Flächen  des  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind? 

***)  Ob  beim  Apophyllit  und  Kalkspath  auch  die  entgegengesetzten  Vertheilungen 
ähnlich  wie  beim  Idokrase  und  Beryll  Vorkommen,  vermag  ich  wegen  Mange!  an  ge- 
eigneten Krystallen  noch  nicht  zu  entscheiden. 
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wisse  physikalische  Eigenschaften  ihr  Auftreten  unmöglich  machen, 
nud  es  zeigen  än  beiden  Enden  gleichartig  gebildete  Axen  an  ihren 
Enden  dieselbe,  heiuimorphiseh  gebildete  Axen  dagegen  an  ihren 
Enden  entgegengesetzte  Polarität.  Die  von  mir  ausgefUhrtcn  Unter- 
suchungen weisen  aber  ferner  noch  hin  auf  einen  Einfluss  des  Wachs- 
tliums  mul  der  auflretenden  natürlichen  Kn  stallformen,  so  wie  der 
künstlich  hervorgebrachten  Gestalt  Veränderungen,  dessen  Erforschung 
erst  noch  weiter  vorsehreilen  muss,  l>evor  es  möglich  sein  wird, 
eine  vollständige  Theorie  für  alle  auf  den  Krystallen  wahrgenommenen 
elektrischen  Vorgitnge  auf/.uslellen. 
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Thmuorlfktrisrbes  Verhalten  der  Aragonitkmtalle. 

W tMin  die  thermoelektrische  Erregung  des  Aragonites  bisher 
gänzlich  unbekannt  geblieben  ist,  so  dürfte  der  Grund  dafür  wohl 
in  dein  Umstande  zu  suchen  sein,  dass  man  früher  die  Kn  stalle 
dieses  Minerales  entweder  gar  nicht  oder  höchstens  gelegentlich  einer 
oberflächlichen  Prüfung  unterworfen  hat,  weil  man,  befangen  in  der 
Ansicht,  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystallc  seien  überhaupt  ther- 
moelektrisch erregbar,  von  vornherein  ein  negatives  Resultat  erwartete; 
denn  die  elektrische  Spannung  auf  der  Oberfläche  der  Aragonilc 
wäre  hinreichend  stark  gewesen,  um  sie  mit  denselben  Mitteln,  welche 
hei  den  sächsischen  Topasen  und  den  Schwerspälhen  zu  ihrer  Er- 
kennung gedient  Italien,  ebenfalls  nachzuweisen.  Und  in  der  Thal 
gelang  es  mir,  als  ich  durch  die  Untersuchung  des  Topases  und  des 
Schwerspathos  die  Ueberzeugung  gewonnen  hatte,  dass  auch  nicht 
hemimorphisch  gebildete  Krvstalle  elektrisch  werden,  gleich  bei  der 
ersten  Prüfung  eines  böhmischen  Aragonits  freie  Elektricitöl  auf 
seiner  Oberfläche  wahrzunehmen. 

Während  die  in  meinen  beiden  letzten  Abhandlungen  in  Bezug 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersuchten  Krvstalle  des  To- 
pases*) und  des  Schwerspathes **)  niemals  (wenigstens  so  viel  mir 
bekannt  ist)  eigentliche  Zwillingsformen  zeigen,  dürfte  gerade  ent- 
gegengesetzt beim  Aragonit  wohl  kaum  ein  wirklich  einfacher  Krystall 
gefunden  werden:  alle  Krvstalle  desselben  sind  mehr  oder  weniger 
ein  Aggregat  von  Zwillingen.  Dieser  Umstand  hat  mich  besonders 
bewogen,  den  thermoelektrischen  Erscheinungen  auf  den  Aragonit- 

•)  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen. 

**)  Bd.  XV  dieser  Abhandlungen. 
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krysUillen  eine  sehr  eingehende  Untersuchung  nngedeihen  zu  lassen, 
um  einen  etwa  vorhandenen  Einfluss  der  Zwillingshildung  auf  die 
Erregung  der  Elektrieititt  zu  entdecken.  Es  würde  dies  gerade  liei 
dem  genannten  Minerale  um  so  leichter  müglich  gewesen  sein,  als 
einerseits  die  elektrische  Yertheilung  auf  der  allen  Gebilden  zu  Grande 
liegenden,  aus  wenigen  Gestalten  zusammengesetzten  Form  sehr  ein- 
fach und  bestimmt  hervortritt,  und  andererseits  die  Zwillingshildung 
sich  liHnfig  in  der  manniclifachstcn  Weise  zur  Erzeugung  von  Dril- 
lingen, Vierlingen  und  Fünflingen  wiederholt. 

In  der  nachstehenden  Abhandlung  werde  ich  einen  Theil  meiner 
Beobachtungen,  soweit  sie  zu  einer  klaren  Darlegung  der  thermoelek- 
trischen Vorgänge  auf  den  Aragoniten  erforderlich  sind,  inittheilen. 

Die  StUrke  der  Elektricitat  auf  den  Aragoniten  ist,  wie  schon 
zuvor  angedeutet,  ungefähr  dieselbe,  wie  auf  vielen  Topasen  und 
Schwerspathen ; es  konnte  daher  das  bei  der  Untersuchung  der  letzt- 
genannten Krystalle  von  mir  angewandte  Verfahren*)  auch  für  die 
analogen  Beobachtungen  auf  den  Aragoniten  mit  Erfolg  benutzt 
werden. 

Für  die  Unterstützung  meiner  Untersuchung  durch  Darleihung 
geeigneter  Krystalle  habe  ich  Herrn  Geheimen  Bergrath  Naumann, 
Herrn  Professor  Zirkel,  Herrn  Professor  Sandberger,  Herrn  Pro- 
fessor Weisbach  und  Herrn  Professor  Stelzner  meinen  verbind- 
lichsten Dank  zu  sagen. 

I.  Scheinbar  einfache  Krystalle  des  Aragonits. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werde  ich  das  elektrische 
Verhalten  der  Aragonitkrystalle  gleich  auf  die  Darlegung  ihrer  Fortn- 
verhultnissc  folgen  lassen. 

A.  Krystallformen. 

Die  gewöhnliche  Form  der  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystalle, 
welche  überhaupt  dem  rhombischen  Systeme  angeboren , wird  von 
den  Gestalten  oo  P,  oo  P oo  und  P oo  gebildet.  Fig.  I.  stellt  den 
Querschnitt  des  Prismas  oo  P,  und  Fig.  II.  den  Querschnitt  eben 

*)  Abhnndl.  der  K.  Sachs.  Gesellsrh.  der  Wissenschaften  Bd.XIV  S.  377  ff. , und 
Bd.  XV  S.  273. 
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dieses  an  den  Enden  der  Makrodiagonalc  durch  oo  P oo  abgestumpften 
Prismas,  wie  es  gewöhnlich  bei  den  böhmischen  Aragoniten  auf- 
tritt,  dar. 

Nehmen  wir  den  Winkel  des  Prismas  oo  P an  den  Enden  der 
ßrachydiagonalc  116°  10',*)  und  den  über  dem  Ende  der  Hauptaxe 
liegenden  Winkel  des  Brachvdomas  P oo  1 08°  20',  so  ergibt  sich  das 
\erhtiltniss  der  drei  Axen,  wenn  a die  Hauptaxe,  b die  Brachydia- 
gonalc  und  c die  Makrodiagonale  bedeutet, 

a : b :c  = 1 : 0,8641  : 1,3874. 

Die  Anzahl  der  beim  Aragonite  beobachteten  Krystallgestalten  ist 
keine  grosso;  cs  finden  sich 

1)  Grundpyramide  P. 

2)  Pyramiden  der  Hauptreihe:  { P,  1 0 P,  24  P. 

3)  Bracliy  diagonale  Pyramiden : } P 2,  P 2,  2 P 2 und  G P } . 

4)  Makrodiagonale  Pyramiden:  J P 2. 

3)  Verlicales  Hauptprisma:  ooP. 

6)  Brachydiagonale  horizontale  Prismen  oder  Brachydomen : 
J Poo,  P oo,  2 Poo,  3Poo,  äPoo,  G Poo,  16  Poo,  20  Poo 
und  24  Poo. 

7)  Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen:  J P oo, 
und  Poo . 

8)  Fliiehenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe:  OP. 

!))  Fliiehenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale:  oo  Poo . 

L’ebrigens  sind  die  gewöhnlichen  Kryslallc,  welche  hauptsächlich 
von  den  Gestalten  ooP,  ooPoo  und  Poo  begrenzt  werden,  keine 
einfachen  Krystallindividucn,  sondern,  wie  der  niiehste  Abschnitt  zeigen 
wird,  mehr  oder  weniger  ein  Aggregat  von  einfachen  Krystallen, 
welche  sich  in  der  spiiter  zu  beschreibenden  Zwillingsstellung  anein- 
ander gelegt  hal>cn.  Da  jedoch  diese  häufig  eingeschobenen  Zwil- 
lingslamellen (s.  S.  382)  keinen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Vcr- 
thcilung  der  Elektricitüt  ausüben , so  werde  ich  die  hetrelTendcn 
Key  stulle  als  einfache  behandeln,  und  ihr  elektrisches  Verhallen  im 
Folgenden  darstellen. 


*)  Der  Kürze  wegen  werde  ich  sowohl  iin  Texte  als  auch  in  den  beigegebenen 
Figuren  die  beiden  Winkel  dieser  Uhomben,  welche  also  116”  10'  und  63"  30'  be- 
tragen. gewöhnlich  in  runder  Zahl  I IG"  und  64"  setzen.  Entsprechend  soll  der  Winkel 

Abkamdl.  d.  K.  8.  Oeaellscb.  d.  Wi*M»nach.  XV.  *6 
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B.  Thermoelektrisches  Verhalten  der  (scheinbar)  ein- 
fachen Aragon  ilkrys  tu  Ile. 

Die  von  mir  untersuchten  scheinbar  einfachen  Aragonitkrvslallc 
von  Horschonz  bei  Bilin  waren  an  dem  einen  Knde  der  llauptaxr 
(dein  oberen)  mehr  oder  weniger  vollkommen  ausgebildet,  am  an- 
deren (unteren:  dagegen  verbrochen,  und  zeigten  meistens  eine  Coni- 
binalion  der  Gestalten  ooP,  oo  (’oo , Poo,  P und  2 f*  2. 

Ich  werde  die  auf  einem  Tlieile  derselben  ausgefübrten  Beob- 
achtungen in  den  dieser  Abhandlung  beigeftlgtcn  Zeichnungen  dar- 
stellen , indem  ich  in  das  Netz  “)  die  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  einlrage  und  zur  leichteren  Uebersicht  die  positiven 
Regionen  durch  eine  gelblichbraune,  die  negativen  aber  durch  eine 
grünliche  Karbe  kenntlich  mache.  Das  Netz  ist  dabei  in  einer  brachy- 
dingonnlcn  Scitenkantc  aufgesclmitten  angenommen  worden. 

Während  die  ersten  sieben  Krystalle  (Nr.  I bis  7)  zur  Darlegung 
der  normalen  Vcrtheilung  der  ElektrieitUI  auf  den  einfachen  Arago- 
nitkryslallen  dienen,  geben  die  folgenden  (Nr.  8 bis  12)  Auskunft  über 
die  durch  Abweichungen  in  der  Ausdehnung  einzelner  Krystalftlüehen 
bedingten  Modificalionen. 

Bevor  ich  zu  den  auf  den  einzelnen  Krystallen  ausgeftlhrlen 
Beobachtungen  tibergehe,  wird  cs  zweckmässig  sein,  eine  allgemeine 
liebersicht  der  elektrischen  Verlheilung  auf  den  einfachen  Krystallen 
des  Aragonites  zu  geben,  weil  solche  die  spätere  Darlegung  der 
spcciellen  Untersuchung  der  einzelnen  Individuen  wesentlich  abzukilr- 
zen  gestattet. 

Das  elektrische  Verhallen  der  in  Frage  sichenden  Aragonitkry- 
stalle  ist  sehr  einfach.  Die  Flächen  oof’oo  sind  beim  Erkalten 
negativ  ' ’)  und  bei  hinreichender  Grösse  bleibt  die  negative  Klektricilüt 

zwischen  oo  P und  ooroo,  wclclicr  t i I " 55'  misst,  zu  ISi"  angenommen  werden 
(FiS.  H). 

*)  Die  Netze  sind  entweder  in  natürlicher  oder  in  halber  linearer  Grosse  jiezeirb- 
nel.  Im  oraleren  Falle  findet  sieh  neben  der  Abbildung  das  Zeichen  Vj,  im  zweiten 
das  Zeichen  ’Aj . 

M)  Die  im  Texte  anpepebene  HesehnUcnheit  der  Elckliicitut  bezieht  sieb,  w ie  schon 
oben  nnsgesproehcnf  stets  auf  den  Zustand  des  Erkalten.«;  l>eim  Erwärmen  ist,  ebenso 
wie  bei  den  übrigen  thermoelektrischen  Kr\ stallen,  die  Polarität  gerade  die  entgegen- 
gesetzte. 
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auf  sie  beschrankt ; dagegen  sind  die  Flachen  oo  P positiv,  und  zwar 
nimmt  auf  ihnen  die  positive  Spannung  nach  den  von  ihnen  gebildeten 
brachv diagonalen  Kanten  hin  zu. 

Sind  die  Bruchstücke  (Nr.  I bis  5)  bis  zum  unteren  verbroche- 
nen Ende  hin  klar,  so  wachst  sowohl  die  positive  Klektricitat  auf 
den  Flachen  ooP,  als  auch  die  negative  auf  den  Flachen  ooPoo  in 
der  Richtung  von  oben  nach  unten.  Wird  aber  die  Masse  des 
Kryslalles  (Nr.  6 u.  7)  am  unteren  Ende  unrein  und  undurchsichtig, 
so  wachsen  beide  Elektricitatcn  in  der  eben  angegebenen  Richtung 
nur  bis  zum  Beginne  des  undurchsichtigen  Theiles,  und  nehmen  dann 
auf  diesem  an  Starke  wieder  ab.  Einen  ähnlichen  schwächenden 
Einfluss  Russorn  auch  trübe  Massen,  welche  in  dem  Krystnllc  Nr.  1 
am  unteren  Ende  der  Flüche  5,  und  in  dem  Kryslallc  Nr.  ä ober- 
halb der  Milte  unter  der  Flüche  2 liegen. 

Die  Flachen  Poo  zeigen  meistens  schwache  negative  Spannungen, 
welche  von  den  mit  den  Flüchen  oo  Poo  gebildeten  Kanten  bis  zur 
obersten  Endkante  bin  abnebinen,  so  dass  die  letztgenannte  (von 
den  Flüchen  Poo  gebildete)  Kante  selbst  unclcklrisch  erscheint.  Nur 
liei  den  beiden  in  der  oberen  Hallte  sehr  klaren,  in  der  unteren 
aller  trüben  Krvstallen  Nr.  (>  und  7 habe  ich  auf  den  Flachen  P oo 
schwache  positive  Polarität  beobachtet.*) 

Die  mehr  oder  weniger  unebenen  Bruebflüchen  am  unteren 
Ende  sind  llieils  negativ  (und  zwar  entweder  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung, oder  mit  positiven  Zonen  an  den  Enden  der  Brachv  diago- 
nale) , llieils  aber  auch  positiv  (mit  negativen  Zonen  neben  den 
Flächen  ooPoo). 

Wenn  die  Flüchen  ooPoo  an  (1  rosse  abnebinen  (Nr.  8),  so 
verbreitet  sich  am  unteren  Ende  die  negative  Polarität  von  ihnen 
aus  über  die  benachbarten  Tlicilc  der  Flüchen  ooP.  Wenn  dagegen 
die  Flüchen  ooPoo  sich  so  sehr  ausdehnen,  dass  die  Kryslallc  als 
nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  flach  gedrückte  Tafeln  er- 
scheinen und  die  Flüchen  ooP  also  nur  eine  geringe  Grösse  besitzen 
Nr.  10),  so  greift  umgekehrt  die  positive  Elektricilül  von  den  Flüchen 


*)  Auch  an  einigen  der  weiterhin  beschriebenen  Zwillinge  (Nr.  13,  19,  SO  und 
il)  erscheinen  die  Flüchen  f’oo  positiv. 

26* 
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oo  P auf  die  benachbarten  Theile  der  Flüchen  oo  Poo  über.  In  die- 
sem letzten  Falle  ist  hüttfig  eine  der  Flüchen  ooPoo  mangelhaft  aus- 
gebildet, und  fehlen  auf  ihrer  Seile  die  Flüchen  ooP;  der  Krystall 
stellt  dann  gewissermassen  nur  eine  mittelst  eines  durch  die  brachy- 
diagonalcn  Seitenkanten  geführten  Schnittes  abgetrennte  Hüllte  dar. 
Infolge  dieser  Bildung  nimmt  auf  der  eben  bezeichncten  Flüche 
oo  Poo  die  negative  Spannung,  ltcsonders  auf  dem  oberen  Theile,  ab 
(Krystall  Nr.  TI),  und  geht  selbst  in  die  positive  über  (Kryst.  Nr.  12). 

Krystall  Nr.  1 (Fig.  III). 

An  dem  Fig.  III*)  in  seinem  Netze  dargcstellten  Krystallc  ist 
die  Flüche  5 ' ')  namentlich  nach  unten  hin  unvollkommen  ausgebildet; 
es  scheinen  <laselbst  weniger  reine  Massen  sich  in  Platten  aufgelegt 
zu  haben.  Die  negative  Elektriciliil  nimmt  deshalb  am  unteren  Ende 
dieser  Flüche  wieder  ab.  Das  obere  Ende  ist  gut  ausgcbildet,  das 
untere  unregelmässig  verbrochen.  Auf  den  Flüchen  P oo  werden 
zwei  eingeschobene  Lamellen  (s.  S.  382)  sichtbar. 

Krystall  Nr.  2 (Fig.  IV). 

Da  die  Flüchen  Poo  am  oberen  Ende  zum  Theil  rauh,  die 
Flüchen  ooPoo  aber  stark  horizontal  gestreift  sind,  so  lassen  sich 
die  sicherlich  auch  vorhandenen  Zwillingslamellen  nicht  wohl  erken- 
nen. Das  untere  Ende  ist  ziemlich  eben  verbrochen. 

Krystall  Nr.  3 (Fig.  V). 

Das  obere  Ende  des  Fig.  V gezeichneten  Kryslalles  ist  sehr 
vollkommen  ausgebildet;  das  untere  ziemlich  uneben  verbrochen. 

Krystall  Nr.  i (Fig.  VI). 

Auf  der  unteren  llülfte  der  Flüche  5 hat  sich  eine  ungefähr 


*)  Zur  leichteren  Orientirung  auf  den  Tafeln  werde  ich  der  Nummer  der  Figur, 
welche  einen  beobachteten  Krystall  darstellt,  stets  die  Nummer  des  betrelTenden  Kry- 
slalles  voranstellen. 

**)  Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  ergibt  sich  sofort  aus  der  Zeichnung. 
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2 Mm.  dicke  Platte  aufgelegt.  Das  untere  Ende  des  Krystalles  Nr.  i 
(Fig.  VI)  ist  schief,  aber  ziemlich  eben  abgebrochen. 

Kr  y st  all  Nr.  5 (Fig.  VH). 

Der  in  halber  linearer  Grösse  gezeichnete  Krystall  Fig.  VII  ist 
H Zentimeter  lang,  im  Ganzen  ziemlich  rein,  schliesst  aber  trübe 
Massen  ein;  namentlich  liegt  eine  solche  etwas  oberhalb  der  Mille 
unter  der  Flüche  2,  und  bedingt  die  daselbst  auflrelende  Schwächung 
der  Elcktricititl. 

Krystall  Nr.  (i  (Fig.  VIII). 

Der  in  Fig.  VIII  in  halber  linearer  Grösse  dargestellte,  dem  hie- 
sigen mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  ist  in  seinen  oberen 
drei  Fünfteln  sehr  klar  und  durchsichtig,  wird  aber  in  den  unteren 
zwei  Fünfteln  undurchsichtig  und  erscheint  daselbst  auf  seinen  itusseren 
Begrenzungsllüchen  weniger  vollkommen  ausgebildet.  Am  unteren 
linde  ist  er  sehr  unregelmässig  verbrochen.  Die  Flüchen  l’oo  am 
oberen  Ende  zeigen  positive  Spannungen. 

Krystall  Nr.  7 (Fig.  IX). 

Auch  dieser  in  halber  Grösse  abgebildete  Krystall  (Fig.  IX)  ist 
in  der  oberen  Hälfte  sehr  klar,  in  der  unteren  aller  unrein  und  trübe. 

Wie  bei  dem  vorhergehenden  sind  die  Flüchen  Poo  am  oberen  Ende 
positiv. 

Krystall  Nr.  8 (Fig.  X). 

Die  Flüchen  oo  P oo  haben  bei  diesem  Krystalle  (Fig.  X)  nur 
eine  geringe  Grösse;  infolge  dessen  greift  die  ihnen  ungehörige  ne-  * 
galive  Elektricitüt  unten  über  die  Künder  hinweg  etwas  auf  die 
Flüchen  oo  P Uber. 

Krystall  Nr.  9 (Fig.  XI). 

Während  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  die  beiden  Flüchen 
ooPoo  sehr  schmal  waren,  tritt  bei  dem  Krystalle  Nr.  9 (Fig.  XI) 
eine  sehr  starke  Verschmälerung  zweier  gegenüberliegenden  Flüchen 
oo  P ein.  Da  jedoch  die  beiden  anderen  Flüchen  oo  P noch  eine 


Digitized  by  Google 


\V.  G.  II.vnkkl, 


380 

hinreichende  Grösse  besitzen,  so  treten  in  der  elektrischen  Vcrlher- 
lung  auf  den  Flüchen  ooP  keine  Verschiebungen  ein. 

Das  obere  linde  des  vorliegenden  Krvstalles  ist  stark  verletzt, 
das  untere  sehr  unregelmässig  verbrochen. 

Kry  stall  Nr.  10  (Fig.  XII). 

Bei  diesem  Krvstalle  (Fig.  XII)  sind  die  beiden  Flächen  i und 
ti  sehr  schmal,  die  zwischen  ihnen  liegende  Fläche  3 aber  sehr  breit, 
so  dass  ein  Schnitt  längs  der  brachydiagonalcn  Seitenkanten  den 
Kryslall  in  eine  vordere  dickere  und  eine  hintere  dünnere  Platte 
spalten  würde.  Die  Fläche  5 (ooPoo)  ist  übrigens  vollkommen  eben 
und  spiegelnd  ausgebildet. 

Eine  Folge  der  geringen  Grösse  der  Flächen  i und  0 ist  das 
Uebergrcit'en  der  ihnen  ungehörigen  positiven  Elcktricitäl  auf  die 
benachbarten  Tlieile  der  Fläche  5. 

Kry  st  all  Nr.  II  (Fig.  XIII). 

Der  Fig.  XIII  gezeichnete  Kry  stall  stellt  gewissermassen  nur 
die  vordere  Hälfte  eines  längs  der  brachydiagonalcn  Seitenkanten 
gespaltenen  Krystalles  dar;  es  fehlen  nämlich  die  Flächen  t und  0 
(bis  auf  einen  kleinen  Best  der  letzteren  am  unteren  Ende).  Die 
sehr  verbreiterte  Fläche  3 ist  (mit  Ausnahme  eines  kleinen  hervor- 
stehenden Stückes  unten  neben  dem  Reste  der  Fläche  6)  glänzend 
und  hebt  sich  unter  fortwährenden  oscillatorischen  Gombinationen  mit 
Brachvdomen,  so  dass  die  Dicke  des  Krystalles  (in  der  Richtung  der 
Makrodiagonale)  am  unteren  Ende  etwas  grösser  ist,  als  am  oberen. 

Die  obere  Hälfte  der  Fläche  3 erscheint  nicht  elektrisch  oder 
sehr  schwach  positiv. 

Krystull  Nr.  I 2 jl’ig.  XIV). 

Der  Krystall  Nr.  12  (Fig.  XIV)  gleicht  in  seiner  Bildung  dein 
vorhergehenden;  auch  ihm  fehlen  die  Flächen  i mul  (i  (nur  von  der 
Fläche  4 zeigen  sich  am  unteren  Ende  geringe  Reste).  Die  grosse 
Fläche  3 ist  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  glänzend  und  durch  Auf- 
treten oscillatorischer  Gombinationen  mit  steilen  Brachvdomen  etwas 
wellenförmig;  sie  ist  fast  liberal!  positiv  elektrisch. 
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II.  Zwillinge. 

Der  Aragonit  hat  ein«  ausserordentliche  Neigung  Zwillinge  zu 
bilden  und  zwar  nach  dem  im  rhombischen  Systeme  sehr  httufig  vor- 
koinmenden  Gesetze,  dass  die  Zwillingsebene,  d.  h.  die  Ebene,  in 
welcher  sich  die  beiden  Krystalle  aneinander  legen,  eine  Flüche  des 
Prismas  ooP  ist.  Die  beiden  den  Zwilling  bildenden  Individuen 
haben  also  ihre  llauplaxen  parallel,  dagegen  die  Diagonalen  der  Basis 
gegen  einander  geneigt ; sie  sind  entweder  nur  aneinander  oder  durch- 
einander gewachsen. 

A.  Zwillinge  ans  zwei  nur  aneinander  gewachsenen  Individuen. 

».  Kiafarhr  Zwilliigr. 

a)  Kr  y stall  formen. 

Es  seien  AB  CD  und  DCFE  (Fig.  XV)  die  Durchschnitte  zweier 
Prismen  ooP;  zur  Bildung  eines  Zwillinges  legen  sich  dieselben  mit 
den  Flüchen,  deren  Durchschnitt  mit  der  Ebene  des  Papiers  die 
Seite  CI)  darstellt,  aneinander.  Der  Winkel  ADE  betrügt  1 28"  (oder 
genauer  127“  iO'). 

An  den  beiden  Individuen  tritt  nun  aber  nicht  hlos  die  Gestalt 
oo P auf,  sondern  cs  erscheinen  auch  entweder  nur  auf  einer  oder 
auf  beiden  Seiten  die  Flüchen  oo  Poo . 

Treten  diese  Flüchen  oo  Poo  nur  auf  der  Seile  des  cinsprin- 
genden  Winkels  BCF  (sie  möge  die  Rückseite  heissen)  in  Gll  und 
IK  auf,  so  dehnen  sie  sich  so  weit  aus,  dass  sie  in  der  Kante  I. 
zusammenstossen  und  daselbst  einen  Winkel  von  1 1 G°  einschliessen. 
Die  bei  G und  K entstehenden  Winkel  betragen  122".  Ein  solcher 
Zwilling,  dessen  Umfang  durch  ADEKLG  bezeichnet  wird,  stellt  ge- 
wisserinassen  einen  in  der  Richtung  DL  hemimorphisch  gebildeten 
Krystall  dar. 

Treten  die  Flüchen  oo  Poo  auch  auf  der  vorderen  Seite  (Fig.  XVI) 
in  MN  und  NP  auf,  so  entsteht  daselbst  ein  einspringender  Winkel 
MNP  = 116“.  Je  nach  der  Grösse  der  Flüchen  MN  und  NP  dringt 
dieser  Winkel  mehr  oder  weniger  lief  ein. 

Vergrössert  sich  der  eine  Krystall,  z.  B.  der  rechte,  etwas,  so 
erscheint  auf  der  Vorderseite  die  Flüche  ooPoo  nur  an  ihm  in  Iv  Q', 
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wahrend  sie  am  kleineren  Kryslallc  fehlt  (Fig.  XVII).  Es  schneiden 
sich  dann  die  Linien  AQ'  und  P’Q’  unter  einem  spitzen  Winkel  von 
6“,  so  dass  der  tlberslumpfe  Winkel  bei  Q'  I8G"  betragt.  — Ver- 
grüsscrt  sich  der  linke  Kryslall  und  tritt  an  ihm  die  Flache  ool’oo 
auf,  so  entsteht  der  Fig.  XVIII  gezeichnete  Querschnitt. 

Sehr  gewöhnlich  legen  sich  zahlreiche  Individuen  (wie  in  Fig.  XIX) 
in  Zwillingsstellung  aneinander,  so  dass  siiiumtliche  Zusuinmenselzungs- 
flüchen  einander  parallel  sind,  imd  die  geradstelligen  Individuen  einer- 
seits und  die  ungeradstelligen  andererseits  sich  in  paralleler  Stellung 
befinden.  Dabei  wird  die  Hreite.  der  einzelnen  Individuen  oft  so  ge- 
ring, dass  eine  grössere  Anzahl  derselben  nur  eine  diinne  Lamelle 
bildet,  welche  zwischen  zwei  grösseren  Individuen  eingelagert  ist, 
und  auf  den  Flachen  Poo  und  ooPoo  des  Gesammtkrystalles  nur 
als  ein  mehr  oder  weniger  breiter  Streifen  erscheint. 

Fast  in  allen  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystallen  linden  sich 
solche  Lamellen  (UV,  WX  Fig.  XX),  und  zwar  oft  in  mehrfacher 
Wiederholung;  auch  gehen  sie  bisweilen  (Fig.  XX)  mit  beiden  Flächcn- 
paaren  oo  I1  parallel. 

ß)  Thermoelektrisches  Verhalten. 

In  Betreff  der  elektrischen  Vcrlheilung  auf  den  Zwillingskrv stallen 
lässt  sich  im  Allgemeinen  das  Gesetz  aurstclicn,  dass  die  Polarität, 
wie  wir  sic  bei  einfachen  Krystallen  beobachtet  haben,  auch  bei  den 
zusammengesetzten,  soweit  möglich,  erhalten  bleibt.  Die  Flächen 
oo  P sind  früher  positiv  gefunden  worden,  und  zwar  mit  wachsender 
Intensität  nach  den  braehydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen  ool’oo 
dagegen  negativ.  Wo  also  auf  dem  Umfange  der  Zwillinge  die 
Flächen  ooP  auft roten,*)  wird  die  elektrische  Spannung  positiv  sein, 
und  ebenso  wie  früher  nach  den  braehydiagonalen  Seitenkanteu  hin 
zu-  und  nach  den  makrodiagonaleu  hin  abnehmen;  wo  dagegen  die 
Flächen  coPoo  erscheinen,  wird  negative  Polarität  aullreten  müssen. 


•)  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass  ein  Winkel  von  I 16°  bei  diesen  Zwillingen 
nicht  immer  auf  eine  bracbydiagotiale  Seilenkante  hinweist;  bei  L (Fig.  XV  bis  XVIII) 
entsteht  ein  Winkel  von  eben  dioscr  Grösse  durch  das  Zusammenstossen  der  Flächen 
GL  und  LK. 
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tlat  der  Zwilling  den  Fig.  XV  im  Querschnitte  dargeslelllen 
Umfang  ADEKLG,  so  zeigen  die  Flüchen  KI.  und  LG,  als  der  Gestalt 
ooi’oo  angehOrig,  negative  Elektricitül;  auf  den  Übrigen  vier  Flüchen 
tritt  dagegen  die  positive  auf,  und  zwar  mit  wachsender  Stärke  gegen 
die  Kanten  A und  E hin.  In  I)  'Fig.  XV)  stossen  zwei  makrodia- 
gonale Seilenkanten  aneinander;  es  muss  daher  die  positive  Spannung 
nach  D hin  abnehmen,  und  die  spcciellc  Prüfung  ergibt  die  Kante 
1)  entweder  unelektrisch  oder  an  dem  unteren  Ende  des  Krystalles 
selbst  bereits  schwach  negativ.’)  Ein  solcher  Zwillingskrystall,  der, 
wie  oben  schon  bemerkt,  in  der  llichtung  der  Zusammensetzungs- 
llüchc  eine  hemimorphe  Hildung  darstellt,  zeigt  auch  in  elektrischer 
Hinsicht  nach  eben  dieser  Kichtung,  falls  die  Kante  D unelektrisch 
ist,  den  polaren  Gegcsatz  einer  solchen. 

Treten  nun  an  der  Kante  I)  beide  Flüchen  00P00  oder  nur  eine 
derselben  auf  (Fig.  XVI  bis  XVIII),  so  erscheint  auf  diesen  Flüchen 
MN  und  NP  in  Fig.  XVI,  Q'  P'  in  Fig.  XVII  und  P'  Q"  in  Fig.  XVIII) 
negative  Spannung,  welche  auch  wohl  auf  die  unmittelbar  anliegen- 
den Theilo  der  Flüchen  oo  P etwas  llbergreifl. 

Bei  mehreren  Zwillingen  sind  die  Flüchen  Poo  positiv,  wühlend 
sie  bei  anderen  fast  unelektrisch  erscheinen. 

Die  Netze  dieser  Zw illingskrv stalle  sind  so  gezeichnet,  dass  sie 
in  der  Fig.  XV  bis  XVIII  mit  L Gezeichneten  Seitenkante  aufge- 
schnitten erscheinen.  Behufs  leichterer  Orienliruug  sine!  die  Kanten 
mit  denselben  Buchstaben  wie  in  den  bezüglichen  Querschnitten  ver- 
sehen. 

Kry  stall  Nr.  13  (Fig.  XXI). 

Fig.  XXI  stellt  das  Netz  des  Krvstalles  Nr.  13  in  natürlicher 

f v 

Grosse  dar.  Sein  Querschnitt  gleicht  dem  Fig.  XV  ahgcbildctcn. 
Die  Zwillingskante  I)  wurde  Ihm  spccieller  Untersuchung  in  ihrer 
oberen  Hiilfle  unciektrisch,  in  ihrer  unteren  sehr  schwach  negativ 
gefunden. 

Kry  stall  Nr.  li  (Fig.  XXII). 

Der  Fig.  XXII  in  natürlicher  Grösse  dargcstcllte  Krystall  besitzt 

*j  Bei  den  durchwachsenen  Zwillingen,  so  wie  bei  den  Drillingen  und  noch  mehr 
zusammengesetzten  Kry  stallen  erscheint  diese  Zwillingskanlc  sogar  meistens  negativ. 


Z' 

Digitized  by  Google 


384  W.  G.  Haskel,  [12 

gleichfalls  den  Querschnitt  Fig.  XV.  Die  beiden  Flüchen  GL  und  LK 
zeigen  oscillatorische  C.ombinalionen  der  Flüchen  oo  Poo  mit  steileren 
Brachydomen , infolge  dessen  die  Dicke  des  Krystalles  nach  dem 
unteren  Ende  hin  zuniimut.  Die  Zwillingskante  bei  I)  ergab  sich  hei 
specieller  Prüfung  ohne  elektrische  Spannung,  nur  am  unteren  Ende 
erschien  sie  schwach  negativ. 


Kry stall  Nr.  lä  (Fig.  XXIII). 

Auch  dieser  Fig.  XXIII  in  natürlicher  Grösse  abgcbildete  Krystall 
besitzt  den  Querschnitt  Fig.  XV,  nur  zeigt  sich  schon  auf  der  rechten 
Seite  von  D eine  üusserst  schmale  Flüche  P’  Q"  'Fig.  XVIII) ; indcss 
erscheint  die  Zwillingskante  D noch  unelektrisch.  Der  Krystall  ist  am 
oberen  Ende  sehr  vollkommen  ausgehildct  und  rein;  nach  dem  un-' 
leren  Ende  hin  wird  die  Masse  etwas  unreiner. 

Krystall  Nr.  Iti  (Fig.  XXIV). 

Den  Querschnitt  des  Krystalles  Nr.  Iti  stellt  Fig.  XVIII  dar. 
Da  an  diesem  Zwillinge  in  P' Q'  eine  Flüche  oo  Poo  des  linken  In- 
dividuums an  der  Oberflüche  erscheint,  so  muss  auf  ihr  negative 
Eleklricitüt  auftreten. 

Krystall  Nr.  17  (Fig.  XV). 

Der  Krystall  Nr.  17  ist  sehr  rein  und  durchsichtig,  und  zeigt 
im  Wesentlichen  den  Querschnitt  Fig.  XVII ; es  liegt  also  die  Flüche 
P'  Q'  links  von  P‘.  Infolge  eingeschobener  Lamellen,  welche  gerade 
durch  die  Zusammenftigungsflüchc  gehen,  tritt  aber  auch  rechts  von 
P'  eine  sehr  schmale  Flüche  ly  Q"  (Fig.  XVIII)  auf.  Diese  Bildung 
hat  zur  Folge,  dass  auf  beiden  Seiten  von  F (Fig.  XXV)  negative 
Elektricilüt  erscheint,  sich  aber  starker  nach  links  als  nach  rechts 
ausbreitet.  Auf  den  Flüchen  GL  und  LK  nehmen  die  elektrischen 
Spannungen  in  der  Nahe  der  Kante  L ab. 

Krystall  Nr.  18  (Fig.  XXVI). 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige,  Fig.  XXVI  in  halber 
Grösse  dargestellte  Krystall  hat  den  Querschnitt  Fig.  XVII.  Die 
Flüche  F Q'  ist  breiter  als  bei  den  vorhergehenden  Zwillingen.  So- 
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wohl  das  rechte  als  das  linke  Individuum  zeigt  eingeschobene  La- 
mellen, die  sich  auch  auf  den  verticalen  Seitenflächen  von  oben  bis 
unten  hin  verfolgen  lassen.  Auch  bei  ihm  nimmt  die  negative  elek- 
trische Spannung  auf  den  Flüchen  GL  und  LK  nach  L hin  ab. 

Kr y stall  Nr.  11»  (Fig.  XX VII). 

Der  F'ig.  XXVII  in  seinem  Netze  in  halber  Grösse  gezeichnete 
kry  stall  gehört  ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung.  In  der  oberen 
lliilfle  gleicht  sein  Querschnitt  der  Fig.  XVI,  in  der  unteren  aber 
der  Fig.  XVII;  doch  zeigen  die  Flüchen  in  dem  einspringenden  Win- 
kel N (Fig.  XVI)  eine  mangelhafte  Ausbildung.  Auf  den  Flüchen 
GL  und  LK  nimmt  die  negative  Spannung  nach  L hin  ab.  Die 
Flüchen  I’oo  sind  positiv. 

Krystall  Nr.  20  (Fig.  XXVIII  u.  XXIX). 

Der  Kn  stall  Nr.  20  (Fig.  XXVIII  a und  b)  ist  gleichfalls  der 
Freiberger  Sammlung  entliehen.  Sein  Querschnitt  gleicht  Fig.  XVI, 
nur  ist  der  umspringende  Winkel  N sehr  tief,  wie  ihn  Fig.  XXVIII  I). 
darstellt.  Es  sind  also  die  beiden  Individuen,  von  denen  das  linke 
breiter  ist  als  das  rechte,  nur  dünne  Platten;  die  eine  Flüche  co  P 
am  rechten  Individuum  PE  fehlt  fast  ganz,  und  die  entsprechende 
Flüche  ooP  am  linken  Individuum  AM  ist  sehr  schmal;  beide  Indi- 
viduen gleichen  also  den  Kry stallen  Nr.  1 1 und  1 2 und  zeigen  daher 
auch  wie  Nr.  12  auf  den  neben  M und  P gelegenen  Flüchen  oo  l’oo 
nicht  negative,  sondern  positive  Polaritüt.  Die  auf  den  Flüchen  MN 
und  NP  beobachteten,  im  Verhüllniss  zu  den  auf  den  anderen  Flüchen 
gemessenen  Werthen  sehr  beträchtlichen  positiven  Spannungen  ver- 
danken wohl  ihre  Stücke  dem  Umstande,  dass  beide  in  dem  ein- 
springenden Winkel  liegenden  positiven  Flüchen  ooPoo  vereint  auf 
den  genüherlen,  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbin- 
dung stehenden  Draht  vertheilend  einwirken.  Die  Flüchen  Poo  sind 
positiv. 
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b.  Doppel  «will  Inge. 

a)  Krystallformcn. 

Nicht  ganz  eidien  kommt  der  Fall  vor,  dass  sich  zwei  einfache 
Zwillinge,  wie'  sie  zuvor  beschrieben  wurden,  mit  den  Flüchen  oo  P oo 
zu  einem  Doppelzwillinge  zusammen  legen  (Fig.  XXIX  und  XXX). 
Dabei  dehnen  sich  gewöhnlich  auf  der  einen  Seite  die  Flüchen  KE 
und  K'  E'  so  weit  aus,  dass  sie  eine  einzige  Ebene  bilden,  und  da- 
durch den  zwischen  ihnen  liegenden  einspringenden  Winkel  EPK' 
verschwinden  lassen;  auf  der  anderen  Seite  bleibt  der  einspringende 
Winkel  AMU'.  Hat  der  Querschnitt  des  vordem  Zwillingskrystalles 
die  Gestalt  Fig.  XV,  so  zeigt  der  Doppelzwilling  auf  seinen  Seiten- 
flüchcn  nur  einen  einspringenden  Winkel  AMG',  welcher  nicht  der 
Bildung  des  einfachen  Zwillings,  sondern  der  Bildung  des  Doppel- 
zwillings seine  Entstehung  verdankt.  Besitzt  der  vordere  Zwilling 
die  Gestalt  Fig.  XVII,  so  erscheint  auf  der  Flüche  A'  P'  noch  eine 
Einknickung  A'  Q'  P‘  (Fig.  XXX).  Bei  Bruchstücken,  denen  das  obere 
ausgebildete  Ende,  auf  welchem  sonst  die  Bildung  eines  Doppelzwil- 
lings sogleich  sichtbar  ist,  fehlt,  lässt  sich  die  Zusammensetzung  noch 
sehr  leicht  aus  der  Form  des  Querschnittes  und  der  Grösse  der 
Kantenwinkel  erkennen. 

Wenn  der  Winkel  AMG'  auf  der  zweiten  Seite  ebenfalls  über- 
wächst und  zugleich  am  oberen  Ende  die  Rinne  zwischen  beiden 
Zwillingen  sich  ausfüllt,  so  geht  der  Doppclzw  illing  in  einen  gewöhn- 
lichen Zwilling  über.  Man  kann  daher  auch  den  Doppelzwilling  als 
einen  an  gewissen  Stellen  in  der  vollkommenen  Ausbildung  zurück- 
gebliebenen gewöhnlichen  Zwilling  betrachten. 

8)  Thermoelektrisches  Verhalten. 

Wie  oben  schon  bemerkt,  verwachsen  bei  den  Doppelzwillingen 
auf  der  einen  Seite  die  Flüchen  KE  und  K'  E'  (Fig.  XXX)  mehr  oder 
weniger  in  eine  einzige  Flüche;  auf  der  anderen  gegenüberliegenden 
Seite  bleibt  dagegen  der  einspringende  Winkel  AMG'  fortbestehen. 
ln  diesem  einspringenden  Winkel  treten  nun  Theile  der  Flüche 
oo  P oo  an  die  Oberfläche,  während  dieselben  auf  der  ersten  Seite 
durch  die  Erweiterung  der  Flüchen  oo  P (KE  und  K'  E')  überdeckt 
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sind.  Es  muss  also  in  dem  einspringenden  Winkel  AMG'  und  in 
seiner  Nahe  negative  Polarität  sich  zeigen.  Auf  der  ersten  Seite 
wird  aber  bei  vollkommener  Ueberwachsung  (Fig.  XXX)  die  Intensität 
der  positiven  Spannung  von  der  Seitenkante  E'  aus  nach  beiden  Seiten 
hin  regelmassig  abnehmen  (Krystall  Nr.  22);  ist  jedoch  die  Spalte  noch 
nicht  vollständig  geschlossen,  so  wird  auf  der  Flache  E'  K die  posi- 
tive Spannung  von  E'  bis  gegen  die  Spalte  hin  erst  ab-,  und  dann 
jenseits  der  Spalte  wieder  zunehmen. 

Krystall  Nr.  21  (Fig.  XXXI). 

Der  Fig.  XXXI  in  seinem  Netze  dargestellte  Krystall  gehört  der 
Freiberger  Sammlung;  die  Form  seines  Querschnittes  gibt  Fig.  XXX, 
jedoch  ist  der  cinspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  nicht  voll- 
ständig überwachsen.  Links  neben  P'  tritt  ein  Stück  P'  Q’  der 
Flache  ooPoo  auf.  Es  müssen  also  auf  diesem  Krystalle  negative 
Zonen  liegen  auf  den  Flachen  LK  und  GL,  auf  P Q'  und  auf  G'  M. 
Die  Flachen  P oo  sind  positiv. 

Krystall  Nr.  22  (Fig.  XXXII). 

Der  Krystall  Nr.  22  (Fig.  XXXII)  ist  an  beiden  Enden  ver- 
brochen ; am  oberen  zeigt  er  nur  noch  geringe  Reste  einzelner 
Flachen  Poo.  nach  unten  hin  wird  seine  Masse  unrein  und  undurch- 
sichtig. Der  einspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  ist  vollkommen 
überwachsen;  links  neben  P'  findet  sich  gleichfalls  ein  Stück  P' Q( 
der  Flache  ooPoo,  so  dass  Fig.  XXX  seinen  Querschnitt  am  oberen 
Ende  vollkommen  darstellt.  Nach  unten  zu  verwachst  auch  der 
Winkel  AMG'  etwas  mehr. 


B.  Durcktvachsungs-  Zwillinge. 
a.  Krystallform. 

Die  Durchwachsungszwillinge  (ebenso  die  Drillinge  und  noch 
mehrfach  zusammengesetzten  Krystalle)  zeigen  meistens  eine  andere 
Constitution  als  die  zuvor  beschriebenen  Horsehenzer  Krystalle:  wah- 
rend letztere  als  eine  einzige  dichte  Masse  erscheinen,  stellen  sich 
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die  Zwillinge  mit  Durchwachsungen  gewöhnlich  als  ein  Aggregat 
zahlreicher  dünnerer  oder  dickerer,  mehr  oder  weniger  dicht  mit 
einander  verwachsener,  der  Hauplaxe  paralleler  Stängel  oder  Fasern 
dar.  Diese  einzelnen  Krystallfasern  bestehen  ebenso  wie  die  ein- 
fachen Kryslallc  von  Horschcnz  aus  vertiealen  Stiulen  mit  den 
Flachen  ooP  und  00P00,  deren  Enden  durch  Brachydomen  zuge- 
schUrft  sind.  Da  sic  meistens  gleiche  Lange  besitzen,  so  bilden  sie 
mit  ihren  Köpfen  zwei  gegen  die  Axe  senkrechte  Flüchen  0 P,  die 
entweder  bei  vollkommener  Verwachsung  eben  und  ziemlich  glanzend 
sind,  oder  durch  ihre  Vertiefungen  noch  deutlich  die  Köpfe  der  ein- 
zelnen Fasern  unterscheiden  lassen.  In  den  selteneren  Fallen,  wo 
die  Anzahl  der  den  zusammengesetzten  Kn  stall  bildenden  Individuen 
eine  nur  geringe  ist,  treten  die  Fäulen  derselben  als  eben  so  viele 
Schneiden  auf. 

Das  innere  Gefüge  der  Arngonile  nach  gewissen  Richtungen  ist 
in  ausgezeichneter  Weise  von  Leydolt  mittelst  der  durch  Anttlzcn 
der  natürlichen  und  der  künstlich  ungeschliffenen  Flüchen  in  ver- 
dünnter Essig-  oder  Salzsäure  erzeugten  Figuren  studirt  und  durch 
Zeichnungen  erläutert  worden;*)  diese  Untersuchungen  zeigen,  dass 
der  innere  Hau  der  Aragonilkrv stalle  oll  ein  sehr  complicirler  ist, 
und  dass  die  äussere  Begrenzung  durchaus  nicht  hinreicht,  um  die 
innere  Zusammensetzung  bis  auf  tlie  kleinsten  eingclagerlen  Massen 
zu  erkennen.  Die  Zusammensetzung  ändert  sich  auch  häutig  inner- 
halb desselben  Kry Stalles  von  einem  Querschnitte  zum  anderen. 

Für  die  vorliegende  Untersuchung  der  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften der  Aragonite  wird  ('ine  Kcnnlniss  der  wesentlichen  Stücke, 
aus  welchen  die  Kryslallc  bestehen,  und  namentlich  der  an  der 
Oberfläche  liegenden,  genügen;  ich  werde  mich  daher  auf  die  An- 
gabe der  aus  den  äusseren  Begrenzungen  erkennbaren  Theile  be- 
schranken können,  wozu  in  den  allermeisten  Füllen  der  Umstand, 
dass  ein  Zerschneiden  und  Anttlzcn  der  geliehenen  ausgezeichneten 
Krvstalle  nicht  möglich  war,  auch  noch  gebieterisch  zwingt. 

Die  Angabe  und  Stellung  der  einzelnen  Individuen , aus  denen 
nach  der  Beschaffenheit  der  ausseren  Flüchen  ein  Aragonilkrvslall 
besieht,  lasst  sich  in  einfacher  und  übersichtlicher  Weise  durch  die 


*)  Sitzunpsberielile  der  mailt,  nalurtv.  Classo  der  Wiener  Atari.  (KSCBd.  10  S.io. 
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schon  von  Hauy  gewühlte  Zusammenstellung  der  rhombischen  Quer- 
schnitte der  einzelnen  Individuen  zu  einem  geschlossenen  Hinge  gelten. 
Ich  werde  dieselbe  daher  überall  anwenden,  bemerke  aber  ausdrück- 
lich, dass  dieselbe  keine  Andeutung  Uber  die  Bildung  der  Krystallc 
und  die  Ausfüllung  der  inneren  leer  gelassenen  Rüumc  liefern  soll. 
Hauy’s  Versuche,  die  innere  Structur  zu  erklären,  .entsprechen  durch- 
aus nicht  dem  wahren  Vorgänge,  der  schon  naturgemUsser  durch 
die  nachstehende  Auffassung  Leydolt’s  dargestellt  wird. 

Zwei  seitlich  von  den  Flüchen  oo  I’  und  ooPoo  begrenzte  Kry- 
slalle  A und  B (Fig.  XXXIII)  legen  sich  mit  zwei  Flüchen  oo  P nach 
der  Linie  zß  zu  einem  Zwillinge  zusammen ; beide  wachsen  über  die 
Zusammensetzungsflüche  hinaus  und  bilden  die  Theile  A'  und  B',  die 
sich  ebenso  wie  A und  B in  der  richtigen  Zwillingsstellung  befinden. 
Die  zwischen  A und  B einerseits,  und  zwischen  A'  und  B'  anderseits 
liegenden  Raume  werden  durch  ein  gleichmüssiges  Fortwachsen  der 
Krystalle  wie  bei  den  Horschenzer  Zwillingen  ausgcfüllt,  so  dass  bei 
y und  y'  Winkel  von  128"  entstehen:  die  Zusammenselzungsflüchen 
zv  und  zy'  sind  eben.  Ausserdem  erweitern  sich  die  Krystalle  aber 
auch  in  den  zwischen  A und  B',  so  wie  A'  und  B gelegenen  Raum 
hinein,  erzeugen  hier  aber  keine  ebene  Zusanimcnsetzungsflüche;  es 
erfolgt  vielmehr,  weil  sich  hier  die  Kry stalllhcilchcn  nicht  in  der 
eigentlichen  Zwillingsstellung  befinden,  ein  fortwährendes  Ineinander- 
greifen der  Theile  des  einen  Individuums  in  die  des  anderen,  so  dass 
in  dem  Raume  zwischen  A und  B1,  so  wie  zwischen  A'  und  B eine 
Art  kammfürmiger  Naht  zx,  zx'  entsteht.  Diese  Naht  ist  auf  der 
üusseren  Flüche  stets  erkennbar,  erscheint  sogar  Öfter  als  eine  von 
kleinen  daselbst  auftretenden  Flüchen  ooPoo  gebildete  Rinne.  Auf 
den  Seitenflächen  geht  sie  nicht  immer  geradlinig  parallel  mit  den 
Kanten,  sondern  verlauft  je  nach  der  grösseren  Ausdehnung  des  einen 
oder  anderen  Kryslalles  mehr  oder  weniger  unregelmässig. 

Fig.  XXXIV  stellt  die  nach  der  Aelzung  für  einen  solchen  durch- 
wachsenen Molinaer  Zwilling  von  Leydolt  gegebene  Zusammen- 
setzung dar;  die  Theile  der  einzelnen  Individuen  sind  durch  die 
eingeschriebenen  Buchstaben  A und  B kenntlich  gemacht.  Wahrend 
die  Berührungsflächen  zwischen  A und  B,  lind  ebenso  zwischen  A' 
und  R'  elien  sind,  greifen  die  Stücke  A und  B',  so  wie  B und  A1 
mit  kammfOrmigen  Nahten  in  einander. 
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Iniless  ist  wahrscheinlich  die  Zusammensetzung  wenn  nicht  aller, 
so  doch  einer  grösseren  Anzahl  dieser  Zwillinge  noch  complicirter, 
als  die  Leydolt’sche  Darstellung  annimml.  Wenn  man  nämlicit 
Drillinge  oder  Vierlinge  in  einer  mit  der  llauptaxe  parallelen  Eltone 
durchschneidet,  so  findet  man,  wie  schon  Senarmont*]  beobachtet 
hat,  auf  den  Schnittflächen  eigentümliche  Zeichnungen,  wie  ich 
solche  auf  Taf.  III  Eig.  LXXV  nach  einem  dem  Freiberger  Museum  ge- 
hörigen Krvslalle  abgebildet  habe;  es  gehen  von  der  Mitte  des  Kry- 
stalles  Kasern  nach  der  oberen  und  der  unteren  Endfläche,  aber  auch 
nach  den  Seitenflächen.  Ein  durchschnittener  Zwilling  stand  mir 
nicht  zu  Gebote;  indess  macht  es  mir  der  Kryslall  Nr.  XXXVIII,  der 
gerade  in  der  Mitte  von  zwei  fast  senkrecht  gegen  die  llauptaxe 
stehenden  kleinen  Krystallen  durchwachsen  ist,  sehr  wahrscheinlich, 
dass  eine  ähnliche  Structur,  wie  sie  in  Fig.  LXXV  fUr  einen  Drilling 
gezeichnet  wurde,  auch  bei  den  Zwillingen  \orkommt. 

Nach  der  Weise,  wie  im  Folgenden  die  Zusammensetzung  der 
vielfachen  Krvstalle  dargestellt  werden  soll,  gibt  Fig.  XXXV  den  Quer- 
schnitt eines  durchwachsenen  Zwillings.  Nähte  finden  sich  bei  L 
und  K. 

Bei  Durchwachsungszwillingen  und  ebenso  bei  den  Drillingen 
Vierlingen  u.  s.  w.  kommt  oft  ein  Stück  eines  Krystalles  zu  dem 
Stucke  eines  andern,  der  mit  ihm  in  Zwillingsstellung  steht,  in  eine 
solche  Lage  (wie  z.  B.  in  Fig.  XXXV'  A'  zu  B),  dass  die  Flüchen 
co  P (EK  und  KF),  welche  der  Zwillingsfläche  parallel  sind,  in  eine 
Elicne  fallen.  Man  erhält  diese  Lage,  wenn  man  das  Stück  A pa- 
rallel mit  sich  nach  A'  verschiebt.  Um  diese  gegenseitige  Stellung 
(A’  zu  B oder  B'  zu  A)  von  zwei  Krystallstücken,  die  sich  zu  ein- 
ander in  Zwillingsstellung  befinden,  kurz  bezeichnen  zu  können,  werde 
ich  sie  die  parallel  verschobene  Zwillingsslellung  nennen,  während 
die  Stellung  A zu  B oder  A'  zu  B'  die  eigentliche  Zwillingsslellung 
heissen  mag.  Wo  zwei  in  parallel  verschobener  Zwillingsslellung 
stehende  KrystallsUlcke  aneinander  stossen,  ist  auf  der  Oberfläche 
stets  eine  Naht  sichtbar,  die  sich  kammförmig  ins  Innere  forlsetzt. 
Dagegen  erscheinen  die  Flächen  wie  11G  und  GF,  oder  CD  und  DK, 
welche  zwei  Stücken  angehören,  die  sich  in  der  eigentlichen  Zwillings- 
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Stellung  befinden  und  einen  Winkel  von  1 28“  einschliessen , ohne 
Naht,  glatt  und  glänzend. 

Ich  erwähnte  schon  ol*en,  dass  die  Ausbildung  in  den  verschie- 
denen Querschnitten  der  zusammengesetzten  Krystalle  sich  etwas 
ändert.  So  sind  bei  den  Durchwachsungszwillingen  (Fig.  XXXV') 
sehr  oft  die  Kittchen  HG.  GF,  GD  und  DE  nur  in  der  Mitte  vollkom- 
men glatt  und  eben  ausgebildcl,  während  an  dem  unteren  und  oberen 
Ende  der  Kanten  G und  I)  noch  die  einzelnen  den  Krystall  bilden- 
den Fasern  sichtbar  bleiben. 

Die  Netze  der  vier  im  Nachfolgenden  beschriebenen  Krystalle 
sind  in  einer  der  Zwillingskanten  G aufgeschnitten  gezeichnet. 

b.  Thermoelektrisches  Verhallen. 

Die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  durchwachsenen  Zwillingen 
lassen  sich  aus  der  eben  beschriebenen  Zusammensetzung  mit  Rück- 
sicht auf  die  bei  den  einfachen  Krystallen  gemachten  Beobachtungen 
leicht  herleiten.  In  den  vier  Seitenkanten  C,  E,  F und  11  (Fig.  XXXV) 
liegen  die  Endpunkte  der  Brachydiagonale,  an  welchen  auf  den 
einfachen  Krystallen  die  positive  Polarität  uuftritt;  dieselbe  wird  also 
auch  bei  den  vorliegenden  Zwillingen  auf  diesen  Kanten  und  den 
benachbarten  Flächenslitcken  erscheinen. 

Bei  den  Horschenzer  Zwillingen  mit  dem  Querschnitte  Fig.  XV 
zeigte  die  Kante  D entweder  keine  oder  eine  sehr  schwache  nega- 
tive Spannung.  Bei  dem  ' Durchwachsungs-Zwillingskrystall  Nr.  23 
(Fig.  XXXVI)  erscheinen  die  entsprechenden  Kanten  D und  G eben- 
falls nicht  elektrisch;  dagegen  tritt  bei  den  drei  folgenden  Krystallen 
Nr.  24,  23  und  26  auf  diesen  Kanten  die  negative  Polarität  auf, 
und  zwar  um  so  stärker  und  um  so  mehr  Uber  die  anliegenden 
Flächenstucke  sich  ausdehnend,  je  länger  (oder  höher)  die  Krystalle 
im  Verhältnisse  zu  ihrer  Dicke  sind. 

Bei  den  nachstehend  beschriebenen  vier  Krystallen  verhält  sich 
die  Höhe  zur  Dicke  (letztere  gemessen  als  Abstand  der  beiden  ein- 
ander gegenüberliegenden  Kanten  D und  G)  der  Reihe  nach  wie 
1:1,19;  1:0,629;  1:0,343;  1:0,144;  und  in  derselben  Reihen- 
folge nehmen,  wie  die  Zeichnungen  XXXVI  bis  XXXIX  nachweisen, 
die  negativen  Zonen  an  Ausdehnung  auf  den  Seitenflächen  zu. 

AbWndl.  «1.  k rf  licsrllsch.  d.  Wuseuflcb.  XV.  j" 
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ln  gleicher  Weise  verhallen  sich  auch  die  l>ei  L und  K (Fig. 
XXXV)  befindlichen  Nahte:  wahrend  sie  bei  kryslnll  Nr.  23  (Fi#?. 
XXXVI)  uneleklrisch  oder  selbst  noch  schwach  positiv  sind,  tritt  auf 
ihnen  bei  den  drei  folgenden  Krystnllcn  Nr.  2 k.  25  und  26  immer 
stärkere  und  ausgedehntere  negative  Polarität  auf. 

I>ie  Endflächen  ft  P sind  stets  mehr  oder  weniger  stark  negativ. 

Einer  der  Gründe  für  die  mit  der  Höhe  der  kryslalle  zuneh- 
mende Ausbreitung  der  negativen  Polarität  auf  den  Seitenflächen 
liegt  in  dem  Umstande,  dass  wenn  die  Seitenflächen  in  ihrer  ge- 
summten Erstreckung  positiv  waren,  die  negative  Elektricililt  auf  den 
beiden  Endflächen  allein  den  positiven  Spannungen  auf  «hm  langge- 
streckten Seitenflächen  das  Gleichgewicht  nicht  würde  hallen  können; 
es  müssen  daher  die  negativen  Zonen  an  den  kanten  l>  und  G und 
an  den  Nahten  I,  und  k um  so  mehr  hervorlreten,  je  langer  die 
kryslalle  im  Verhältnisse  zu  ihrer  Dicke  worden. 

Als  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  vorstehenden  Annahme  kann 
auch  der  Umstand  dienen,  dass,  wahrend  bei  kurzen  (oder  massig 
hohen)  krystnllcn  die  positiven  Zonen  auf  den  Seitenflächen  sich  bis 
zum  oberen  und  unteren  Bande  erstrecken,  bei  dem  sehr  hohen 
Zwillingskryslalle  Nr.  26  und  elienso  bei  dem  weiterhin  beschriebe- 
nen sehr  hohen  Drillingskrystalle  Nr.  38,  sich  die  negative  Elek- 
tricitat  der  beiden  Endflächen  0 P auch  noch  über  die  benachbarten 
Stücke  der  Seitenflächen  ausbreitet. 

Indess  bedingt  die  im  Verhältnisse  zur  Dicke  grössere  Höhe  nicht 
allein  das  Auftreten  der  negativen  Polarität  auf  den  Zwillingskanlen 
und  Nahten;  es  werden  in  dem  folgenden  Abschnitte  unter  den  viel- 
fachen kryslallen  einige  Vorkommen,  bei  denen  trotz  ihrer  geringen 
Höhe  doch  auf  den  Zwillingskanlen  negative  Elcklricilüt  erscheint; 
es  wird  also  die  innere  Slruclur  für  die  negative  Beschalfeuheil  der 
Zwillingskanten  und  der  Nahte  auf  den  Seitenflächen  ebenfalls  von 
Bedeutung  sein. 


kryslnll  Nr.  23  (Fig.  XXXVI). 

Der  kleine,  jedenfalls  von  Molina  stammende  krystall  ist  farblos 
und  ziemlich  durchsichtig.  Seine  Höhe  betrügt  6,1  Mm.,  seine  Dicke 
(gemessen  in  der  Richtung  von  I)  zu  G)  7,2  Mm.  Die  kanten  D 
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und  G und  die  Naht  K auf  der  Flüche  2 zeigen  sich  unelektrisch, 
während  an  der  anderen  Naht  I,  auf  der  Flüche  5 noch  eine  sehr 
schwache  positive  Spannung  wahrnehmbar  ist. 

Krystall  Nr.  24  (Fig.  XXXVII). 

Der  mit  rüthlichem  F.iSenthon  imprügnirtc  Krystall  stammt  eben- 
falls von  Mnlina.  Seine  Hohe  misst  19,4  Mm.,  seine  Dicke  12,2  Mm. 
Die  Zwillingskanten  I)  und  G sind  bis  auf  geringe  Strecken  am 
olinrcn  und  unteren  Ende  gut  ausgebildet  (d.  h.  von  glatten  ebenen 
Flüchen  umgeben).  Sowohl  die  beiden  Zwillingskanten  D und  U, 
als  auch  die  beiden  Nühle  auf  den  Flüchen  2 und  5 sind  negativ, 
die  letzteren  aber,  namentlich  die  auf  der  Flüche  2 fast  am  Hände 
liegende  Naht,  nur  sehr  schwach. 

Krystall  Nr.  25  (Fig.  XXXVIII). 

Der  ebenfalls  aus  Aragonien  stammende  Krystall  Nr.  25  gebürt 
dein  Werner-Museum  in  Freiberg;  die  hie  und  da  in  die  klare  Masse 
eingeschlossenen  Thonlheilchen  sind  von  graulicher  Farbe.  In  seiner 
Mitte  ist  auf  der  Flüche  2 ein  etwas  grosserer  und  ein  etwas  klei- 
nerer Aragonilkryslall  fast  senkrecht  gegen  die  Ilauptaxc  durch  ihn 
liindurchgewachsen.  Auch  aus  der  Milte  der  Flüche  5 ragt  ein  klei- 
nerer Krystall,  der  vielleicht  eine  Verlüngerung  eines  der  beiden  zuvor 
genannten  Kn  stalle  ist,  hervor;  oberhalb  desselben  lindet  sich  eine 
Grube,  aus  welcher  ein  etwas  dickerer  Krystall  herausgebrochen  ist. 

Die  Hübe  des  Krystalles  Nr.  25  betrügt  32,5  Mm.,  die  Dicke 
11,2  Mm. 

Die  Zwillingskanten  D und  G sind  negativ,  und  die  von  ihnen 
ausgehenden  negativen  Zonen  halten  auf  den  Flüchen  oo  P eine  grös- 
sere Ausdehnung  gewonnen  als  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle. 
Die  Nühte  auf  den  Flüchen  2 und  5 sind  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  2ß  (Fig.  XXXIX). 

Der  gleichfalls  dem  Werner-Museum  in  Freiberg  gehörige  Kry- 
stall Nr.  2fi  ist  an  den  Zwillingskanten  D und  G etwas  unvollkommen 
ausgebildet ; die  ihm  anhaftenden  dünnen  Thonschichten  sind  von 
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rothbrauner  Farbe.  Oie  Hübe  des  Krystalles  missl  07,5  Mm.,  die 
Dicke  10,7  Mm. 

Die  negativen  Zonen  der  Kanten  0 und  G zeigen  bei  diesem 
Kryslalle  eine  noeli  grossere  Ausdehnung,  als  bei  dem  vorhergehen- 
den. Die  Ntllite  sind  iniissig  stark  negativ.  Von  den  Endflächen 
breitet  sieh  die  negative  Zone  auch  Uber  die  benachbarten  Theile 
der  Seitenflächen  aus. 

III.  Drillinge,  Vierlinge  und  Fünflinge. 

Die  Drillinge  und  ebenso  die  Vier-  und  Fünflinge  entstehen 
durch  eine  wiederholte  Zwillingsbildung  nach  dem  oben  S.  381  an- 
gegebnen Gesetze. 

a.  Krystallforme  n. 

A.  Drillinge. 

A.  Drillinge  aus  nur  aneinandcrgelegten  Individuen. 

Ein  solcher  Drilling  entsteht,  wenn  sich  an  zwei  benachbarte 
Flächen  co  I’  eines  Krystalles  zwei  andere  Kryslalle  in  Zwillingsstel- 
lung anlegen.")  Es  können  nun  jene  beiden  Flächen  den  spitzen 
oder  den  stumpfen  Winkel  des  rhombischen  Querschnittes  einschliessen. 

Liegen  die  beiden  F'lächen  um  den  spitzen  Winkel,  so  stellt 
Fig.  XI.  die  Anordnung  dar;  treten  noch  auf  beiden  Seilen  die  Flächen 
oo  P oo  hinzu,  so  entsteht  der  in  der  F'igtir  mit  ausgezogenen  Linien 
gezeichnete  Querschnitt.  Schrauf  hat  einen  solchen  Drilling  von 
Horschenz  abgebildet; **)  mir  selbst  stand  keiner  zur  Verfügung,  ln 
seinem  thermoelektrischen  Verhalten  wird  sich  ein  solcher  Drilling 
sehr  wahrscheinlich  an  tlen  unter  Nr.  20  beschriebenen  Zwilling 
anschliessen. 

*)  Der  Fall,  wo  das  Anlegen  an  zwei  parallele  Flächen  statt  hat,  ist  scliou  oben 
erwähnt  und  wird  nicht  als  Drillingsbildung  bezeichnet. 

**J  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  math.-naturw.  Klasse.  Bd.  LX1I 
S.  73  ; Tat.  IV.  Fig.  H.  Schrauf  hat  den  Krystall  an  beiden  Enden  ausgebildel 
dargestclll ; wahrscheinlich  ist  derselbe  aber  nur  an  dem  einen  Ende  vollkommen 
ausgebildet  gewesen.  Sollten  beide  Enden  ausgebildet  sein,  so  würde  die  thermo- 
elektrische Untersuchung  von  grossem  Interesse  sein,  indem  mir  bis  jetzt  kein  an 
beiden  Enden  ausgebildetcr  Krystall  von  Horschenz  bekannt  geworden  ist. 
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Wenn  dagegen  die  l>eiden  Flächen,  an  welche  sich  die  beiden 
anderen  Krystalle  anlegen,  den  stumpfen  Winkel  einsch Hessen,  so 
entsteht  der  Fig.  XLI  gezeichnete  Querschnitt.  Da  der  stiinijtfe 
Winkel  des  Rhombus  nur  HB"  10'  betragt,  so  können  die  drei  Kry- 
stalle den  Raum  um  den  oberen  Kckpunkt  nicht  vollständig  schliessen; 
die  Summe  der  daselbst  zusammenstossenden  Winkel  beträgt  nur 
;H8“  30',  so  dass  also  zwischen  B und  G ein  leerer  Sector  von  I I" 
30'  (in  runder  Angabe  12°)  übrig  bleibt. 

Ks  ist  mir  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  solcher  Drilling  mit 
offener  Spalte  zwischen  B und  G vorkommt;  bei  den  von  mir  beob- 
achteten Krystallen  wird  jene  Spalte  entweder  mittelst  Durchwach- 
sung von  A oder  durch  Kinschiclmng  eines  vierten  zu  B oder  C in 
Zwillingsstellung  befindlichen  Individuums  geschlossen,  wie  beim  Kry- 
stalle Nr.  27. 

B.  Drillinge  mit  Durchwachsungen. 

Die  verschiedenen  Drillingslbrinen,  welche  bei  ringsum  geschlos- 
sener, ungefähr  kreisförmiger  Gestalt  überhaupt  möglich  sind,  lassen 
sich  leicht  herleiten,  wenn  man  von  den  beiden  Formen  ausgebt,  in 
welchen  alle  drei  Krystalle  A,  B und  C durchgewachsen  sind. 

Solcher  Formen  existiren  zwei  (Fig.  XI.II  u.  XLIII),  je  nachdem  sich 
an  das  Individuum  A die  benachbarten  B und  C in  der  eigentlichen 
oder  in  der  parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  angelegt  haben. 
Das  eine  Individuum  A spielt  nämlich  eine  etwas  andere  Rolle  als 
die  beiden  anderen  B und  C und  bildet  gewissermassen  den  Grund- 
stock, auf  welchem  sich  der  Drilling  aufbaut. 

Zur  leichteren  Orientirung  in  den  Zeichnungen  werde  ich  den 
Buchstaben  A,  B und  C noch  kleinere  Buchstaben  anhängen,  welche 
angeben,  mit  welchem  Individuum  das  Betreffende  in  Zwillingsstel- 
lung  sich  belindet.  Ga  bedeutet  also  das  Individuum  C,  welches  mit 
A in  Zwillingsstellung  ist;  Abc  bedeutet  das  Individuum  A,  welches 
gleichzeitig  mit  B und  G in  Zwillingsstcllung  stellt.  Ob  die  betref- 
fenden Stucke  der  Krystalle  sich  in  der  eigentlichen  oder  in  der 
parallel  verschobenen  Zwillingsstcllung  finden,  geht  sofort  aus  ihrer 
Lage  in  der  Zeichnung  hervor;*)  bilden  nämlich  die  Flächen  oo  P 


*)  Sind  bisweilen  die  beiden  Thcile  von  B oder  C als  B und  B',  oder  C und 


/ 

Digitized  by  Google 


VV.  G.  IIankel, 


[51 


39ti 


zweier  Stücke  an  der  Berührung  einen  Winkel  von  128”,  so  halten 
diese  Thcile  die  eigentliche  Zwillingsstellung;  lallen  aber  jene  Flüchen 
in  eine  Ebene,  so  stehen  sie  in  der  parallel  verschobenen  Zwillings- 
stellung, wobei  an  den  BerUhrungsstellen  eine  Naht  (s.  S.  389;  sicht- 
bar wird.  Nur  bei  dein  Individuum  A erscheint  es  zweclunüssig, 
stets  seine  beiden  Theile  durch  die  Bezeichnung  A (der  vordere) 
und  A'  (der  hintere  Theil)  zu  unterscheiden. 

Fig.  XLII  stellt  einen  Drilling  dar,  in  welchem  sowohl  A als 
auch  B und  C durchgewachsen  sind,  und  B und  C sich  au  ihren 
Berührungsllüchcn  mit  A in  der  eigentlichen  Zwillingsstellung  befinden. 
Ich  selbst  halte  keinen  Drilling  von  dieser  Form  beobachtet;  jedoch 
bildet  Leydoll  einen  solchen  ab.*) 

Fig.  XLIII  zeigt  einen  Drilling,  bei  welchem  zwar  ebenfalls  alle 
drei  Individuen  durchgewachsen  sind,  die  Theile  B und  C aber  an 
ihren  Berührungsflüchen  mit  A nicht  in  der.  eigentlichen,  sondern  in 
der  parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  befindlich  sind.  Die  Ent- 
stehung eines  solchen  Drillingskrystalles  erlüulert  Leydoll**)  durch 
die  folgende  Darstellung. 

Es  seien  Fig.  XLIV  A,  B und  C die  Individuen,  welche  nach 
Art  von  Fig.  XLI  sich  zu  einem  Drillinge  aneinander  gelegt  Italien; 
dieselben  wachsen  Uber  die  Zusammensetzungsfluchen  hinaus  fori, 
erzeugen  die  Stücke  A',  IV  und  C und  würden  so  einen  sechsstrah- 
ligen  Stern  erzeugen.***)  Werden  nun  die  Rüume  zwischen  den 
sechs  Strahlen  ausgefüllt,  so  treflen  in  vier  Sextanten  AC',  AB'  A’C 
und  A’B  die  Stücke  der  einzelnen  Individuen  in  der  parallel  verscho- 
benen Zwillingsstcllung  zusammen,  und  bilden  also  kammförmige 
Ntthte,  welche  sich  durch  eine  Furche  auch  auf  der  OberflUche  zu  - 
erkennen  geben.  In  den  beiden  Sextanten  BC  und  B'C  kommen 
aber  Stücke  miteinander  in  Berührung,  die  zu  einander  nicht  in 
Zwillingsstellung  stehen;  dieselben  bilden  nach  Leydolt's  Unter- 
suchungen eine  sehr  unregelmUssig  verlaufende  Verbindungsfluche. 

C’  unterschieden,  so  ist  dies  geschehen,  um  im  Teste  die  beiden  Theile  genau  und 
kurz  bezeichnen  zu  können. 

*)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akad.  Bd.  19  S.  18  Taf.  4 Fig.  44,  Der 
betreuende  Krystall  stammt  von  Leogang  oder  llerrengrund. 

'*)  übend.  S.  ZI. 

“*)  Eine  solche  Form  bildet  Leydoll  Fig.  45  unter  den  Leoganger  und 
llcrrengrundcr  Kristallen  ab. 
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Fig.  XLV  slollt  die  nach  Lcydoll  aus  den  Actzfigurcn  sich  erge- 
bende Zusammensetzung  eines  solchen  Drillings  iiu  Durchschnitte  dar. 
Zwischen  A und  H , A und  C',  A'  und  It,  A'  und  C liegen  kamin- 
fürmige  Nahte,  wahrend  zwischen  B und  C',  so  wie  zwischen  B'  und 
C die  Verbindungsllache  unregelmässig  verlauft. 

Wo  zwei  Individuen,  wie  B und  C,  welche  zu  einem  dritten 
A in  Zwillingsstellung  sich  belinden,  aneinander  stossen,  bildet  sich 
auf  der  Oberfläche  entweder  wie  in  Fig.  XLH  ein  Winkel  von  I (»8° 
oder  wie  in  Fig.  XL1II  ein  solcher  von  1 92°;  beide  Winkel  ergänzen 
einander  zu  360°. 

Die  Bildung  dieses  letzten  Drillings  Fig.  XLIII  lasst  sich  a!x;r 
auch  noch  anders  auflassen.  Wahrend  der  Drilling  Fig.  XLII  in  der 
Weise  entsteht,  dass  die  Seilenkrystalle  B und  C sich  an  zwei 
den  stumpfen  Winkel  einschliessende  Flachen  des  mittleren  Indivi- 
duums A anlegen,  wird  ein  Drilling  von  der  Form  Fig.  XLIII  er- 
zeugt, wenn  die  beiden  Seilenkrystalle  B und  G sich  an  zwei  den 
spitzen  Winkel  einschliessende  Flachen  des  mittleren  Individuums  A 
anlegen. 

Man  erkennt  aus  den  lieiden  Zeichnungen  Fig.  XLII  und  XLIII 
sogleich,  dass,  wenn  der  Umfang  des  Drillings  eine  ungefähr  kreis- 
förmige Gestalt  erhalten  soll,  das  Individuum  A stets  durchwachsen 
muss.  Sollte  in  Fig.  XLII  das  hintere  Stuck  A'  ausfallcn,  so  würden 
die  benachbarten  Stücke  B und  C sich  sehr  weit  ausdehnen  müssen, 
um  endlich  in  einer  Kante  von  12°  zum  Durchschnitt  zu  gelangen; 
hei  der  Stellung  in  Fig.  XLIII  würde  aber,  wenn  man  das  hintere 
Stück  A'  fortnimmt,  durch  die  Vergrösscrung  der  benachbarten  Stücke 
B und  C der  Baum  gar  nicht  mehr  geschlossen  werden. 

Die  überhaupt  verschiedenen  möglichen  Formen  der  Drillinge 
sind  bereits  von  Senarmonl  ')  aufgestellt  worden.  Ausser  den  bei- 
den Fig.  XLII  und  XLIII  gezeichneten,  bei  denen  alle  drei  Indivi- 
duen (lurchgewachsen  sind,  sind  zwei  Formen  möglich  mit  Durch- 
wachsung nur  zweier  Individuen  (unter  denen  aber  jedenfalls  A), 
nämlich  Fig.  XL VI  **)  und  XLY1I,  und  eine  Form  mit  alleiniger 
Durchwachsung  von  A (Fig.  XLV1II). 

9)  Annal.  de  chirn.  ct  de  pliys.  3.8dr.  1854.  Bd.  41  S.  60  ff. 

**)  Einen  Drilling  von  der  Form  Fig.  XL VI  habe  ich  unter  den  vielen  von 
mir  untersuchten  Krystallcn  nicht  gefunden. 
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In  der  zuvor  cilirleu  Abhandlung  »Note  sur  les  groupements 
crystallins  de  l’aragonite , de  la  wilherite  el  de  l’alstonile«  spricht 
Senariuont  die  Ansicht  aus,  dass  alle  Kryslallc  aus  Molina  (und 
auch  wohl  aus  Ba stenn es)  sich  auf  die  zuvor  beschriebenen  fünf 
Drillingslorinen  (Fig.  XLII,  XLIII,  XLV1,  XLV1I  und  XLVIU)  und  auf 
die  Zwillingsgestalt  Fig.  XXXV  reduciren  lassen;  er  hebt  namentlich 
hervor,  dass  unter  mehr  als  60  untersuchten  Krvstallen  von  Molina 
sich  keiner  fand,  der  mit  Ausnahme  einiger  Unregelmässigkeiten  nicht 
in  eine  dieser  Formen  gepasst  hätte.  *) 

Im  Folgenden  wird  sich  aber  zeigen,  dass  diese  Annahme  Se- 
narmont's,  wonach  alle  Kryslallc  von  Molina  und  Bastennes 
nur  Drillinge  oder  Zwillinge  sein  sollen,  zu' eng  ist.  Allerdings  be- 
steht ein  Theil  der  zusammengesetzten  Krystalle  jener  Fundorte  nur 
aus  Zwillingen  oder  Drillingen  mit  Durchwachsung  eines  oder  zweier 
oder  rosp.  dreier  Individuen;  aber  der  bei  weitem  grösste  Theil  der- 
selben stellt  Vierlinge  und  Fünflinge  dar.  Indessen  bildet  ein  Drilling 
immer,  so  zu  sagen,  die  Grundform,  und  es  wird  daher  die  Ueber- 
sieht  erleichtern,  wenn  ich  später  die  auf  ähnlicher  Grundform  auf- 
gebauten Drillinge,  Vier-  und  Fünflinge  in  Betreff  ihres  elektrischen 
Verhaltens  zusainmenfasse. 


B.  V ’ier-  und  Fünflinge. 

A.  Vier-  und  FünTlingc  aus  nur  an  einander 
gelegten  Individuen  ohne  Durchwachsung. 

Ebenso  wie  bei  den  Drillingen  können  sich  zur  Bildung  eines 
Vierlings  die  vier  Individuen  um  den  spitzen  oder  um  den  stumpfen 
Eckpunkt  des  rhombischen  Querschnittes  lagern. 

Fig.  XLIX  stellt  den  Fall  dar,  wo  sich  dje  vier  Individuen  um 
einen  spitzen  Eckpunkt  gruppiren.  Treten  die  Flächen  oo  1*  oo  hinzu, 
so  entsteht  der  in  seinen  Linien  ausgezogene  Querschnitt. 


*)  J'ai  observe  plus  de  soixantc  cristaux  de  Molina,  el,  sauf  quelques  irregula- 
riles  de  detail,  je  n'y  ai  jainais  rencontre  un  groupeinent,  qui  ne  renlr.M  dans  l'un  des 
luodes  precedeuls.  Ces  irregulariles  ticnnenl  a ce  que  chacun  des  individus  accoles  esl 
quelquc  fois  Iraverse  lui-mdme  par  des  bames  hemilropiques  tres  uainces. 
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Sclirauf*)  bildet  einen  solchen  Zwilling  von  Horschenz  ab;  mir 
selbst  stand  flir  die  elektrische  Prüfung  keiner  zur  Verfügung. 

Fig.  L zeigt  die  Lage  der  vier  Individuen  A,  B,  C und  l),  falls 
sich  dieselben  uni  den  stumpfen  Eckpunkt  gruppiren.  B und  C stehen 
in  Zvvillingssleilung  zu  A,  und  I)  in  eben  solcher  gegen  B,  wie  dies 
auch  in  der  Figur  aus  den  angeltünglen  kleineren  Buchstaben  zu 
entnehmen  ist.  Da  die  vier  Winkel  von  116"  1 0'  zusammen  inehr  als 
360°  betragen,  so  fallen  die  Rhomben  C und  D zum  Theil  überein- 
ander; in  der  Natur  können  also  diese  beiden  Individuen  sich  nur 
Iheilweise  entwickeln.  Wo  die  beiden  Stücke  aneinander  stossen, 
bildet  sich  durch  die  Flüchen  oo  P an  jedem  derselben  die  stumpfe 
Kante  von  1 1 6"  (o,  ß in  Fig.  L)  aus,  und  zwischen  beiden  entsteht 
ein  einspringender  Winkel,  der  innerlich  (als  überstumpfer)  gemessen 
232"  betrügt  (der  üussere  Winkel  misst  also  128°).  Die  Flüchen 
fa  und  würden  unter  einem  Winkel  von  104"  zusammenstossen. 
Die  Yerbindungsflüchc  beider  Individuen  (1  und  D verlauft  im  Innern 
ebenso  wie  zwischen  B und  C unregelmüssig. 

Fig.  LV  stellt  den  Querschnitt  eines  solchen  Kryslalles  (Nr.  28) 
vor,  der  von  mir  untersucht  und  auf  sein  thermoelektrisches  Verhalten 
geprüft  worden  ist. 

Obgleich  die  Figur  L um  die  Verbindungsebene  (or)  von  A und  B 
symmetrisch  ist,  so  werde  ich  doch  für  die  Vierlinge  dieselbe.  Stel- 
lung der  Zeichnungen  beibehalten,  welche  ich  bei  den  Drillingen 
angewendet  habe,  weil,  wie  bereits  früher  bemerkt,  ein  Individuum, 
das  stets  mit  A bezeichnet  werden  soll,  sich  auch  bei  den  Vierlin- 
gen vorzugsweise  geltend  macht. 

Analog  den  Vierlingen  bilden  sich  nun  auch  die  Fünflinge. 

Es  können  sich  zuerst  die  fünf  Individuen  um  den  spitzen 
Rhombcnwinkel  lagern,  und  dann  entsprechende  Querschnitte,  wie 
Fig.  XLIX,  erzeugen;  doch  erinnere  ich  mich  nicht,  dass  ein  solcher 
Fünfling  beobachtet  worden  ist. 

Sodann  können  die  fünf  Individuen  sich  aber  auch  Fig.  LI  um 
den  stumpfen  Winkel  des  Rhombus  gruppiren,  indem  sich  an  den 


•)  Auf  der  oben  angeführten  Tafel  Fig.  J5.  Auch  bei  diesem  Kryslalle  sind  beide 
Enden  als  ausgebildet  gezeichnet,  und  es  findet  sich  der  Zusatz:  »Die  Eig.  25  stellt 
den  Kryslall  naturgetreu  dar«. 
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Kryslall  C noch  ein  Kryslall  E,  ebenso  wie  i)  an  B in  Zwillings- 
stellung anlegt.  Indcss  dürfte  wohl  kein  solcher  Fünfling,  der  nur 
durch  Aneinanderlegen  ohne  Durchwachsung  eines  Individuums  ge- 
bildet ist,  exisliren. 

B.  Vier-  und  Fünflinge  mit  Durchwachsungen. 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  alle  mittelst  Durchwachsung  eines 
oder  mehrerer  Individuen  oder  des  Auftretens  ihrer  anderen  Hüllten 
überhaupt  möglichen  Formen  der  Vier-  und  F'Unflingc  aufzustellen; 
ich  beschranke  mich  jedoch  auf  die  Darslelluug  der  von  mir  wirk- 
lich beobachteten , *)  und  werde  der  Kürze  und  Uebersichtlichkcit 
wegen  den  Angaben  über  ihre  Zusammensetzung  gleich  die  elektri- 
schen Beobachtungen  anschliessen.  ich  habe  die  Reihenfolge  nach 
Möglichkeit  so  gewühlt,  dass  ich  im  Allgemeinen  von  den  einfacheren 
Bildungen  zu  den  zusammengesetzteren  vorschreite. 

Um  aus  der  Beschaffenheit  der  äusseren  Begrenzungsflüchen  der 
vielfach  zusammengesetzten  Krystallc  mit  möglichster  Leichtigkeit  die 
Zusammensetzung,  so  weit  sie  eben  sich  in  dem  äusseren  Aussehen 
ausprügl,  erkennen  zu  können,  möge  hier  im  Zusammenhänge  noch- 
mals an  folgende  Thatsachen  eriunert  werden. 

Wenn  zwei  glatte  Flächen,  welche  keine  Naht  zeigen,  eine  Kante 
von  1 28”  bilden , so  sind  sie  die  prismatischen  Seitenflächen  zweier 
Krystalie,  welche  in  dieser  Kante  in  der  eigentlichen  Zwillingsstel- 
lung zusammenstossen. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Flüche  eine  Naht  sich  zeigt,  so  gehören 
die  beulen  in  derselben  aneinander  grenzenden  FlüchenslUcke  zwei 
Krystallen  an,  welche  sich  in  der  parallel  verschobenen  Zwillings- 
stellung belinden. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Fläche  zwei  Nähte  sich  finden,  so  wei- 
sen dieselben  auf  ein  in  dieses  Individuum  eingeschobenes  Stück 
eines  anderen  hin,  das  mit  ihm  in  parallel  verschobener  Zwillings- 
stellung stellt. 

Winkel  von  168°  und  192"  werden  von  Flächen  gebildet,  welche 


* I Unter  den  von  Leyiloll  in  der  oben  ungerührten  Ablniudlung  gezeichneten 
Krysl.iUen  befinden  sieb  noch  einige  im  Folgenden  nicht  abgehildele  Formen. 


Digitized  by  Google 


S!,j  Hl.EKTRl.SCUB  UvTKHSUCHCNGK*.  401 

zwei  Kryslallen  angeboren,  die  lieide  zu  einem  dritten  Individuum  in 
Zwillingsstcllung  stehen. 

Ein  überstumpfer  Winkel  von  232°  (oder  ein  einspringender 
Winkel  von  128°)  (wie  c in  Fig.  LV),  zu  dessen  beiden  Seiten  Kan- 
ten von  1 1 C°  liegen,  zeigt  an,  dass  diese  Kanten  die  stumpfen  Sei- 
tenkanten zweier  Krystalle  (D  und  C)  sind,  von  denen  jeder  zu 
einem  anderen  Krystalle  (D  zu  B,  und  C zu  A)  in  Zwillingsstellung 
steht,  wahrend  diese  beiden  anderen  Krystalle  ß und  A sich  unter 
einander  wieder  in  Zwillingsslellung  befinden. 

Infolge  der  Hinschaltungen  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die 
beiden  Fhtchensl ticke,  welche  unmittelbar  in  einer  Zwillingskante  von 
128"  zusammenslossen , gar  nicht  zwei  Individuen  angehören,  die  zu 
einander  in  Zwillingsstellung  sich  bclindcn  (wie  1)  und  C),  die  aber  zu 
zwei  anderen  (B  und  A),  deren  Flachen  sich  in  jener  Kante  unter  dem 
genannten  Winkel  schneiden  würden,  in  parallel  verschollener  Zwil- 
lingsstellung stellen.  Man  erkennt  diese  Hinschaltungen  leicht  daran, 
dass  die  Flachen,  welche  den  Winkel  von  128"  bilden,  nicht  glatt 
sind,  sondern  eine  Naht  zeigen;  auch  ist  dann  oll  die  Kante  nicht 
scharf,  sondern  zeigt  eine  kleine  Kinne  (entspringender  Winkel  104", 
innerer  itberstumpfer  256"). 

Ich  will  diesen  Fall  durch  ein  bestimmtes  Beispiel  erläutern, 
und  wähle  dazu  einen  von  Leydolt  auf  seine  Struclur  untersuchten 
Kn  stall. 

Hin  einfacher  Durchwachsungszwilling,  wie  solcher  im  Querschnitte 
Fig.  XXXV,  und  in  seinem  inneren  Gefüge  Fig.  XXXIV  abgebildet 
ist,  hat  4 Kantenwinkel  von  116",  die  paarweise  auf  jeder  Seile  lie- 
gen, und  ausserdem  (vorn  und  hinten)  zwei  Kanlenwinkel  von  128”. 
Die  vier  Flächen,  welche  die  Winkel  von  128"  eiuschliessen  sind 
glatt,  während  die  Flächen  zwischen  den  beiden  Kanten  von  116" 
eine  Naht  zeigen. 

Hs  kommen  nun  aber  scheinbare  Durchwachsungszwillinge  vor, 
welche  genau  denselben  Querschnitt  haben , und  sich  nur  dadurch 
von  dem  vorhergehenden  unterscheiden,  dass  auch  die  Flächen,  welche 
die  Winkel  von  128"  cinschliessen  eine  Naht  zeigen.  In  der  von 
Leydolt  gezeichneten  Figur  liegen  diese  Nähte  bei  a,  ß,  f und  fi. 
Dieselben  weisen  darauf  hin,  dass  neben  A (und  A')  ein  Stück  eines 
Individuums  eingeschoben  ist,  welches  mit  ihm  in  parallel  verscho- 
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bener  Zwillingsstclluug  stellt,  mul  dass  ebenso  neben  B (und  B')  eiu 
Stück  eines  andern  Individuums  D eingeschaltet,  welches  sich  mit 
B in  parallel  verschobener  Zwilliugsstcilung  befindet.  A und  B'.  sowie 
A’  und  B,  ebenso  B und  1),  B'  und  I)’,  A und  C,  A’  und  C’  berüh- 
ren sich  in  kummförmigeu  (durch  die  Striche  angedeuteten)  Nahten; 
soweit  A und  B,  und  andererseits  A’  und  B'  zusammenstossen,  ist  die 
Zusammensetzungsfläche  von  b bis  b’)  eben;  wo  aber  I)  und  G zu- 
samnienstossen  .längs  bg  und  b'g')  verlaufen  die  Berührungsflächen 
unregelmässig.  Die  betreffenden  krystalle  sind  also  keine  Zwillinge, 
sondern  Vierlinge. 

Der  Bau  der  meisten  zusammengesetzten  Aragonitkrystalle  ist 
wahrscheinlich  viel  complicirler,  als  die  im  Folgenden  gezeichneten 
Umrisse  erkennen  lassen.  Schon  Sen  arm  onl  *)  hat,  wie  bereits  oben 
S.  390  erwähnt,  bei  Krystallen  von  Molina,  Iwsonders  aber  von 
Baslennes  eine  eigentümliche  faserige  Structur  auf  angeschlitrenen 
Flächen  walirgenommen.  Er  sagt : 

Des  fibres  paralleles  et  de  longueur  inegale , separees  par  de 
pelits  canaux  vides  et  irreguliers,  sont  groupöes  par  faisceaux,  les 
uns  normalement  aux  deux  bases  hexagonales,  les  autres  normale- 
ment aux  six  faces  verticalcs  des  prismes,  de  facon  que,  quand  on 
brise  un  pareil  erystal,  ces  faisceaux  se  separcnl,  imitanl  grossiere- 
ment  huil  pyramides  opposees  par  le  soinmet  vers  le  centre  du  erystal. 

Or  les  caracteres  optiques  prouvent  que  toutes  les  fibres,  soit 
verticales,  soit  horizontales,  ont  leurs  axes  crystallographiques  priu- 
cipaux  paralleles.  Les  prismes  rhomboidaux,  qui  composent  ces  grou- 
pes  sont,  comuie  toujours,  mäclf's  par  hemiotropie,  inais  tous,  et  sans 
exceplion,  verticaux.  La  direction  divergente  des  divers  groupes  de 
(ihres  n’esl  donc  pas  produitc  par  une  Inversion,  et  cette  structure 
lient  ä quclque  autre  cause  qui  ne  parait  pas  facile  ä decouvrir. 

ln  Fig.  LXXV  habe  ich  die  angeschliffenen  F'lächen  abgebildel, 
welche  auf  einem  aus  Aragonien  stammenden  Krystalle  durch  einen  mit 
der  Hauptaxe  parallelen  Schnitt  entstanden  waren.  Der  dem  Freiberger 
Museum  gehörige  Kryslall  ist  ein  Drilling  von  dem  Fig.  XLVI1I  und 
LYII  gezeichneten  Querschnitte ; seine  Structur  erscheint  sehr  faserig 
und  aus  seinen  Seitenflächen  ragen  die  Köpfe  zahlreicher  kleiner 


*j  Annal.  dechini.  et  de  phys.  3.  Ser.  1 864  Bd.  41.  S.  63. 
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Kryslalle  hervor.  Der  Schnitt,  durch  welchen  der  Krystail  in  zwei 
HOlften  gctheilt  wurde,  ging  durch  die  stumpfen  Winkel  von  A und  A'. 
Wahrend  die  nach  oben  und  unten  laufenden  Fasern  grauweisslich 
nussehen,  zeigen  die  seitwärts  gehenden  eine  mehr  ins  Röthliche 
ziehende  Färbung. 

Die  eben  beschrieliene  Slruclur  findet  sich  aber  nicht  blos  bei 
Krystallen,  welche  ein  sehr  faseriges  Aussehen  zeigen  und  aus  deren 
Seitenflächen  kleine  Krystalle  hervorragen ; es  zerbrach  bei  meinen 
Versuchen  ein  mit  fast  überall  glatten  Seiten-  und  Endflächen  ver- 
sehener Krystail  Nr.  48  von  dem  Fig.  LX1  gezeichneten  Querschnitte  in 
der  Richtung  von  dem  einspringenden  Winkel  1 92°  links  vorn  nach  der 
Naht  zwischen  A’  und  C rechts  hinten  mit  ziemlich  ebenen  Flächen; 
auf  beiden  llruchtlächen  ist  selbst  im  ungeschliffenen  Zustande  eine 
ähnliche  Structur,  wie  sie  Fig.  LXXV  gezeichnet  ist,  deutlich  zu  er- 
kennen. 

Auf  Schnittflächen  senkrecht  gegen  die  llauptaxe  erscheint  nach 
Senarmonl  ein  sechsstrahliger  Stern,  bei  welchem,  wenn  der  Schnitt 
durch  die  Milte  des  Krystalles  geführt  ist,  die  Strahlen  im  Mittel- 
punkte sich  treffen , während  in  einem  weiter  nach  dem  Ende,  hin 
gelegenen  Querschnitte  die  Strahlen  nicht  bis  zur  Mitte  reichen, 
sondern  von  den  Eckpunkten  eines  Sechseckes  ausgehen,  dessen 
Stuten  dem  äusseren  Umfange  des  Krystalles  parallel  sind.  Diese 
letztere  Structur  habe  ich  bei  sehr  vielen  Krystallen  schon  auf  den 
natürlichen  Flächen  0 P deutlich  wahrgenommen ; bei  manchen  Kry- 
slallen  scheinen  auf  eben  diesen  Flächen  die  Strahlen  sich  auch  bis 
zur  Mitte  zu  erstrecken. 

b.  Thermoelektrisches  Verhalten  der  Drillinge, 

Vier-  und  Fünflinge. 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  mehrfach  zusammenge- 
setzten Aragonitkrystalle  lässt  sich  um  so  leichter  und  kürzer  über- 
sichtlich zusammenstellen,  als  auf  ihnen  ähnlich  elektrische  Vorgänge, 
wie  auf  den  Durchwachsungszwillingen  beobachtet  werden. 

Die  Endflächen  sind  stets  negativ,  oft  in  nicht  unbeträchtlicher 
Stärke;  ebenfalls  negativ,  wenn  auch  nur  schwach,  erscheinen  die 
freistehenden  schneidenförmigen,  von  Rrachydomen  begrenzten  oberen 


z' 

Digitized  by  Google 


40  t 


\V.  G.  IUnkf.l, 


(«« 


und  unteren  Enden  der  einzelnen  Individuen,  wofern  die  Verwach- 
sung derselben  nicht  vollständig  ist  (wie  bei  Nr.  33,  34  und  39). 

Oie  Seitenflächen  der  zusammengesetzten  Krystallc  werden  vor- 
zugsweise von  den  Flüchen  des  Prismas  oo  P gebildet,  und  nur  sehr 
untergeordnet  kommen  auch  die  Fischen  oo  P oo  auf  der  äusseren 
Flüche  zum  Vorschein. 

Bei  den  einfachen  Aragonit krvstallen  waren  nun  die  Flüchen  oo  P 
und  besonders  die  von  ihnen  gebildeten  hraehydiagonalen  Seilen- 
kanlen  (von  I IG"  positiv,  und  die  Slilrke  der  |w>siliven  elektrischen 
Spannung  nahm  von  diesen  Kanten  aus  nach  den  Flüchen  ooPoo 
oder  nach  den  makrodiagonalen  Kanten  hin  ah;  die  Flüchen  oo  P oo 
zeigten  die  entgegengesetzte  negative  Polarilüt.  Bei  den  zusammen- 
gesetzten Krystallen  werden  wir  also  ebenfalls  auf  den  Flüchen  eoP 
und  besonders  auf  den  hraehydiagonalen  Kanten  (von  1 1ß")  der  einzel- 
nen Individuen  positive  Elcktrieitüt  zu  erwarten  haben,  während  nega- 
tive Polarilüt  nur  da  erscheinen  kann,  wo  Theile  der  Flüchen  oo  P oo 
oder  makrodiagonale  Seitenkanten  in  der  Oberfläche  liegen. 

Die  Flüchen  ooPoo  treten  bisweilen,  wie  l>ei  Nr.  27  und  33 
an  dem  einen  oder  anderen  Individuum  in  grösserer  oder  geringerer 
Breite  auf,  und  zeigen  dann  in  der  Thal  negative  Spannungen. 

Makrodiagonale  Kanten  (auch  wohl  versehen  mit  kleinen  Flüchen 
oo  P oo) , oder  wenigstens  die  Grenzen  zwischen  den  Flüchen  oo  P 
und  ooPoo  stossen  in  den  Zwillingskuntcn  von  128"  und  in  den 
Nahten,  in  welchen  sich  zwei  in  parallel  verschobener  Zwillings- 
stellung liefindliehe  Individuen  berühren,  aneinander.  Daher  kann 
unter  geeigneten  Umstünden  an  diesen  Kanten  (nebst  den  benach- 
barten Flüchenstücken)  und  an  den  Nühlen  negative  Polarität  hervor- 
treten.  Sehr  begünstigt  wird  dies  llervortreten  durch  eine  im  Ver- 
hältnisse zur  Dicke  grössere  Höhe  (oder  Länge)  des  Krystalles,  und, 
wie  cs  scheint,  auch  durch  eine  stark  faserige  oder  stüngelige  Slrur- 
tur.  Doch  tritt  auf  diesen  Zwillingskantcn  auch  bei  einigen  ziemlich 
dicht  scheinenden  kurzen  Krystallen  (Nr.  35,  36  und  37)  die  negative 
Elcktrieitüt  auf,  so  dass  wir  die  beiden  angeführten  Umstünde  nicht 
als  die  für  das  negative  Verhalten  dieser  Kanten  allein  maassgeben- 
den  Ursachen  betrachten  dürfen.  *)  Durch  eine  sehr  grosse  I.üngc  des 


*)  Welchen  Einfluss  dir  S.  10!  beschriebene  und  in  Pig.  I.XXV  im  Dnrchsfliniltr 
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Krystalles  will!  endlich,  uni  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Zonen  das  Gleichgewicht  herzustellen,  ein  Uebergreifen  der  negativen 
KleWtrieitfit  von  den  natürlichen  Endflächen  0 P auf  die  anliegenden 
Stucke  der  Seitenflächen  bedingt. 

Hiernach  zeigen  also  die  Seitenflächen  bei  kurzen  Kryslallen, 
wenn  keine  Zwillingskanten  von  1 28"  vorhanden  sind,  auf  ihrer  gan- 
zen Oberfläche  positive  Polarität;  auch  die  Nilhtc  sind  noch  schwach 
positiv  oder  höchstens  uneleklrisch.  Auf  den  mit  Nahten  versehenen 
Seitenflächen  nimmt  dann  die  positive  Spannung  von  den  an  beiden 
Seilen  der  Flüche  liegenden  hrachvdiagonalen  Kanten  (von  1 1 6°) 
nach  der  Naht  hin  ah.  Finden  sich  an  den  kurzen  Kryslallen  Zwil- 
lingskanlen  (von  1 28") , so  sind  sie  Ihm  sehr  dichtem  *)  Gefüge  mei- 
stens noch  schwach  positiv  oder  auch  unelektrisch;  ilie  positive 
Spannung  der  beiden  anliegenden  Seitenflächen  nimmt  dann  gegen 
diese  Kante  hin  ah.  Bisweilen  erscheinen  diese  Kanten  nebst  den 
anliegenden  Theilen  der  sie  bildenden  Flüchen  aber  auch  negativ. 
Hie  Nahte  zeigen  sich  schwach  |>ositiv  oder  uneleklrisch  oder  auch 
schwach  negativ. 

Nimmt  die  Höhe  (oder  lülnge)  der  Krystalle  zu,  und  erscheint 
ihr  Gefüge  mehr  faserig  oder  slüngelig,  so  zeigen  die  Zwillingskan- 
len  (von  128")  stets  negative  Eleklricitüt , welche  sich  über  immer 
grössere  Stücke  der  sie  bildenden  Flüchen  nusbreitet,  je  langer  der 
Kry. stall  wird.  Die  Nahte  sind  entweder  uneleklrisch  oder  mehr 
oder  weniger  negativ. 

Bei  noch  grösserer  bange  der  Krystalle  werden  auch,  wie  schon 
bemerkt,  die  Seitenflächen  am  oliercn  und  unteren  Rande  durch 
liebergreifen  der  Polarität  der  Endflächen  negativ. 

In  der  Tiefe  der  einspringenden  Kanten  von  192°,  welche  durch 
zwei  Flachen  oo  P gebildet  werden,  die  zweien  zu  einem  dritten  in 
Zwillingsstellung  befindlichen  Individuen  angehören,  findet  sich  ge- 
wöhnlich keine  elektrische  Spannung  (z.  B.  Kry  stall  Nr.  34,  40) ; je- 
doch bei  sehr  langen  Kryslallen  (wie  Nr.  38)  erscheint  auch  in  die- 
ser Rinne  negative  Elektricilüt. 


ahgebildcle  Slruclur  auf  das  llervortrclen  der  negativen  Klektricitiit  auf  den  Zwil- 
lingskanten haben  kann,  bleibt  noch  zu  ermitteln. 
m)  Soviel  sich  üussorlich  beur theilen  lässt. 
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Werden  die  Zwillingskanten  (von  128°]!  an  solchen  Krystallen, 
wo  sie  hei  vollkommener  Ausbildung  negativ  sein  würden,  durch  Ein- 
schaltung nur  schmaler  Stücke  (wie  z.  B.  Krystall  Nr.  32  und  39)  ge- 
spalten, so  bleiben  sie  noch  negativ;  vergrOssern  sich  diese  Stucke, 
so  wird  die  negative.  Elektricitüt  durch  die  positive  Eleklrieitül  der 
daselbst  auftretenden  brachvdiagonalen  Kanten  der  eingeschobenen 
Stücke  überwunden  (z.  B.  Krystall  Nr.  43). 

Alle  übrigen  zuvor  nicht  erwähnten  Theilc  der  Seitenflächen 
sind  positiv. 

Krystall  Nr.  27  (Fig.  LIII  und  LIV). 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  farblose  Krystall  von 
Herrengrund  ist  am  unteren  Ende,  wo  er  angesessen  hat,  verbrochen; 
seine  Durchsichtigkeit  nimmt  gegen  das  untere  Ende  hin  ab.  Er  ist 
nach  dem  Schema  Fig.  LIII  gebildet;  die  Lücke  zwischen  B und  C 
wird  durch  das  keilförmige  Stück  eines  vierten  mit  B in  Zwillings- 
stellung befindlichen  Individuums  D ausgefüllt.  Durch  das  Auftreten 
schmaler  Flüchen  oo  P oo  lindet  sich  auf  der  von  A und  B gebildeten 
Kante  eine  kleine  Rinne;  die  Kante  zwischen  A und  C,  wo  ebenfalls  die 
Flachen  oo  P oo  erscheinen,  ist  etwas  mangelhaft  ausgebildet.  Ober- 
halb der  Flüchen  oo  P oo  erscheinen  kleine  Flüchen  von  Brachvdomen. 
Die  obere  Endfläche  OP  ist  glanzend  und  zeigt  die  Zusammensetzung 
sehr  bestimmt;  jedes  der  drei  grossen  Individuen  A,  B und  ('.  trügt  auf 
dieser  Flüche  eine  deutliche  mit  der  Brachvdiagonale  parallele  Strei- 
fung. Fig.  LIV  stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grosse  dar. 

Die  Kanten,  in  denen  A und  B,  sowie  A und  C zusainmen- 
stossen,  nebst  den  benachbarten  Flüchenstüeken.  und  ebenso  die  Lücke 
mit  ihrer  Ausfüllung  erscheinen  negativ,  wahrend  die  drei  stumpfen 
brachydiagonalen  Seilenkanten  (von  116°)  der  drei  grossen  Individuen 
positive  PolariUU  besitzen.  Auf  dem  Umfange  wechseln  also  drei  po- 
sitive Zonen  mit  drei  negativen  ab.  Die  obere  Endfläche  zeigt  keine 
deutlich  ausgesprochene  Eleklrieitül. 

Krystall  Nr.  28  (Fig.  LV  und  LVI). 

Der  in  seiner  Masse  farblose  Krystall  ist  in  den  oberen  Theilen 
stellenweise  mit  einem  rOthlichen  Thone  imprügnirt.  Er  ist  an  beiden 
Endeu  ausgebildet  und  trügt  daselbst  die  ebenen,  nur  wenig  glanzenden 
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Flachen  0 P.  Auf  der  linieren  Flüche,  etwas  seitwärts,  ist  ein  an- 
derer kleiner  Kry  stall  fast  senkrecht  gegen  die  Axe  des  grossen  an- 
gewachsen. Fig.  LV  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  und  Fig.  LVI 
sein  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar.  Die  Höhe  (l.tinge)  des  Krystal- 
les  misst  28,8  Min.,  der  Abstand  der  stumpfen  Seitenkanten  des  In- 
dividuums A von  der  gegenüberliegenden  Zwillingskanle  HD  aber 
1 4,G  Mm.  (VerhUltniss  der  Höbe  zur  Dicke  I : 0,507.) 

Da  der  Vierlingskrvslall  drei  Seilenkanten  von  128"  trügt,  so 
wechseln  auf  seinem  Umfange  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden 
drei  negative  Zonen  mit  drei  positiven  ab;  es  sind  niimlich  die  drei 
Kanten  zwischen  A und  H,  H und  D,  A und  G negativ,  dagegen  die 
stumpfen  brachydiagonalcn  Seitenkanten  der  Krystalle  A,  B,  und  G 
und  I)  positiv.  Die  beiden  Endflächen  zeigen  negative  Polarität. 


Kry  stall  Nr.  2«)  (Fig.  LVH). 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Kry. stall 
Nr.  29  (aus  Aragonien)  bat  ein  dichtes,  nicht  faseriges  Aussehen;  seine 
Farbe  ist  durch  cingcsprengte  Thonlheilchen  etwas  rötblicbbraiin.  Die 
Seilen-  und  Endflüchen  sind  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  nur  aus 
der  einen  Seilenllüche  ragt  unter  einem  Winkel  von  ungefähr  70“ 
ein  kleiner  Krystall  und  aus  der  oberen  Flüche  0 P die  Ecke  eines 
zweiten  solchen  Krystalles  hervor. 

Die  Gestalt  des  Querschnittes  dieses  Krystalles  stellt  Fig.  LVII 
dar;  in  der  Nülic  des  unteren  Endes  zeigt  sich  an  der  Zwillingskante 
zwischen  A und  B unterhalb  der  üusseren  Hülle  noch  ein  kleines 
cingcschobcnes  Stück  eines  Individuums  I),  wie  solches  in  Fig.  I,X 
abgehildct  ist.  Die  Höhe  des  Krystalles  betrügt  16,6  Mm.,  seine 
Dicke*)  18,2  Mm.  (Verhüllniss  der  Höhe  zur  Dicke  I : 1,09.) 

Bei  der  geringen  Höhe  des  Krystalles  itn  Verhüllnisse  zur  Dicke 
sind  die  Seitenflächen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv;  auch  die 
beiden  Zwillingskanten  von  128"  und  die  beiden  Nülilc  (zwischen 
•V  und  B,  und  A'  und  G)  zeigen  noch  schwache  positive  Spannungen. 

Die  Endllücben  0 I*  sind  stark  negativ. 


*)  Al-  Dirke  dieses  mul  der  folgenden  Krystalle  ist  der  Abstand  der  brarliydia- 
gonalcii  Kanten  der  beiden  Sliieke  A und  A'  genommen. 

Abkandl.  d.  K.  3.  0«HUch.  d.  Wiss^nscb.  XV.  28 
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Das  elektrische  Vorhalten  der  Seitenflächen  ist  durch  eine  far- 
bige Linie  auf  dem  Umfange  des  Querschnittes  angedeutet. 

Krystall  Nr.  30  (Fig.  LYH). 

Der  etwas  gelbliche  Krystall  Nr.  30  aus  Aragonien  gehört  dem 
Freiberger  Museum;  er  hat  ein  dichtes  Aussehen  und  die  Form  sei- 
nes Querschnittes  wird  ebenfalls  durch  Fig.  LVII  dargestellt.  Seine 
Höhe  misst  6,6  Mm.,  seine  Dicke  10,6  Mm.  (Vcrhilllniss  I : 1,61.) 

In  seinem  elektrischen  Verhalten  gleicht  er  dem  vorhergehenden; 
seine  silmmtlichen  Seitenflächen  sind  positiv,  in  abnehmender  Sutrkc 
nach  den  Zwillingskanten  von  128"  hin;  die  Endflächen  sind  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  stark  negativ. 

Krystall  Nr.  31  (Fig.  LVII  und  LVIII). 

Der  aus  Aragonien  stammende  und  gleichfalls  dem  Freiberger 
Museum  gehörige  Krystall  Nr.  31  hat  eine  mehr  faserige  Slructur. 
Seine  Höhe  (Lüuge)  ist  22,0  Mm.,  seine  Dicke  10,6  Mm.  (Vcrhttlt- 
niss  1 : 0,482.)  Die  Form  seines  Querschnittes  gleicht  Fig.  LVII; 
Fig  LVIH  stellt  sein  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Infolge  der  im  Verhältnisse  zur  Dicke  grösseren  Höhe  und  der 
faserigen  Slructur  tritt  auf  den  beiden  Zvvillingskanten  von  128°  und 
deren  Umgebung,  so  wie  auf  den  Nähten,  in  welchen  sich  A'  mit 
B und  G berührt,  negative  Polarität  auf.  Die  übrigen  Theile  der 
Seitenflächen  sind  positiv,  die  Endflächen  ziemlich  stark  negativ.  In 
dem  Netze  Fig.  LVIII  ist  diese  Verlhcilung  specieller  dargestellt. 

Krystall  Nr.  32  (Fig.  LIX). 

Auch  die  Slructur  dieses  Krystalles  aus  Aragonien  erscheint 
etwas  faserig.  Fig.  LIX  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar; 
an  der  Zwillingskante  von  A und  B finden  sich  kleine  Einschiebsel 
von  C und  D,  wie  solche  die  Zeichnung  nachweist.  An  der  bracliy- 
diagonalen  Kante  von  C ist  ein  kleiner  Krystall  aufgewachsen.  Der 
Krystall  Nr.  32  ist  9,7  Mm.  hoch  und  9,6  Mm.  dick  (Verhällniss 
1 : 0,99). 
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In  seiner  elektrischen  Vertheilung,  welche  durcli  Farben  in  dem 
Querschnitte  (Fig.  L1X)  angedeutet  ist,  gleicht  er  im  Allgemeinen  dem 
vorhergehenden ; die  beiden  Zwillingskanten  zwischen  A ttnd  B,  A 
und  C sammt  den  nächsten  Umgebungen  sind  negativ,  die  übrigen 
Theile  der  Seitenflächen  aber  positiv;  selbst  die  Naht  zwischen  A' 
und  C zeigte  sich  noch  schwach  positiv,  während  die  Naht  zwischen 
A’  und  C keine  Elcklricität  darbot;  ein  Umstand,  der  wohl  durch 
die  geringe  Länge  des  Krystalles  bedingt  wird.  Die  beiden  End- 
flächen sind  negativ. 


Krystall  Nr.  33  (Fig.  LX). 

Die  sechs  Stücke,  aus  welchen  der  dem  Freilterger  Museum  ge- 
hörige und  aus  Aragonien  stammende  Krystall  Nr.  33  zusammenge- 
setzt ist,  sind  sehr  gut  zu  erkennen,  weil  ihre  oberen  und  unteren 
Kralen  freistehen,  und  von  einem  steilen  rauhfläclugen  Brachydoma 
sehneidenfürmig  zugeschärft  sind.  Fig.  LX  stellt  die  Form  seines 
Querschnittes  dar.  Seine  Höhe  beträgt  30,6  Miu.,  seine  Dicke  12,6  Mm. 
(Verhältniss  1 : 0,4  1 2.) 

Da  das  zwischen  A und  B eingeschaltete  Stück  D nur  schmal 
ist,  so  erscheint  die  von  A und  B gebildete  Zwillingskante,  ebenso 
wie  die  Zwillingskantc  zwischen  A und  C,  sammt  den  zunächst  lie- 
genden Flächenstucken  negativ ; indess  hat  die  negative  Zone  auf  der 
Kante  (A,  C)  eine  grössere  Ausdehnung  und  Stärke,  als  auf  der  von 
1)  unterbrochenen  Kante  (A,  B).  Da  ferner  auf  der  hinteren  Seite 
des  Krystalles  an  den  beiden  Individuen  B und  D die  Flächen  oo  f*  oo 
auftreten,*)  so  linden  sich  auf  diesen  Flächen  nochmals  negative 
Zonen.  Alle  übrigen  Theile  der  Seitenflächen  sind  positiv.  In  der 
Zeichnung  des  Querschnittes  Fig.  LX  ist  diese  Vcrtheilung  durch  die 
Farben  sichtbar  gemacht. 

Die  schneidenförmigen  rauhen  Enden  der  einzelnen  Individuen 
sind  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  34  (Fig.  LXI  und  LXII). 

Der  gleichfalls  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  aus 

*)  ln  der  Zeichnung  sind  dieselben  sofort  aus  den  Winkeln  von  zu  erkennen- 

18* 
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Aragonicn  Nr.  3i  ist  stark  mit  einer  rothbruunen  Thunmasse  impritg- 
nirt  und  besteht  aus  vier  grossen  Stücken  A,  A',  B,  C und  einem  . 
etwas  kleineren  D.  Dieselben  sind  an  ihren  linden  frei  ausgebildet 
und  zeigen  am  unteren  linde  besonders  vier  durch  steile  rauh  flächige 
Brachydomen  zugeschürlto  Schneiden,  wahrend  am  oberen  linde 
einige  dieser  Schneiden  sich  in  mehrere  kleiner«!  auflösen.  Bio 
Hohe  des  Krystalles  misst  52  Mm.,  seine  Dicke  23  Mm.  (Verhült- 
niss  I : 0,4t.)  Fig.  LXI  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar. 

In  dem  Fig.  LXII  in  halber  Grösse  gezeichneten  Netze  ist  die 
elektrische  Verlheilung  dargeslcllt.  Die  vollkommen  ausgebildeto 
Zwillingskante  (A,  G)  ist  negativ;  die  Zvvillingskante  (A  B)  ist  durch 
D gespalten,  und  an  der  daselbst  hervortretenden  brachy diagonalen 
Kante  von  1)  erscheint  positive  KlektricitUl;  dagegen  tritt  die  negative 
wieder  auf  den  Nahten  auf,  in  welchen  sich  .V  und  C,  A’  und  lt, 

B und  I)  berühren;  der  entspringende  Winkel,  in  welchem  A find 
I)  zusammcnstosscn,  zeigt  sich  unelektrisch.  Alle  übrigen  Theilc  der 
Seitenflächen  sind  positiv.  Die  an  den  linden  hervorragenden  Schnei- 
den besitzen  negative  Polarität. 

Kry stall  Nr.  35  (Fig.  LXI11). 

Der  mit  einer  briiuniiehrothen  Thonmasse  imprügnirle  Kryslall 
stammt  gleichfalls  aus  Aragonicn  und  gehört  der  Freiberger  Samm- 
lung. Bis  auf  eine  kleine  Stelle  an  der  rechten  Flüche  von  A,  wo 
er  angelegen  hat,  ist  er  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  an  beiden 
linden  wird  er  von  sehr  ebenen,  wenn  auch  nur  wenig  glanzenden 
Flachen  0 P begrenzt.  Die  Zwillingskanle  zwischen  A und  B von 
1 28"  ist  in  der  Mille  des  Krystalles  ungefähr  zwei  Millimeter  breit 
vollkommen  von  den  Flüchen  A und  B ausgebildet;  dagegen  tritt  ober- 
halb und  unterhalb  dieser  Stelle  ein  Einschiebsel  I)  hervor,  wie  sol- 
ches in  dem  Querschnitte  Fig.  L.XIII  gezeichnet  ist.  Der  Krystall  ist 
23,2  Mm.  hoch  und  25,0  Mm.  dick  (Verhiiltniss  I : 1,10). 

In  der  Fig.  LXIII,  welche  die  Gestalt  des  Querschnittes  dar- 
slcllt,  ist  die  elektrische  Verlheilung  auf  den  Seitenflächen  durch  die 
Farben  angodeutel.  Schwache  negative  Elektricitüt  findet  sich  auf 
der  Zwillingskanle  (A,  B)  und  auf  den  Nahten,  wo  A'  und  B,  A’  und 
G,  und  G und  li  zusammcnstosscn ; alle  übrigen  Theile  der  Seilen- 
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flächen  sind  positiv.  Die  beiden  Endilüclicn  zeigen  sehr  starke  ne- 
gative Polarität. 


Kryslal I Nr.  36  (Fig.  LXIV). 

Der  Kryslall  Nr.  36  aus  Aragonien  gehört  dein  Würzburger 
mineralogischen  Museum.  In  der  oberen  Hüllte  ist  er  vollkommener 
nusgebildet  als  in  der  unteren.  Fig.  LXIV  stellt  die  Form  seines 
Querschnittes  dar;  an  der  Stelle,  wo  A und  H sonst  die  Zwillings- 
kantu  bilden,  linden  sich  zwei  Einschiebsel  ('.  und  D,  und  ein  drittes, 
einem  zu  C in  Zwillingsstellung  befindlichen  Individuum  E ungehö- 
riges Stuck  ist  zwischen  A'  und  B eingeschaltet.  Aus  zwei  Seilen- 
llüchen  ragen  die  Kopfe  kleiner  eingewachsener  Kry stalle  heraus. 
Der  Kry stall  ist  18  Mm.  hoch  find  19,8  Mm.  dick  (Verhüllniss  I : 1,1). 
Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem  Quer- 
schnitte angedeutet.  Die  Seilenflttchen  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
der  Zwillingskante  (A,  (’.)  und  der  anliegenden  Flüchenslücko;  es  tritt 
also  bei  diesem  Kryslalle  trotz  seiner  im  Verhüllniss  zur  Dicke  nur 
geringen  Hohe  auf  dieser  Kaute  negative  Polarität  hervor;  dagegen 
sind  die  Nullte  noch  positiv  oder  uneiektrisch.  Die  beiden  Endflächen 
(I  P sind  stark  negativ. 

Kryslall  Nr.  37  (Fig.  LXV). 

Der  mit  hrüunlirlirolhcm  Tliono  stellenweise  imprügnirte  Kryslall 
aus  Aragonien  gehört  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum.  Er 
ist  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  die  beiden  Endflüchen  0 P 
zeigen  massigen  Glanz.  Fig.  LXV  stellt  ilie  Form  seines  Querschnittes 
dar.  An  der  brachydiagonalen  Kante  von  ist  ein  anderer  kleiner 
Aragonilkrystall  eingewachsen.  Die  Höhe  des  Krystalls  Nr.  37  be- 
trügt 16,5  Mm.,  die  Dicke  16,7  Mm.  (Verhüllniss  I : 1,01.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem 
Querschnitte  Fig.  LXV  angedeutet.  Die  einzige  überhaupt  vorhandene 
Zwillingskante  (A,  B)  ist  negativ,  ebenso  wie  die  drei  Nahte,  in  wel- 
chen sich  A'  und  H,  A'  und  G,  und  A und  B'  berühren;  der  ein- 
springende Winkel  zwischen  B'  und  C zeigt  keine  deutlichen  Spuren 
von  Elcklricilüt.  Die  (ihrigen  Theile  der  Seitenflächen  sind  positiv, 
die  Endflächen  0 P stark  negativ. 
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Krystall  Nr.  38  (Fig.  KX VI) . 

Der  durch  seine  beträchtliche  Lunge  ausgezeichnete  und  dem 
Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  38  stammt  aus  Aragonien; 
er  ist  durch  eingemengte  Thonmassen  hrUunlich  gefUrbl,  und  zeigt 
eine  stark  stOnglichc  Zusammensetzung,  so  wie  sehr  tiefe  Nithte  auf 
seiner  Oberfläche  an  den  Berührungss  teilen  zweier  in  parallel  ver- 
schobener Zwillingsstellung  befindlicher  Individuen.  Fig.  LXV  stellt 
die  Form  seines  Querschnittes  dar,  wahrend  in  Fig.  LXVI  sein  Netz 
in  halber  Grösse  abgebildet  ist.  Die  beideu  Endflächen  0 P sind 
eben.  Seine  flöhe  misst  73,4  Mm.,  seine  Dicke  17,0  Mm.  (Vcr- 
httltniss  I : 0,186.) 

Die  elektrische  Vcrthcilung  ist  in  das  Netz  Fig.  LXVI  eingetragen. 
Die  Zwillingskantc  (A,  B),  die  Nullte  zwischen  I)  und  A',  A’  und  C, 
ff’  und  A,  so  wie  der  einspringende  Winkel  zwischen  B'  und  C sind 
negativ;  die  übrigen  Theilc  der  Seitenflächen  erscheinen  positiv,  je- 
tloch mit  Ausnahme  der  an  dem  oberen  und  unteren  Ende  gelegenen 
Stücke,  auf  welche  (ebenso  wie  hei  dem  langen  Zwillingskryslalle 
Nr.  26)  die  negative  ElektricitUt  von  den  Endllüchen  her  Ubcrgrcifl. 
Auf  den  Endflächen  selbst  ist  die  negative  Spannung  ziemlich  stark. 

Krystall  Nr.  39  (Fig.  LXVII). 

Der  Krystall  Nr.  39  gleicht  den  beiden  unter  Nr.  33  und  3 4 
beschriebenen;  er  besteht  aus  einer  geringen  Anzahl  von  Individuen, 
deren  Enden  frei  zu  Schneiden  ausgebildet  sind;  sein  Fundort  ist 
jedenfalls  Aragonien.  Fig.  LXVII  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
dar,  in  welchem  die  elektrische  Vertheilung  auf  seinen  Seitenflächen 
durch  Farben  angedeutet  ist.  Die  Ausbildung  auf  der  rechten  Seite 
bei  D und  B’  erscheint  etwas  mangelhaft.  Seine  Höhe  misst  38,4 
Mm.,  seine  Dicke  10,7  .Mm.  (Verhältnis«  I : 0,27.) 

Die  durch  die  Einschiebsel  C und  D gespaltene  Zwillingskante 
(A,  B)  zeigt,  weil  diese  eingeschobenen  Stücke  nur  schmal  sind,  noch 
negative  Polarität;  eben  dieselbe  lindet  sich  auf  den  Ntihlen,  in  wel- 
chen .V  .mit  B und  A mit  B'  zusammenslossen.  Die  übrigen  Theilc 
der  Seitenflächen  geben  positive  Spannungen. 
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Krystall  Nr.  40  (Fig.  LXVIII). 

Der  Querschnitt  des  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  ge- 
hörigen Krystalles  aus  Aragonien  Nr.  40  hat  die  Form  Fig.  LXVIII. 
Seine  Farbe  ist  graulich  uud  seine  beiden  Endflächen  0 P sind  mit 
einer  graulichen  Thonmasse  überzogen.  Er  ist  10,7  Mm.  hoch  und 
18,4  Mm.  dick  (Vcrhüllniss  I : 1,10). 

Da  die  Zwillingskanlon  zwischen  A und  B durch  die  eingescho- 
benen Stucke  D und  C,  und  die  Zwillingskanle  zwischen  A und  C 
durch  das  eingeschaltete  fünfte  Individuum  E weit  gespalten  sind, 
so  kann  auf  ihnen  keine  negative  Polarität  erscheinen;  es  zeigt  sich 
auf  den  daselbst  henortrelenden  brachy  diagonalen  Kanten  der  betref- 
fenden Individuen  die  diesen  Kanten  entsprechende  [Kisitive  Eicklricitüt. 
Die  sümmtlichcn  Kanten  und  Seitenflächen  sind  also  positiv,  mit  Aus- 
nahme der  auf  den  Flüchen  vorhandenen  Nühte,  welche  eine  schwache 
negative  Spannung  zeigen,  und  des  einspringenden  Winkels  (von  192°) 
zwischen  A und  E,  welcher  keine  Elcktricitül  besitzt.  Die  beiden 
Endflüchen  sind  stark  negativ. 

Krystall  Nr.  41  (Fig.  LX1X). 

Der  Krystall  Nr.  41  (aus  Aragonien)  gehört  dem  Würzburger 
Museum.  Fig.  LXIX  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar.  Auf 
den  Endflüchen  0 P findet  sich  eine  Andculung  eines  sechsstrahl igen 
Sternes,  dessen  Strahlen  von  der  Mitte  aus  gegen  die  Nühte  und  den 
einspringenden  Winkel  nach  der  Peripherie  hin  mehr  oder  weniger 
geradlinig  laufen.  Der  Krystall  ist  9,8  Mm.  hoch,  und  1 6,6  Mm. 
dick  (Verhültniss  I : 1,69). 

Auf  den  Seitenflächen  ist  nirgends  negative  Polarität  zu  finden, 
weil  der  Krystall  nur  kurz  ist  und  keine  ausgebildcte  Zwillingskante 
von  128°  besitzt;  jedoch  nimmt,  weil  das  eingeschobene  Stück 
I)  nur  schmal  ist,  die  positive  Spannung  nach  der  Stelle  hin,  wo 
die  Zwillingskante  zwischen  A und  B entstehen  würde,  und  ebenso 
gegen  die  Nühte  hin,  in  welchen  die  Kryslallstilcku  aneinander  stossen, 
ab,  so  dass  mehrere  der  letzteren  keine  elektrische  Spannung  zeigen. 
Die  Endflächen  sind  stark  negativ. 
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Kryslall  Nr.  42  (Fig.  LXX). 

Der  von  Bastcnncs  hei  Dax.  im  Dop.  de  Lande  stammende  Kry- 
stall  gehört  der  Freiberger  Sammlung.  Er  hat  die  ob.  S.  396  be- 
schriebene Bildung;  seinen  Querschnitt  stellt  Fig.  LXX  dar.  Die  ein- 
zelnen mehr  oder  weniger  starken  Stiingel  oder  Fasern,  aus  welchen 
der  Kn  stall  zusammengesetzt  ist,  haben  zwar  fast  genau  gleiche 
lülnge,  doch  sind  ihre  Köpfe  nicht  in  eine  Ebene  verschmolzen, 
sondern  die  Köpfe  der  einzelnen  Fasern  treten  als  von  einein  Brachy- 
doma  gebildete  Schneiden  deutlich  hervor.  Aus  ihnen  ergibt  sich 
die  Zusammensetzung  des  Krystalles  in  seinem  Innern  als  mit  der 
Fig.  LXV  nach  Leydolt  gezeichneten  übereinstimmend.  Seine  Höbe 
betrügt  31  Mm.,  seine  Dicke  32  Mm.  (Verhiiltniss  I : 1,03.) 

Die  Seitenflächen  sind  positiv,  die  einspringenden  Winkel  un- 
elektrisch, die  Emlllüchen  negativ. 

Kryslall  Nr.  13  (Fig.  LXXi). 

Der  Kryslall  Nr.  13  stammt  aus  Aragonien  und  gehört  dem 
Freiberger  Museum.  Fig.  LXXI  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
dar.  Auf  den  Emlllüchen  erscheint  ein  seclisstrahligcr  Stern;  in  der 
oberen  Flüche  0 I’  steckt  ein  anderer  kleiner  Kryslall,  dessen  eine 
Scitenllüeho  fast  im  Niveau  der  Ebene  0 I’  liegt.  Die  Höhe  des 
Krystalles  Nr.  43  misst  12  Min.,  die  Dicke  17,3  Mm.  (Verliültniss 
1 : 1,44.) 

Die  Soitcnflüchcn  sind  positiv,  zwei  Nahte  unclektrisch,  die  End- 
flüchen stark  negativ. 


Kryslall  Nr.  44  (Fig.  LXX1I). 

Den  Querschnitt  dieses  Krystalles  von  Baslennes  stellt  seiner 
Form  nach  Fig.  L.X.XII  dar.  Auf  seinen  Emlflüehcn  0 P sind  stern- 
förmige Zeichnungen  sichtbar.  Seine  Höhe  misst  20,3  Mm.,  seine 
Dicke  2ö,7  Mm.  (Verliültniss  I : 1,26.) 

Die  elektrische  Verlheilung  gleicht  im  Allgemeinen  der  auf  dem 
vorhergehenden  Kry stalle  beobachteten. 

Kryslall  Nr.  45  (Fig.  LXXIII). 

Die  Gestalt  des  Querschnittes  des  ebenfalls  von  Baslennes  slam- 
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mcnden  Kryslallcs  Nr.  48  stellt  F’ig.  I. XXIII  dar.  Aul  den  Endflächen 
erscheinen  sternförmige  Zeichnungen.  Seine  Höhe  betrügt  18,2  Mm., 
seine  Dicke  23, fi  Mm.  (Verhitltniss  1 : 1,41.)  ' 

Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorher- 
gehenden Krystallen  beobachteten. 


Krystall  Nr.  4(>  (Fig.  LXXIV). 

Die  Form  des  Querschnittes  dieses  Kryslallcs  von  Baslennes  ist 
Fig.  LXXIV  ahgehildct.  Seine  Höhe  misst  20  Mm , seine  Dicke 
20,3  Mm.  (Verhältniss  1 : 1,32.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Krvslalle  beobachteten. 


Krystall  Nr.  47  (Fig.  LXXV). 

Der  aus  Aragonicn  stammende  und  dem  F’reilierger  .Museum  ge- 
liörige  Krystall  Nr.  47  ist  schon  oben  S.  402  beschrieben  worden. 
Kr  zeigt  einen  Querschnitt  von  der  Form  Fig.  LV1I  und  eine  sehr 
faserige  Structur;  aus  seinen  Seitenflächen  ragen  zahlreiche  kleine 
Aragonitkry stalle  hervor. 

Infolge  seiner  Zusammensetzung  muss  sich  also,  wie  bei  Krystall 
Nr.  31  Fig.  LVIII,  auf  den  Seitenflächen  negative  Klektriciläl  an  den 
beiden  Zwillingskanten  zwischen  A und  11,  und  A und  C nebst  den 
anliegenden  F'lächensl licken  und  auf  den  Nähten  zwischen  A’  und  11 
und  .V  und  C finden. 

Der  Krystall  ist  in  einer  durch  die  brachydiagonale  Seitenkante 
der  Stöcke  A und  A’  gehenden  Ebene  zerschnitten.  Diese  Schnitt- 
flächen, welche  polirt  worden  waren,  sind  Fig.  LXXV  ahgebildet, 
und  zeigen  die  eigenthitmlichc  faserige  oben  S 402  beschriebene 
Bildung. 

Auf  den  äusseren  Hegrenzungsflächen  der  beiden  Hälften  stimmt 
die  elektrische  Vertheilung  mit  den  obigen  Voraussetzungen  Uberein; 
die  negativen  Zonen  treten  daselbst  in  grosser  Ausdehnung  und  In- 
tensität hervor.  Infolge  dessen  zeigen  die  beiden  Schnittflächen  last 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen;  nur  auf  der  linken 
Schnittfläche  fand  sich  oben  noch  eine  kleine  negative  Stelle. 
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Krvstall  Nr.  48. 

Der  schon  oben  S.  403  erwähnte  Krvstall  Nr.  48  aus  Aragonien 
besitzt  anscheinend  ein  dichtes  Gefiige;  Fig.  I.X1  stellt  die  Form  sei- 
nes Querschnittes  dar.  Seine  Höhe  misst  1 0,0  Mm.  und  seine  Dicke 
20  Min.  (Verhältniss  I : 1,2.) 

Der  Krvstall  war  in  der  Richtung  von  dem  einspringenden  Win- 
kel links  zwischen  A und  I)  bis  zur  Naht  rechts  zwischen  A'  und 
C,  in  einer  ziemlich  ebenen  Flache  durchgebrochen.  Auf  der  rohen 
Bruchfläche  sieht  man,  wie  gleichfalls  S.  403  schon  hervorgehoben, 
auch  ohne  Politur  die  Faserbildung,  ähnlich  wie  sie  Fig.  LXXV  dar- 
stellt; die  von  dem  Mittelpunkte  seitlich  verlaufenden  Fasern  treten 
nach  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A und  D etwas  starker 
hervor,  als  auf  der  andern  Seite  nach  der  Naht  zwischen  ,V  und  C,  hin. 

Da  auf  den  äusseren  Seitenflächen  dieses  Krystalles  infolge  sei- 
ner Zusammensetzung  die  positive  Hlektricität  vorherrscht,  so  sind 
die  Bruchflächen  negativ,  mit  Ausnahme  des  Stuckes,  auf  welchem  die 
stärkere  seitliche  Faserbildung  sich  zeigt,  also  von  der  Milte  der  Bruch- 
fläche bis  zu  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A und  D;  dieses 
Stück  ist  auf  beiden  Hälften  positiv,  und  zwar  erweitert  sich  die 
positive  Zone  von  der  Mitte  nach  demjenigen  Rande  der  Bruchfläche, 
welcher  in  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A und  I)  liegt,  so 
weit,  dass  sie  ungefähr  die  Hälfte  dieses  Randes  cinnimmt,  und  also 
nur  das  obere  und  untere  Viertel  desselben  noch  negativ  bleibt. 
Diese  beiden  positiven  Zonen  fallen  beim  Zusammenlegen  der  beiden 
kryslallhälflcn  aufeinander. 


Digitized  by  Google 


. Ibhumll  d. K.Stuks. GtstU&h. d.  II  li 


Fufl. 
• !«*  ##' 


XnfiyY. 

wtejsati- 


Tafel  l. 
Nn  Vigil 


VARfTIt. 


<D 


xtiiFigXin. 


Yig  XIX. 


m 

' 

i 

uk 

ITi 

S'&VtgXI. 

V*  Vt  *>:  - - V* 

4 ! 09  | 

oi  I •*  y\  es  !J  ft*  1 

VigXYII 


>t  "•>  B 

Y 

xueftgxnr. 


X°IO.FigXn. 


VigXYin. 

L 

ne 


II21K 


Jl.lt 


"Je 

’ ” <? 

? 


xntFig. irr 


Digitized  by  Google 


. /hhanill.il.K. Stichs  Ocsrll.si  li 

.1  m-.Ry.xxn. 

r—  '< 


. »T  «. 
**  Sh 


I . 


<>  . - 
i?i>  i 15 

Sri 


/ujznr. 

in 

»fr  ^s.  i .»< 


4P  3,51 

: 1 

*3- 

I* 

1 1« 


,.mm 


■4^ 

ui 


FigJUSl'. 

, ii(- 

< iic  ® ri(C  f-‘ 

i-  * 

«•»f  .1,  »*> 

III 

* 6 


fiyJZ. 


«*pnr. 

i 


r 


' K A '■  . " 

%jz/. 


-T.II 


FufXUi. 


7’a/r/ //. 
xtnrifim. 


II  - Fj*  * fe 

L v ^IB 


k 


<Ory 
/ 


^T7\  .r?fifiyirar. 


Digitized  by  Google 


I 


Digitized  by  Google 


ÜBER  DIE 


DEN 

KRÄFTEN  ELEKTRODYNAMISCHEN  URSPRUNGS 

ZUZUSCHREIBENDEN 

ELEMENTARGESETZE. 


VON 


CARL  NEUMANN 

MITGLIED  DES  KONIGL.  SACHS.  GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


Des  X.  Bandes  der  Abhandlungen  der  mathematisch-physischen  Claase  der  Königl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 

N°  VI. 


LEIPZIG 

BEI  S.  HIRZEL. 
1873. 


Digitized  by  Google 


Vom  Verfasser  übergeben  den  31.  März  1873. 
Der  Abdruck  vollendet  den  12.  Juli  1973. 


Digitized  by  Google 


ÜBER  DIE 

DEN 

KRÄFTEN  ELEKTRODYNAMISCHEN  URSPRUNGS 


Zr/,1  S(  'HHEI BKN  DEN 


ELEMENTARGESETZE. 


CARL  XEUMAW. 


■!-  K.  S-  6e*elD<b  «I  WiikDh  Ii 


Digitized  by  Google 


Cresmnt  diteiplmae  iente  tardeque , per  varioß  error  ft  tero 
ptrvtnilurad  veri  totem.  Omnio  praeparata  e**e  debent  dtutumo 
et  uMiduo  tabore  ad  introitum  vcritati»  norae.  Jam  iila  certo 
temporh  mumenlo  divina  qtiadam  neres*itate  eooeta  emerget. 

C.  0.  J.  JA  COM. 

Die  durch  elektrische  Ströme  provocirten  Kräfte  können  mit 
Ihlcksicht  auf  die  Art  und  Weise  ihrer  Wirkung  in  folgende  Classen 
eingelheilt  werden: 

(«.)  die  von  Ampere  (1820)  entdeckten  Kräfte ; sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  als  elektrodynamische,  ihrer  Wir- 
kung nach  als  ponderomo torische  Kräfte  zu  be- 
zeichnen ; 

(/’.)  die  von  Karn  da  v (1831)  entdeckten  Kräfte;  sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  wiederum  als  elektrodynamische, 
hingegen  ihrer  Wirkung  nach  als  elektromotorische 
Krähe  zu  charakterisiren. 

Dass  das  von  Ampere  selber  ftlr  die  Kräfte  («.)  aufgcslcllte  Ele- 
mentargesetz mancherlei  Bedenken  unterworfen  ist , und  dass  durch 
solche  Bedenken  das  sich  anlehnende  von  Weber  für  die  Kräfte  (f.) 
gegebene  Eiemenlargesetz  miterschuttcrl  wird,  unterliegt  keinem 
Zweifel.  Ich  werde  daher  die  wirklichen  Elementargesetzc  dieser 
Kräfte  ( a .)  und  {[.)  einstweilen  als  völlig  unbekannt  ansehen;  ihre 
Auffindung  ist  das  eigentliche  Ziel  der  nachfolgenden  Untersuchungen. 
Die  Voraussetzungen,  auf  denen  diese  Untersuchungen  beruhen, 

sind  ausgezeichnet  durch  ihre  Einfachheit;  und  wenn  auch  von  einer 

« 

absoluten  Sicherheit  derselben  selbstverständlich  nicht  die  Bede 
sein  kann,  so  durften  doch  (bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  unse- 
rer Kenntnisse  und  Vorstellungen)  schwerlich  andere  aufzulinden 
sein,  welche  einen  höheren  Grad  von  Sicherheit,  gleichzeitig  aber 
auch  die  für  den  verfolgten  Zweck  ausreichenden  Mittel  darbielen. 

(I .)  Die  erste  Voramselzuiuj  besteht  in  der  Annahme  des  allge- 
• meinen  Princips  der  lebendigen  Kraft,  sowie  in  der  Annahme 
desjenigen  Gesetzes,  welches  von  Joule  aufgcstelll  worden  ist  für 
die  durch  einen  elektrischen  Strom  hervorgebrachten  Wärmemengen. 

89  • 
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(2.)  Die  zweite  Vorauxxelzung  bestellt  in  der  Annahme  zweier 
von  meinem  Vater  aufgestellten  Integralgesetze.  Beide  beziehen 
sich  auf  gleichförmige  elektrische  Stromringe  und  durften,  auf 
Grund  experimenteller  Prüfungen,  als  ziemlich  feststehend  zu  lie- 
Irachten  sein. 

Das  eine  derselben  betrifft  die  Kräfte  (a.  , und  sagt  aus,  dass 
die  von  zwei  Stromringen  der  genannten  Art  während  der  Zeit  ilt 
aufeinander  ausgetlbte  ponderomotorische  Arbeit 

= - JJelQ 

ist,  wo  J,  ./ 1 die  beiden  Stromintensititlen  bezeichnen,  während  (J 
das  sogenannte  Potential,  bezogen  auf  die  Stromeinheit)  einen  Aus- 
druck vorstcllt,  der  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Lage 
und  Gestalt  der  beiden  Ringe. 

Das  zweite  jener  beiden  (jesetze  betrifft  die  Kräfte  f.) , und 
sagt  aus,  dass  die  Summe  der  von  dem  einen  Hinge  während  der 
Zeit  <tl  in  dem  andern  Ringe  inducirten  elektromotorischen  Kräfte 

= -+-  d(J\Q; 

ist,  wo  J\  die  Stromintensitäl  des  inducirenden  Ringes  liezeichnel, 
während  (j  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin. 

(3.)  Die  drille  Voraussetzung  besteht  in  gewissen  den  Kräften 
(<i.)  und  /'.  beizulegenden  Grundeigenschaften,  nämlich  in 
folgenden  Annahmen : 

Erstens:  Die  von  einem  Stromelemcnt  J\lh i auf  ein  anderes 
Stromeleraent  Jlh  ausgetlbte  Kraft  a.)  ist  proportional  dem  Product 
JJ i,  sonst  aber  nur  noch  abhängig  von  der  relativen  Lage  der  bei- 
den Elemente. 

Zweitens:  Die  von  einem  Stromelement  J\Dx\  während  der 
Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  eines  Conductors  inducirte  Kraft  (f.) 
ist  zerlegbar  in  zwei  respective  mit  J,  und  djt  proportionale  Kräfte; 
diese  Kräfte  sind,  abgesehen  von  den  genannten  Factoren,  nur  noch 
abhängig  von  der  relativen  Lage,  sowie  von  der  Aenderung  der  re- 
lativen Lage,  und  verschwinden,  sobald  die  relative  Lage  und  der 
Werth  von  constant  bleiben. 

Drittens:  Jedes  Stromelement  ist,  hinsichtlich  der  von  ihm 
ausgehenden  Kräfte  a.)  und  (f.)  ersetzbar  durch  seine  sogenannten 
Componenten. 
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Ich  werde  also  die  Elementargesetze  der  Kräfte  («.) 
und  {/*.)  als  völlig  unbekannt  betrachten,  und  dieselben 
aus  den  eben  genannten  Voraussetzungen  (1.),  (2.),  (3.) 
abzuleiten  versuchen.  Es  bleibt  noch  übrig,  einige  Andeutungen 
zu  geben  über  die  Eintheilung  meiner  Untersuchung  in  einzelne 
Abschnitte. 

Der  erste  Abschnitt  enthalt  eine  Reihe  rein  mathematischer  Satze, 
welche  gewissermaassen  das  Rüstzeug  reprasentiren,  von  welchem 
zur  Durchführung  meiner  Untersuchungen  bald  dies  bald  jenes  Stück 
erforderlich  war.  Trotz  ihrer  gelegentlichen  Entstehungsvvei.se  haben 
jene  Satze  nllinahlig  zu  einem  gewissen  System  sich  vereinigt. 
Dass  ich  dieses  System  von  der  Hauptuntersuchung  abtrenne,  und 
derselben  vorangehen  lasse,  dürfte  für  die  Uebersichtlichkcil  und 
Verständlichkeit  meiner  Expositionen  von  wesentlichem  Nutzen  sein. 

Der  zweite  Abschnitt  bezieht  sich  ausschliesslich  auf  das  l'rincip 
der  lebendigen  Kraft.  Auf  Grund  derjenigen  Fundamentalgleichungen  : 

nur"  = X , ii  = k$ , 

my  = V,  c = A g) . 

mz"  — '/i.  ic  = A'3 , 

durch  welche  die  pondcromotorischen  Kralle  einerseits  und  die 
elektromotorischen  Kräfte  andererseits  definirt  sind,  und  unter 
Anwendung  des  schon  erwähnten  Joulesehen  Gesetzes,  entwickele 
ich  den  analytischen  Ausdruck  jenes  IVincips,  und  gelange  in  solcher 
Weise  zu  einer  liostimmlcn  Formel,  der  die  elektrostatischen  und 
elektrodynamischen  Kräfte  zu  entsprechen  haben.  Werden  nun  für 
die  ersteren  die  von  Goulomb  und  Kirchhoff  aufgcstelllen  Gesetze 
in  Anwendung  gebracht,  so  bleiben  in  dieser  Formel  als  unbe- 
kannte Kralle  nur  noch  die  elektrodynamischen  übrig,  d.  i.  die 
Kräfte  n.  und  (/'.  . 

Im  dritten  Abschnitt  werden  zunächst  tj.  I,  2,  3 die  aus  den 
Grundeigenschaften  für  die  Kräfte  !</.  und  f.  resullirenilen 
Formeln  dargelegt,  — Formeln,  welche  noch  behaftet  sind  mit 
neun  unltekannten  Functionen  der  Entfernung:  p , (7.  o,  t.  x,  x- 

/ , W , (•(  . 

Sodann  wild  (tj.  4 dargethau,  dass  diese  unbekannten  F’unctionen, 
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unlcr  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft,  sich  auf 
drei  reducircn  lassen,  nämlich  auf  p,  (7,  m.  Hieran  schlicssen  sich 
(in  §.  o)  gewisse  Summationen  und  Transformationen,  welche  für 
die  weiter  folgenden  Betrachtungen  von  Nutzen  sind. 

Sodann  werden  von  mir  (§.  6,  7)  die  beiden  Inlegralge- 
setze  zur  Anwendung  gebracht,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  ein 
gewisser  Special  fall  des  einen  Gesetzes  als  Vehiecl  zur  weiteren 
Entwickelung  der  Theorie  dient,  hingegen  alles  übrige  in  jenen 
beiden  Gesetzen  enthaltene  Material  als  Gontrole  benutzt  wird  zur 
Prüfung  der  gefundenen  Resultate.  Hiebei  reducircn  sich  die  unbe- 
kannten Functionen  p,  (T,  io  auf  eine,  nümlich  auf  w. 

Nunmehr  können  (§.  8)  die  für  die  Krtlfte  («.)  und  (f.)  erhal- 
tenen Formeln  nümlich  die  diesen  Kräften  zuzuschreibenden  Ele- 
men targesetze,  abgesehen  von  der  noch  unbekannten  Function  t», 
in  völlig  bestimmter  Fassung  dargelegt  werden. 

Es  handelt  sich  endlich  (§.  !))  um  die  Ermittelung  der  Function 
io.  — Das  in  den  beiden  Integralgesetzen  enthaltene  (J  (das  soge- 
nannte Potential,  bezogen  auf  die  Stromeinheit)  ist,  in  Folge  expe- 
rimenteller Untersuchung,  seinem  analytischen  Ausdrucke  nach  mit 
Sicherheit  bekannt  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen.  Diese 
Kcnntniss  führt  zur  Bestimmung  von  o»,  selbstverständlich  wiederum 
nur  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen.  Bei  Substitution  des 
in  solcher  Weise  für  ">  erhaltenen  Werthes  wird  das  den  Kräften  (o.) 
entsprechende  Kiemen largesetz  identisch  mit  dein  Ampere’schen 
Gesetz,  wahrend  gleichzeitig  das  den  Kräften  (f.)  entsprechende 
Kleinenlargesetz  identisch  wird  mit  demjenigen,  zu  welchem  ich  be- 
reits bei  einer  früheren  Gelegenheit  auf  anderem  Wege  gelangt  war. 

Schliesslich  theile  ich  (§.  10)  gewisse  Resultate  mit,  zu  denen 
man  durch  Anwendung  der  gefundenen  Elementargesetze  auf  kör- 
perliche Leiter  gelangt,  — Resultate,  welche  ausgezeichnet  sind 
durch  ihre  Einfachheit,  und  als  Verallgemeinerungen  der  von  meinem 
Vater  für  lineare  Leiter  aufgeslellten  Integralgesetze  angesehen 
werden  können. 

Dir  vierte  Ahxchnill  enthält  eine  mit  der  des  vorhergehenden 
Abschnitts  im  Ganzen  parallel  fortlaufende  Untersuchung,  von  jener 
verschieden  durch  etwas  andere  Grundlagen.  — In  neuerer  Zeit  ist 
nämlich  der  Gedanke  aufgelauchl,  dass  die  gegenseitige  ponderomo- 
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torische  Einwirkung  zweier  elektrischen  Stromelemenle  möglicher- 
weise nicht  nur  in  gewöhnlichen  Kräften,  sondern  daneben  viel- 
leicht auch  in  gewissen  Drehungsinonienlen  bestehen  könne. 
Einer  solchen  Möglichkeit  entsprechend  bedürfen  alsdann  die  den 
pondcromotorischen  Wirkungen  («.)  zuzuschreibenden  Grundeigen- 
scharten einer  etwas  anderen  Fassung,  während  die  Grundeigen- 
schaften der  elektromotorischen  Einwirkungen  (/*.)  dieselben  bleiben, 
wie  früher.  Es  erschien  mir  nun  von  Interesse  zu  sein,  diejenige 
Theorie  zu  entwickeln,  welche  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Voraus- 
setzungen (I.)  und  (2.)  ungeändert  lässt,  die  Voraussetzung  (3.) 
hingegen  in  der  angedeuteten  Weise  modificirt. 

Diese  Theorie  fuhrt  hinsichtlich  der  Wirkungen  {«.)  und  {[.)  zu 
zwei  Eleinentargesctzcn , welche,  bezogen  auf  den  Fall  beträcht- 
licher Entfernungen,  noch  behaftet  sind  mit  einer  unbekannten 
Constanten  k.  Uebrigcns  ist  die  Gestalt  der  beiden  Gesetze  eine 
abschreckend  coiuplicirte.  Auch  zeigt  sich,  dass  eine  wesentliche 
Vereinfachung  nur  in  dem  einen  Falle  eintrill,  dass  man  jener  Gon- 
stanten k den  Werth  ( — I)  zu  Thcil  werden  lässt.  Alsdann  aber 
werden  die  in  Kede  stehenden  beiden  Gesetze  identisch  mit  den- 
jenigen, zu  welchen  der  vorhergehende  Abschnitt  hingeleitet  hat. 


Erster  Abschnitt. 

Ueber  eine  gewisse  Classe  von  Integralen. 


§.  i. 

I’  rü  I i m i narien. 


Eine  geschlossene  Gurve  mag  im  Folgenden  kurzweg  mit  dem 
Namen  Ring  bezeichnet  werden.  Auf  einem  gegoltenen  Ringe  wollen 
wir  uns  jederzeit  auch  eine  bestimmte  Umlaufsrichlung  festgesetzt 
denken,  in  welcher  (von  einer  festen  Marke  aus)  die  Bogenlängen  zu 
rechnen,  und  gleichzeitig  auch  die  Integrationen  auszufllhren  sind. 
Die  Bogenlängen  zweier  (in  dieser  Richtung)  aufeinander  folgenden 
Punkte  mögen  mit  * und  s Du,  ihre  Goordinaten  mit  x,  ij,  z und 
x + l). r,  i/  -t -l)y,  z - 1-  Dz  bezeichnet  sein;  zugleich  sei 


(<•) 


Dx  Dy □ Di  

Dt  — ’ Ut  Dt  — ’ 


S 
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so  dass  also  A.  B.  r die  Richtungseosinus  des  Elementes  Dx 
verstellen. 

Sind  zwei  Ringe  x und  f#i  gegeben,  und  sind  Dx  und  Dx, 
irgend  zwei  Elemente  derselben,  so  mögen  die  Huchstaben  r,  #, 
i7, . t in  derselben  Bedeutung  wie  bei  Ampere  gebraucht  werden. 
Es  sei  nitmlich: 

r die  gegenseitige  Entfernung  der  Elemente  Dx . Dx, : 
t.  *7,  i7|  die  Winkel,  unter  welchen  Dx,  Dx,  geneigt  sind  gegen 
die  Richtung  r Dx,  - ► Dx  : 

x der  Winkel,  den  Dx  und  Dx,  mit  einander  einschliessen. 

Kerner  werde  gesetzt : 

3.  rJ  = II  cos#  = 9.  eosi'Ai  = 9,.  cos»  = E. 

Diese  Grössen  r,  ft.  tt, , » oder  II.  9.  9| . E mögen  kurzweg 
die  den  beiden  Elementen  entsprechenden  Antpere'schen  Argu- 
mente heissen. 

Diflerenzirt  man  die  Entfernung  r nach  * und  «! , d.  i.  nach 
den  Bogenlängen  ihrer  beiden  Endpunkte,  so  erhalt  man  die  bekann- 
ten Relationen: 


£,  = -9‘- 
'•*£,  = 90. -E- 


Lt 


= — iE. 


Ist  /'  irgend  eine  Function  von  r,  so  mögen  die  Dilferential- 
<|iiotienten  von  /'  nach  r mit 

5*a  / > / * / 

andererseits  aber  die  nach  /(  genommenen  Dilferentialqiiolienten  mit 
(5.b)  /1U,  ...  . 


Iiezciehnet  werden,  so  also  z.  B.  zwischen  /"  und  /''  die  Relation 
stattlindei:  f — i rfl . 
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§•  2. 


ITphpr  dir  T ra  nsfo  r iii.i  t ion  von  R i nn- I n I cgra  Ion  in  Flttchon- 

1 n li'jit  ii  Ir*. 


Sind 


U = U'  jt,  y.  z) , \ = V[x,ji,z),  H = W.r.  ;/, : 

beliebige  Functionen  der  Hoordinalen  x . ;/.  z.  so  kann  das  über 
irgend  einen  King  geschlossene  Eurve  erstreckte  Integral 
y jM  + VDy  -+-  WDz  . 


nach  einem  von  H.  Hankel  ‘ aulgeslellten  Salz,  niugevvandelt  wor- 
den in  ein  anderes  Integral,  welches  sich  ausdehnl  Uber  alle  Ele- 
mente Do>  einer  von  dem  Ringe  begrenzten  Flache.  Diese  limwand- 
lung  druckt  sich  aus  durch  die  Formel : 


(6.)  iWD.r  + \ lh,  -4-  WDz  = 

-'©+(£—£)«•(*<: 

Dabei  sind  linker  Hand  unter  D.r.  Dy.  Ik  die  rechtwinkligen 
Projectioncn  des  Elementes  l)s  des  gegebenen  Ringes  zu  verstehen; 
andererseits  repräseutireu  «,  y die  Richtungscosinus  derjenigen 
auf  Do i errichteten  Normale,  welche  zur  Richtung  Dx  ebenso  liegt, 
wie  die  «Achse  zur  ,ry  Richtung.  — Die  Formel  ’G.  kann  Übri- 
gens fUr  gewisse  Zwecke  bequemer  auch  folgcndermaassen  ausge- 
drtlckt  werden. 


H.  Itankel:  Zur  allg.  Tlieurie  der  Bewegiing  der  Flüssig- 
keilt* ii.  eine  \on  der  philosophischen  Kacultät  der  Georgia  Vugustn  am  i.  Juni 
1861  gekrönte  Preisschrift,  Göttinnen  , daselbst  pag.  35. 

Ein  etwas  anderer  Beweis  für  diesen  Salz  isl  \on  mir  gegeben  worden  in  meiner 
-Theorie  der  elektrischen  Kräfte«  'welche  demnächst  im  Verlage  v oii 
Teubncr  erscheinen  wird),  daselbst  pag.  HM.  Wenn  ich  Hank  eis  Namen  dort  nicht 
erwähnt  habt*,  so  Htidel  solches  darin  seine  Erklärung . dass  ich  jenen  Satz  (den  ich 
seil  langer  Zeit  gefunden  mul  in  meinen  Vorlesungen  benutzt  habe)  als  mein 
Kigenllium  betrachten  zu  dürfen  glaubte.  In  der  Thal  bin  ich  erst  ganz  neuerdings 
auf  die  betreffende  Stelle  tler  II  a n k c Ischen  Schrift  aufmerksam  geworden. 

**)  Denkt  man  sich  um  den  Anfangspunkt  des  tloordiijafensvslems  in  der 
xy Ebene  eine  Kreisperipherie  beschrieben,  und  längs  dieser  Peripherie  einen  Punkt 
in  Bewegung,  welcher  >on  der  positiven  x Achse  ausgehend  nach  Durclilaufung  von 
!H»,J  zur  positiven  y Achse  gelaugt,  so  soll  die  in  solcher  Weise  detlnirte  Bewoguiigs- 
richtung  kurzweg  die  xy  Bichtung  genannt  werden. 
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Unter  Satz.  Ks  ist: 


7.  VDx  -+-  YD,,  + W'Dz]  = - | + £ + Z]  f)">  • 

wo  alsdann  die  symbolischen  Bedeutungen  haben: 

& A A 

Ae  1 As  ^ Aff  ' 


(»■) 


A A A 

Aff  ^ Ae  11  As  ’ 


A _ A , A 
As  ''  Ai/  Ax 

I 

dabei  repräsenliren  l)<o  ein  Kiemen!  der  vom  Hinge  be- 
grenzten Flache,  und  u , (i,  y die  Kicblnngscosinus  der- 
jenigen auf  l)io  errichteten  Normale,  welche  zur  Limlaufs- 
richtung  des  Itinges  ebenso  liegt,  wie  die  zAchse  zur 
xy  Hieb  tung. 

Bringt  man  die  Formel  (6.)  oder  (7.) , stall  auf  {/,  V',  IV  sel- 
ber, auf  ^ , jjj,  ^ in  Anwendung,  so  gelangt  man  sofort  zu 
folgendem 

Zusatz  I.  Die  Formel  (7.)  bleibt  richtig,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten  unter  dem  Integralzeichen  nach  x dilTeren- 
zirt,  hiebei  aber  u,ß,y  als  konstanten  behandelt.  In  glei- 
cher Weise  darf  natürlich  nach  ij  oder  z,  oder  mehrmals 
hintereinander  nach  x,  ;/,  z differenzirt  werden. 

Zusatz  II.  Das  Integral 

2[UDx  -t-  Ylhj  -h  \YI):} 


ist  immer  Null,  sobald  V,  V,  VV  (konstanten  sind. 
Sind  nun  ferner: 

L — h [x,  y.  z,  j-,,  ij ,,  z,) , 

/»=  P[x,  IJ,  z,  Xi,  Jfi,  Z|) , 

<?  = 0 [x,  //,  z,  x,,  y, , zt), 


beliebig  gegebene  Functionen  von  den  (’.oordinaten  zweier  Punkte: 
x,ij,z,  X\ , ;)\ . z, , so  kann  das  über  irgend  zwei  Hinge  (*)  und  (*i) 
hinerstreckte  Integral: 

ZZ[LDxl)x{  + . . . -+-  PDylh , -i-  Qlhlhj,  -+- ] 
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einer  analogen  Transformation  unterworfen  werden.  Dabei  mögen 
unter  dem  Zeichen  2z'—'  im  Ganzen  neun  Glieder  gedacht  werdüir. 
entsprechend  den  Combinationcn 

DxDx, , IhjDx i,  Dzl) x,, 

DxDy, , DyDy, , Dzlhjt . 

DxDz, , Dy  Dz i , DzDz, ; 

so  dass  also  die  Anzahl  jener  gegebenen  Functionen  L /*,  Q. . . . 

ebenfalls  gleich  neun  ist.  — Der  grösseren  liebersichllichkeit  willen 
deuten  wir  das  Integral  an  durch 
Z2[(UUt)DxDx,  + . . . + {VW,)DyDz,  ■+■  [WVt)Dzüy,  + ]; 

so  dass  /..  B.  L bezeichnet  ist  durch  das  Symbol  (UU,) , ebepso  V 
durch  ( FW,) , u.  s.  w.  — Solches  festgesetzt  führt  eine  zweimalige 
Anwendung  der  Formel  (7.)  sofort  zu  folgendem  Resultat. 

Zweiter  Satz.  Es  ist: 


(9.)  2±\{lW,)DxDx,  -+- 
_ _VN.|  A’-UIVj) 
| Ar  Ar, 


. + (VVVj) /b/fl:,  ■+■  (WV,)Dzl)y,  +...]  = 


A*(»,K'i) 

AyA:, 


AJ(U'r,_) 
AzAy,  + 


. . . DioDu, , 


wo  L'  Ay'  L un(l  /tr  sk'  ,lio  Bedeutungen  haben: 


A 

a 

A 

a 

Ar. 

= Piz- 

y ’ 

Ar, 

- P'iz, 

-»iy, 

A 

i 

a 

A 

a 

a 

Äy 

"dj  ■ 

Ai/i 

— y'  ai, 

“«'S, 

A 

a 

X,  ® 

A 

a 

Az 

Aj, 

= 

—P'  axi 

hier  reprasentiren  Dm  und  Dm,  zwei  Elemente  der  von  den 
beiden  Ringen  begrenzten  Flüchen,  ferner  «,  ß,  y und 
«i,  ßi,  yt  die  Richtungscosinus  derjenigen  auf  Dia  und  Dia, 
errichteten  Normalen,  welche  zu  den  Umlaufsrichlungen 
der  Ringe  ebenso  liegen,  wie  die  z Achse  zur  xj/Richtung. 

ln  ähnlicher  Weise,  wie  bei  (7.)  ergiebt  sich  auch  hier  ein 
entsprechender 

Zusatz  /.  Die  Formel  (9.)  bleibt  richtig,  wenn  man  unter 
dem  Integralzeichen  auf  beiden  Seilen  nach  x,  ij,  z,  x,,  y,,  2, 
(beliebig  oft)  differenzirt,  falls  man  nur  bei  einer  solchen 
Operation  die  Grössen  u,  ß,  y,  <t,,ß,,y,  wie  Constanten  be- 
handelt. 
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Ziisut : II.  Da»  Integral  wird  immer  Null  »ein,  sobald 
(l/l/i) , ....  (VW,),  WT,  , . . . . lineare  Fuiictiouen  um  x,  y,  z, 
x,.  ij,  , i,  sind. 


$•  3. 

I eher  gewisse  Integrale,  welche  abhangon  von  zwei  gegebenen 

Hingen. 


Für  zwei  beliebig  gegebene  Functionen 

P — Pix,  ij,z  , x, , y, , z»;, 
Q = Q(x,  y,  z,  x,,  y,,  i,) 


wird  offenbar  jederzeit  die  Formel  stattfinden: 


Es  mögen  nämlich  ebenso  wie  bisher  x,  y,  z und  Xi . yi,  :i  die 
Punkte  zweier  lieliebig  gcgelienen  Hinge,  und  * und  *1  ihre  Bogen- 
längen vorstellen.  Aus  1 1 .'  folgt  durch  Integration  Uber  beide 
Ringe  sofort : 


P 


d*Q 

5*5», 


!h  Hx  i = 0 . 


Nimmt  man  für  P «lie  VVerthe : /’  = I,  P=x — x,,  P — yz,  — zy,, 
so  erhalt  man  sueeessive  die  Formeln: 


** £&  ,hlh'  = 0 ' 

(«■)  ^'[S  = 

--'K  !/;>-  - v Br,  - TB,  ] IhHs,  = 0 , 

wo  A,  8,  T,  A, , B,  , T,  die  Hiehlungseosinus  von  l)x,  l)x\  vorstellen. 

Sind  nun  r,  #,  •*/-, , e,  /t.  0.  0,.  E die  Ampere’schen  Argumente 
für  Hx , Hx,  (2.  . und  bezeic  hnet  f eine  nur  von  r abhangende 
Function,  so  wird  vergi.  ö.)  : 

»r  _ ei#« 

t)t  I b.i 

d*f  fndH  A/t  X-H 

5*5*,  t 5i,  * 5*5*t  ’ 

also  mit  Rücksicht  auf  (4. 

— i/'E 
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Nimmt  man  also  in  13.)  für  (J  die  Function  /',  so  gelangt  man  zu 
folgendem  Resultat  : 

Drillrr  Salz.  Kür  jede  Function  / = fr  und  fit r jedes 
Paar  \on  Ringen  gelten  die  Formeln: 


yy  i nfl'ee,  ihD»,  = — .y.yßfE] /)*/>*,, 

^■)yy 1/{/"00,  r — J-,  ]/>«/>*,  = — yy-iftE^  — rl']D*l)»t, 

±y  t/f/M00,  Ijz zy,  l)sDs,  = - yi.if'E  +/,(Br1-rB,)]D*0*„ 

die  lnlegration(‘n  liinerstreckt  über  zwei  beliebig  gegebene 
Ringe. 

Vierter  NVit:.  Für  jede  Function  /'=/(»•  und  für  jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

1 5.  ^ ^ - />:/>;/,  - 22  (p  g + + r jgj)  ßaiß«, 

wo  p,  «,  r die  Bedeutungen  haben: 

P = ,V  — ß?\ , 

llfi-)  >!  = /l«  y«l  , 

r — «,/i  — aß,  , 

wahrend«,  (y,  7 und  «1 » /?i  * /i  die  Normalen  von  l)w  und  Df,, 
in  dein  früher  10.  angegebenem  Sinne  bezeichnen. 

Beweis.  Das  vorgelegle  Integral 


./  = yyf  DyDz,  — Dz  Dy, 

nimmt  durch  Anwendung  der  Formel  (9.)  die  Gestalt  an : 


./ 


/ AY 
VAi/A-i 


Ä^Ä  ' ) DwDu, . 
AaAvrt 


Nun  ergiebt  sich  nach  ^10A  sofort: 


oder,  weil  f nur  \on  »•  abhüngl : 
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analog  wird  offenbar: 


Aus  diesen  Formeln  aber  folgt  durch  Subtraction  und  mit  Benutzung 
der  Bezeichnungen  p,  o,  r 16.)  sofort: 

6ff  Ajf_  _ i (Jf  . »/  . if\ . 

Aj/A:,  AjA y,  ix  \P  ix  ""**  fty  ~ äs/  ’ 

W.  Z.  Z.  W. 

Zusatz.  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  /'  = /'(r) 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

(17.)  ZZfiDyDz,  — Dzltyi) 

für  jedes  beliebige  Paar  von  Hingen  verschwindet,  so  ist  er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  f eine  (konstante  ist. 

Beweis.  Nehmen  wir  an,  das  Integral  17.)  verschwinde  für  je- 
des beliebige  Paar  von  Hingen,  also  z.  B.  auch  ftlr  zwei  un- 
endlich kleine  Hinge.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  der  Trans- 
formation (15.),  dass  der  Ausdruck 

a*r  , f-r  . »v 

Null  ist  für  zwei  beliebig  im  Hutinic  zu  wühlende  Fluchenelemente 
hei  und  hat |.  Diesen  Flitchcneleinenlen  können  wir,  nachdem  ihre 
Orte  im  Baume  willkohrlich  gewühlt  sind,  solche  Stellungen  gellen, 
dass  von  den  Grössen  p,  o,  r 16.)  die  beiden  letzten  Null  sind; 
somit  folgt 


In  analoger  Weise  erhall 


äx* 


= o, 


man  im  Ganzen  die  drei  Gleichungen : 

»V  _ ,,  & _ „ 

dxity  1 Sxdi 


Hieraus  aber  ergieht  sich  sofort : 


«/  _ 

ix 


Gonsl. , 


oder  weil  / lediglich  von  r abhüngl : 


f — Const. 

Dieser  Gleichung  aber  kann,  weil  die  Ulte  von  üw  und  Dom  will- 
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kiihrlicli  gewählt  werden  durften,  mithin  x und  j-,  von  einander 
verschieden  sein  dürfen,  nur  dadurch  Genüge  geschehen,  dass  man 


mithin 


r = o, 

/'  = Const. 


setzt,  — Die  Annahme,  das  Integral  (17.)  verschwinde  für  jedes 
beliebige  Paar  von  Ringen,  zieht  also  als  nothwendige  Consequenz 
nach  sich  die  Formel:  f = Gunst.;  w.  z.  z.  w. 

Fünfter  Satz.  Für  jede  Function  f = f(r)  und  für  jetles 
Paar  um  Ringen  gilt  die  Formel: 


(18.) 


yyfBihih,  = 


, ( 4 / 11  <(£  + ßy  + yC)  («if  4-  ß\ y 4-  yt£) 

I - (4/-'  + 4 «/•")  (««,+/?/?,  + ni) 


jöwÖBl  . 


Hier  bezeichnen  Do>  und  Dtät  die  Elemente  der  von  den 
beiden  Ringen  begrenzten  Flachen,  ferner  a,  ß,  y und 
te, , ßi , yt  die  auf  Dm  und  Dmt  errichteten  Normalen  in  dem 
früher  (10.)  angegebenem  Sinne.  Endlich  stehen  £,  tj,  f zur 
Abkürzung  für  x — x, , y — y,,  z — Z\ . 

Der  Reweis  ergiebl  sich  unmittelbar  “)  durch  Anwendung  der 
allgemeinen  Formel  (0.) ; denn  das  hier  zu  itchandelndc  Integral 
yyfEDxDs,  kann  ausgcdriickl  werden  durch 

yyf{DxDx,  -t-  Dy  Dy,  4-  DzDzfj. 

Bemerkung.  Die  Formel  (18.)  kann,  wie  Beltrami  **)  ge- 
zeigt hat,  in  folgende  elegantere  Gestalt  versetzt  werden: 

(10.)  yy/EDsDs , = - + A/  . cos  (*,  *,)]/WJWl , 

wo  v und  r,  die  durch  u,  ß,  y und  a,,  ßt,  yt  determinirten  Rich- 
tungen bezeichnen,  und  wo  andererseits  A f zur  Abkürzung  steht  für 
^ -t-  ^ . — Nimmt  man  in  10.)  für  f die  specielle  Function 

'r  , so  erhalt  man  die  bekannte  Formel: 


(20.) 


VN,Ef>*mi  


»*- 

- ^’ssir 


')  l>ii'  nähere  Ausführung  des  Beweises  lindet  mail  in  meiner  »Theorie  der 
elektrischen  Kräfte«  pag.  91. 

**)  Beltrami:  Sui  principii  fondamentali  della  idrodinamica  razionale.  Bologna, 
1871 . Pag.  45. 
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Von  il(*r  Formel  IS.  ausgehend  gelangt  ' inan  leicht  zu 
folgendeni 

Ztixal : I.  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  [ = fr 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

21.  yifElhlh, 

ftlr  jedes  helieliii/e  Paar  \on  Kinnen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  f eine  (konstante  ist. 

Non  diesem  Krgchnisse  aus  gelangt  man.  unter  Anwendung  der 
ersten  Formel  I i.  . leicht  zu  folgenden  weiteren  Zusätzen: 

Xusal:  II.  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  ,/  = if  r 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

22.  l l'i/QO,  11*11* i 

für  jede*  heliehiije  Paar  von  Bingen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  </  identisch  mit  Null  ist. 

Xusal:  III.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
tf,  = q>ir)  und  if  = ii<  r von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

23.  a 1/00,  -4-  t/'E  l>*lh, 

fllr  jedes  beliebiije  Paar  von  Bingen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  <f  , i)>  durch  die  Relation 

23.  b)  <f  = nv 

mit  einander  verbunden  sind. 

Die  Forme!  IH.  darf"  auf  beiden  Seiten  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  .r  differenzirt  werden,  falls  man  nur  bei  Ausführung 
dieser  Operation  «,  jl,  y und  a, , ti, , y,  als  (ionstanle  behandelt. 
Somit  ergiebt  sich,  dass  ftlr  jede  Function  /’  = /'  »•  und  jedes  l’aar 
von  Bingen  die  Formel  statllindel : 

If'it  «,e  -4-  . . -+-  4/  M«i  «;  + ■ . 

24.  ^tffE/l*««,  = ^^’-t-  Hf,n  «f  ■+■  >„t  ■+■...  * Ih'jllb,,. 

— mp1  •+■  BW/1"  im,  + . t 


*;  In  BetreH  einer  ausführlicheren  «indnii.u  iler  Sätze  (41.  und  (43.  a,  by 
verweise  ich  auf  meine  »Theorie  der  el  e k I rischen  Kräfte*,  |>a>«-  si  und  95. 
Gleichzeitig  sei  bemerkt,  das*  die  Sätze  ■<!.}  und  ii<-  als  SpecialPälle  des  Satzes» 
(J3.a,  b aufgefasst  werden  können. 

Wie  aus  einer  früheren  Bemerkung  Zusatz,  pag.  4*7  unmittelbar  folgt. 
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Substituirt  man  linker  Hand  für  s seine  eigentliche  Bedeutung  x — , 

und  selzl  inan  ausserdem  2 [''  gleich  tf , so  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Resultate: 

Sechster  Sulz.  Kitr  jede  Function  tf  = ip(r)  und  ftlr  jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

1 2(f'u  («iS-*- . .)  •+•  2 tf'u,  («£- 1- . .)  | 

(25.)  yXyEx  - T|)  DsDst  = vy  + 4?,I(«f  («,{+. . .Jilßaiflo,, , 

I—  (Sy.1  -+-  4 Rif")  (««iH-, 

wo  Iho,  Du>\,  «,  /?,  y,  ui,  fi , y\ , £,  ij,  f dieselben  Bedeu- 
tungen haben  wie  in  ?18.). 

Wir  wollen  annehmen,  die  Function  <p  wttre  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Integral  25.)  für  jedes  beliebige  Paar  von 
Ringen  verschwindet,  also  z.  B.  auch  verschwindet  für  zwei  unend- 
lich kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  der  Transfor- 
mation (25.),  dass  der  Ausdruck 

2y'rt(ai£  + ...)■+  2 ip'ui  '«{  -I-  . . .) 

-I-  i (pu{u£  ■+■  . . .)(«,{  + ••■)£ 

- S tf*  -4-  4 liif11  tta i -4-  . . .)£ 

verschwindet  für  zwei  beliebig  ini  Raume  zu  wählende  Fliichen- 
elemente  Utu,  Dto |.  Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  aber,  falls  man 
die  Flachende  mente  gleichweit  von  der  yz  Ebene  entfernt  annimmt, 
mitbin  ; zu  Null  macht,  auf  seine  erste  Zeile.  Somit  folgt,  dass 


und  also 

tf  = t'.onsl. 

sein  muss.  — Es  ergiebl  sich  daher  folgender 

Zusatz.  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  tf  = tf{r) 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 
(26.)  yytf  E Cr  — xi)Dsl)s, 

für  jedes  belieliiye  Paar  von  Ringen  verschwindet,  so  ist  er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  tf  eine  Eonslante* ist. 

Wir  wollen  die  Formel  (25.)  zu  verallgemeinern  suchen,  *)  in- 

*)  Diese  ßetrarhlnnsen  (47 . ) bis  (35.)  sind  fiir  das  Verständnis!!  der  vorliegen- 
dcu  Abhandlung  niclil  erforderlich,  soudern  nur  der  Vollständigkeit  willen  auf- 
genonnnen . 

Abli.m>ll  4.  K.  S.  Cwllrrb.  *1.  Raaulcb.  XV,  '16 
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dem  wir  statt  (x — X|)  eine  beliebige  Function  P von  r , y,  z , 
ft  i J/i  i Zi  eintreten  lassen ; es  handelt  sich  also  um  die  Untersuchung 
des  Integrals 

(27.a)  [<pP]  = ZZyPEDsDs, , 

oder  vielmehr  um  die  Vergleichung  desselben  mit  den  beiden  ein- 
facheren Integralen 

(27. b)  [<p]  = zyqE D»D», , 

(27.c)  [P]  = SlPElhlh,  . 


Zufolge  der  allgemeinen  Formel  (9.)  kamt  das  Integral  (27. a aus- 
gedrilckt  werden  durch: 


’9P1  = ZXtpP{DxDr,  -t-  DyDy,  + DzDz,)  , 


Wir  beschranken  uns  auf  den  Fall,  dass  die  betrachteten  beiden 
Ringe  unendlich  klein,  die  von  ihnen  begrenzten  Flüchen  also 
identisch  mit  Dia  und  Ihn,  sind.  Alsdann  reducirt  sich  die  vorste- 
hende Formel  auf : 


(28.a) 


^ = ( 


A«(y/>, 
A jAj'i 


A *'iP) 
AyAy, 


während  gleichzeitig  für  die  Integrale 
sich  ergeben: 


<“-b>  i*i  - + 4S,  + 

im  - (& +Ä  + 


aus  (28. a,  b,  c)  folgt  sofort : 

<■”■>  trfi  = * >•  + (S";  + 

Nun  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
folge  der  für  die  Oiterationcn  ? , . 

£-  - V(#-«). 

ly  = 2y'(yf  — «s)  , 

A:  = 2(/'  , 


££)  : 

(27. b,  c)  die  analogen  Formeln 

AiA:,  ) öfo/Jw'  ’ 

aZaI,)  ,hJ,N'  ’ 


Aii  AP 
Ay  Ay, 
Aif  AP 
Ay,  Ay 


£ t!'  ) 


tf  nur  von  r abhängt,  und  zu- 

..  festgesetzten  Delinition  .10.): 

Ar  _ dp  dp 

Ar,  et  (t,,  yt  jjj  t 

AP  dp  dp 

Ay,  I'1  Jj,  rt|  * 

AP  dp  dp 

As,  **’  Ay,  djr,  ' 
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und  folglich 

(3M  {£Z  + •••)  = 

- + ißS-Mr  ;^) ; 

ebenso  ergiebt  sich : 

<*•■■»  (&£  -••■)- 

= — 2 <f'(^ßi  — kn,)  -+-  (ptj  —kß,)  j|£  -+■  ’ßt—ky,)  ; 

dabei  sind  zur  Abkürzung  A , Ai , /<  eingeführt  für  die  Ausdrücke: 

A = «£  ■+■  ßq  H-  yC  t 

(31  •)  Ai  = «i{  + ß,tj  -t-  y,£, 

fi  = au i -+-  ßß,  ■+•  yy,  . 

Substituirt  man  in  (29.)  die  Ausdrücke  (£7.a.  b,  c)  und  (30.a,  b),  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

Siebenter  Salz.  Versteht  man  unter  P eine  beliebig  ge- 
gebene Function  von  x, »/,  z,  a,,  »/,,  z,,  so  wird  für  jede  Func- 
tion if  = if,{r)  und  für  je  zwei  unendlich  kleine  Ringe  die 
Formel  stattfinden: 

(32.)  S£<pKD»Dn,  = 

= (f . yyl’EDslh,  -t-  P.  yy<fEDsDs, 

+ — +■  <>/— * >ß)iyt  + (Mt—X'r)s~)  D<oD(o, 

— 2 *'((/*£— -Aoi)  ll  +■  im  — kß,)  \py  ■+■  iß£ — Ayi)  ^ DotDm, . 

Hier  sind  unter  Du,  Do>,  die  von  den  gegebenen  unendlich 
kleinen  Ringen  begrenzten  Flüchen  zu  verstehen;  ferner 
haben  «,  ß,  y,  «i,  ß,,  y,,  I,  tj , £ dieselben  Bedeutungen 
wie  früher  jz.  B.  in  (18.)  und  (25.)];  endlich  reprü sentiren 
A,  Ai,  ft  die  in  (31.)  genannten  Ausdrücke. 

Beispiel.  Für  P werde  die  Function  r — x,  genommen.  Als- 
dann rethicirl  sieh  die  Formel  (32.)  auf 
—'y^E‘x  — x,  i D»ß»,  = tpyy(w — x,)Efhih,  -+-  (x — x,)yyif£ihhx, 
(33.)  — 2 (p'Kfit  — Ai«)  -+■  (jii  — Aai)]DwDwi. 

Nun  ist,  wie  aus  einem  frühem  Satze  (Zusatz  II,  pag.  428)  sofort 
folgt: 

30  ' 
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3i.a  yi'(T  — x,  £/)*/)*,  = 0. 

Ferner  wird,  nach  (18.  und  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  31. 
34. h yyqEDxlh,  = l — 4 <f 1 4 Kif  " ft  IhiiDfi, . 


Substiluirl  man  die  Wertlic  3i.a,  h in  33.;,  und  setzt  man  (ebenso 
wie  früher  ( für  .r  — .ti),  so  ergiehl  sieh : 


E .r  — j |l  Ihlhi  = 


— 4 qrfi$  -+*  2</ *(4i«  -+- 


oder  lindere  geordnet : 


(35.) 


.i  — (/  E .}■  — j-,  Dslix,  = 


J iif1  "*i  *+•  ■+■  4v“^Ai£ 

j — 'Ho1-!-  4 /{y 11 ) /<£ 


fiotHi'j!  ; 


eine  Formel,  welche,  wie  man  augenblicklich  erkennt,  für  den  hier 
betrachteten  Fall  unendlich  kleiner  Hinge  identisch  ist  mit  der 
auf  ganz  anderem  Woge  gefundenen  Formel  £5.). 


8-  *• 


Fe  her  ein  gewisses  I nt  eg  rat,  welches  ah  hangt  von  ei  nein  R i nge 
und  daneben  von  einem  einzelnen  I.  in  ienel  eine  n le. 


Versteht  man  unter  Iht  die  Klemcnle  eines  Ringes  #),  ferner 
unter  Ast  ein  einzelnes  Linienelement,  welches  unabhängig  vom 
Ringe)  eine  beliebige  Lage  im  Raume  besitzt,  und  versieht  man 
endlich  unter  r,  0,  0|.  E die  dein  Paare  //*,  A*  zugehörigen  Am- 
pere’schen  Argumente,  so  gilt  folgender  Salz. 

Achter  Satz.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
if  = if  r und  i/'  = i f‘r  \on  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

36.a  J = Ax,  . y <f  QQ , ■+■  ipE  /)# 

jederzeit  verschwindet,  welche  Gestalt  und  Lage  man  dein 
Ringe  x und  dem  einzelnen  Kleinen!  A*,  auch  zuerlheilen 
mag,  — so  ist  erforderlich  und  ausreichend,  dass  <p,  tp  durch 
die  Relation 

(36.b)  q — ry' 

mit  einander  verbunden  sind. 
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Beweis.  Dass  die  genannle  Bedingung  tp  = np'  ausreichend 
isl,  erkennt  man  sofort.  Denn  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  kann 
das  vorgelegte  Integral  successive  in  folgendu  Formen  versetzt 
werden : 

J — A»i  . ^ np'00,  tpE  Ds  , 

= — A.v,  . v [ np  \[  ^ -+■  rip  Ik  , 

= ~ D*  ■ 

Es  bleibt  übrig  nachzuweisen,  dass  jene  Bedingung  erforder- 
lich ist.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  anzunehmen,  die  Gleichung 
A.vi^'^  00|  -l-  i;  E Its  = 0 

sei  erfüllt  für  jedes  beliebige  Paar  (*} , As, , und  die  Konsequenzen 
aufzusuchen,  welche  aus  dieser  Annahme  für  tp,  y resultiren.  — 
Aus  der  eben  genannten  Annahme  folgt  sofort  die  Gleichung: 

A'A’'</00|  + if’E  IhDs,  ~ 0 , 

als  gültig  für  jedes  beliebige  Paar  von  Bingen  (»' , x,  . Hieraus 
aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  des  Satzes  (23. a.  b , augen- 
blicklich, dass  zwischen  tp , tp  die  Relation  stattlindet: 

tp  ==  rip’  ; 


w.  z.  z.  w. 


§.  5. 


lieber  gewisse  I nlrgra  1c,  welche  ab  hangen  von  zwei  gegebenen 
Ringen  und  der  denselben  zuerthcillcn  Bewegung. 


Die  in  Folge  einer  solchen  Bewegung  \v ährend  eines  Zeit- 
elements dl  eintretenden  Aenderungen  mögen  mit  d bezeichnet  sein; 
so  dass  also  z.  B.  r,  r -+-  i/r  diejenigen  YVerthe  vorstellen,  welche 
die  gegenseitige  Entfernung  zweier  Punkte  .r , 1/,  z uud  Xi,  tj  1,  :j 
der  beiden  Ringe  zu  den  Zeilen  / , / dt  besitzt,  wahrend  /{,  /I  -4-  dH 
die  analogen  Bedeutungen  haben  werden  für  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung. 

YVir  wollen  annehmen,  zwei  unbekannte  Functionen  <t>  = <t>(r) , 
V = ¥(r}  waren  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Integral 
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(37.'  J = ± y(<t>&0  VE  dlWxDs, 

für  zwei  sta rre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger 
Bewegung  jederzeit  verschwindet;  und  die  Konsequenzen  auf- 
suchen,  welche  hieraus  für  jene  unbekannten  Functionen  resultiren. 

Denken  wir  uns  vorlituüg  den  Ring  *,)  feslgehalleu , den  King 
(*■  liingegeu  in  einer  beliebigen  tlieils  fortschreitenden,  theils  dre- 
henden) Bewegung  begriffen,  so  werden  die  Koordinaten  x,  y,  z 
und  X, , yt , ii  irgend  zweier  Punkte  der  beiden  Ringe,  wahrend  der 
Zeit  dl  Zuwüchse  erhalten,  welche  sich  darstellen  lassen  durch; 

ilx  = da  -+-  zdfi  — ydy  , dxt  = 0 , 

(38.)  i ly  — db  xdy  — zdit  , dtj\  = 0 , 

dz  — de  -f-  )/di<  — xdß  , dii  — 0 , 

wo  du,  db.  de,  du,  dti,  dy  von  einander  unabhängig,  und  ebenso 
willktlhrlich  sind,  wie  die  dem  Ringe  zuertheilte  Bewegung.  Mit 
Rücksicht  auf  (38.)  ergiebt  sich  nun : 

(39.)  dH  — i[{x  — x,)d{x  — x,) 

= 2 [{x  — x,  da  — 2 yz,  — zy,)da  -+•  . . .] . 

Substiluirl  man  diesen  Ausdruck  von  dH  in  (37.) , und  beachtet, 
dass  da,  db,  dv,  du,  dti,  dy  Für  silmmtlirhe  Punkte  des  Ringes  (#) 
einerlei  Werlhe  haben,  so  erhall  man : 

(40.)  */  =:  +■  d ,d h -f-  Jcdr  — (J.du  -f"  J^dfl  + J,dy  , 

wo  J„  und  ./„  die  Integrale  repräsentiren : 

J„  = 2<t>ee,  -t-  2ve;  (x—x ,yihD» , 

J.  = XX  [ 2<t>00,  -+-  2 VE)  (ys,  — 2//,  ] ßsö«,  , 

wahrend  Jb,  Jc  und  ./, , Jy  von  analoger  Bedeutung  sind.  Führt 
man  an  Stelle  von  <J>  eine  etwas  andere  Function  f ein,  mit  jener 
verbunden  durch  die  Relation: 

(41.)  2<t>  = 4 /{/"  , 

so  können  die  Integrale  J„  und  durch  Anwendung  der  Formeln 
(14.)  in  folgende  Gestalt  versetzt  werden: 

(42.)  J„  = vv((2V  — 2 /’) E (x  — x,)] DxDst , 

(43.)  J,  = *i’[(SV  - 2p)E {yzt  - zy ,)  - /'  Br,  - rB,)]D#D«t , 

wo  A,  B,  T,  A, , B, , T,  die  Uichtungscosinus  von  Üs,  D»t  vorstcllen. 
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Nach  unserer  Annahme  ist  das  Integral  ./  immer  Null,  wie  be- 
schaffen die  beiden  starren  Hinge  hinsichtlich  ihrer  Gestalt,  Lage 
und  Bewegung  auch  sein  mögen.  Gleiches  gilt  daher  nach  (40.1 , 
weil  da,db,dc,  du,  dfl,  dy  \on  einander  unabhttngige  willkührlichc 
Grössen  sind,  auch  von  Ja,  Jb,  Jr , J„,  V,,  Jf. 

Es  wird  also  z.  B.  das  Integral  J„  (4SI.)  Null  sein  für  jedes 
beliebige  Paar  von  Hingen;  ob  dieselben  starr  oder  biegsam  sind 
kommt  beim  Integral  Ja  nicht  weiter  in  Betracht,  weil  dasselbe  die 
zeitlichen  Differentiale  d nicht  enthalt,  also  lediglich  ahhüngt  von  der 
augenblicklichen  Gonliguratiou.  Aus  diesem  Verschwinden  des  Inte- 
grals Ja  (42.)  folgt  nun  durch  Anwendung  des  Satzes  (26.)  sofort, 
dass 

(44.)  'H  — fl  = Gunst.,  etwa  = C 

ist. 

Mit  Hücksicht  hierauf  kann  das  Integral  (43.)  so  dargeslclll 
werden : 

( 45.)  J„  = 2 C . ±'XE{yz,  — zy,)  Ihlh,  — ± Br,  — TB,)  Ihlh, . 

Nun  ist  nach  einer  früher  benutzten  Formel  (12.): 

- *.)  £ » = ^ « D*l)*'  ’ 

oder  weil  = — 2E  (4.)  ist: 

— 2 2’ v;;/z,  — zyt)ED*lkt  = ^'«(Br,  — TB  . 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  ( 4ö.),  so  folgt  sofort: 

,46.)  J„  = - 22{CH  + n (Br, -TB t)D»lht\ 

= — yy{CR  + D ( Ihjl): , — Ihlhß  . 

Ebenso  wie  J„ , ebenso  verschwindet  auch  J,,  für  jedes  beliebige 
Paar  von  Hingen.  Durch  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (17.) 
folgt  daher  aus  (46.)  sofort,  dass 

Clt  -4-  /'  = Gonst. 

ist ; und  hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  It : 

(47.)  C-t-(l  = 0. 

Gombinirt  man  diese  Relation  mit  der  in  (44.)  gefundenen: 

'V-f'  = C, 
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so  erhall  man  augenblicklich 

V = 0 und  f'  = — C , 
oder  mit  Rückblick  auf  ^41.) 

(48.)  V = 0 und  0=0. 

Dies  sind  die  (Konsequenzen,  zu  welchen  die  ursprünglich  über  das 
Integral  ./  (37.  gemachte  Annahme  hingeleitet  hat. 

Jenes  Integral  kann,  weil  dH  = irdr  ist  . auch  so  geschrieben 
werden : 

./  = ZXfirQeQ,  -+-  2rW;drlhIh,. 

Setzt  man  daher  2r<t>  = </  und  ir'V  = y,  so  gelangt  man  zu  fol- 
gendem Resultat. 

Neunter  Satz.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
tp  = tp[r)  und  i p = i p{r)  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

(40.)  ±'X((fQQt  ■+■  \fiE)drDsD», 

für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  belie- 
biger Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  dazu  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  tp  und  y identisch  Null  sind. 

lim  dieselbe  Untersuchung  durchführen  zu  können  für  das  com- 
plicirtere  Integral : 

50.  V = 2'2'[  1/00,  -f-  i/'E  f/r  -+■  fOdQ i -+-  </0|i/0  ■+■  hdEMkIh\ , 

wo  tp , y,  /',  fj . h fünf  unbekannte  Functionen  von  r vorstellen  sollen, 
ist  zu  bemerken,  dass  dieses  Integral  auf  die  Form  des  früheren 
Integrals  40.  zurückgeführt  werden  kann.  Vermittelst  geeigneter 
Transformationen,  von  denen  im  folgenden  tj.  die  Rede  sein  wird, 
findet  man  nämlich: 

(51 .)  y = [(/,  - f ) 00,  -I-  * e]  dr Delhi  , 

wo  /, , .1/  die  Bedeutungen  haben: 

(52.a)  L = \<p  + y)  — (f  -+-  ij)  + rh" , 

M = rtp  — ( f -+-</)-+-  rh“ , 

so  dass  also 

(52. b)  L — M’  = tp  — ry/  — h . 
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Gehl  man  nun  wiederum  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  das  Inte- 
gral V für  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  Bewegung  ver- 
schwindet, so  folgt,  durch  Anwendung  des  Satzes  L9.)  sofort,  dass 
I.  und  M identisch  Null  sind.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutungen 
von  L.  Jf  (52. a,  b ergiebt  sich  daher  folgender  Satz. 

Zehnter  Satz.  Sollen  fünf  unbekannte,  nur  von  r ab- 
hängende Functionen  ip,  tp,  /',  g,  h von  solcher  Beschaffen- 
heit sein,  dass  das  Integral 

53.)  22  [i>00,  igE )dr  ■+■  /Q(/0,  + </0,r/0  -I-  InlE  Dslh, 


für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger 
Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  erforderlich  und 
ausreichend,  dass  jene  Functionen  durch  die  Relationen 


(54.) 


ry>  = / +■  < i) 

np‘  = rf  — h' 


mit  einander  verbunden  sind. 


rh' , 


§•  «. 


Fortsetzung.  — Betrachtung  solcher  Ringe,  welche  biegsam 
und  mit  G i e i l s l e 1 1 o n versehen  sind. 


Es  soll  hier  diejenige  Transformation  dargelegt  werden,  von 
welcher  zu  Ende  des  vorigen  §.  beim  Liebergang  von  (50.)  zu  51.  1 
die  Rede  war.  Für  die  Zwecke  unserer  späteren  elektrodynamischen 
Untersuchungen  wird  es  dabei  zweckmässig  sein,  diese  Transformation 
in  allgemeineren  Umrissen  durchzulührcn , nämlich  anzunehmen, 
dass  die  betrachteten  Ringe  biegsam  und  ausserdem  auch  mit  be- 
liebig vielen  Gleitstcllen  behaftet  sind,  so  dass  also  bei  einer  Be- 
wegung der  Ringe  nicht  nur  ihre  räumliche  Lage,  sondern  (in 
Folge  der  Biegsamkeit  und  der  Gleitstellen)  auch  ihre  Gestalt  von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert.  — Wir  beginnen  mit  einigen 
Hülfsätzen. 

Ilitlfsatz  I.  Die  zur  Zeit  t im  Ringe  (*)  enthaltenen  Ele- 
mente seien  bezeichnet  mit  /)»;  andrerseits  aber  seien  die- 
jenigen Elemente,  welche  (in  Folge  der  Gleitstellen)  wäh- 
rend der  Zeit  dt  in  den  Ring  neu  eintreten  oder  aus  ihm 
ausschcidcn,  angedcutet  durch  As.  und  zwar  der  Art,  dass 
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unter  A*  die  mit  (-»-  1'  multiplicirlen  Längen  der  eitUretendeu, 
hingegen  die  mit  ( — I multiplicirlen  Längen  der  auxxcheidenden 
Elemente  zu  verstehen  sind.  Ferner  seien  tp  und  i />  belie- 
bige Functionen  derjenigen  Entfernung  r,  welche  irgend 
ein  Punkt  des  Kinges  von  einem  gegebenen  Ccntralpunkl  0 
besitzt;  endlich  seieu  dr,  dtp,  d\p  die  der  Zeit  dl  entspre- 
chenden Zuwachse  *)  von  r,  tp,  tp . — Alsdann  gilt  die 
Formel: 


(55.) 


wo  die  Summe  rechter  Hand  aus  dixcreten  Gliedern  besteht, 
und  zwar  aus  ebenso  vielen  Gliedern,  als  Elemente  As  vor- 
handen sind. 

Beweis.  • — Die  einzelnen  Theile,  aus  denen  der  Ring  (s)  be- 
steht, tätigen,  wie  sie  in  der  fitr  den  Hing  von  Hause  aus  festge- 
setzten Uiulaufrichtung  aufeinander  folgen , bezeichnet  sein  mit 
A\  /T,  A',  A"",  ..... 

In  derselben  Richtung  sind  die  Bogenlängen  zu  rechnen;  s auf  .4'. 
x"  auf  AI',  u.  s.  w. , und  zwar  von  irgend  welchen  Anfangspunkten 
0',  0",  ....  aus,  die  auf  den  einzelnen  Thcilen  A’ , .4",  ....  ein 
fUr  allemal  festgesetzt  sind. 

Wir  l»etrachten  insbesondere  die  Stelle 

A',  g,  A", 

wo  >j  den  zwischen  Ä und  A"  vorhandenen  Gleitpunkt  vorstellen 
soll , und  denken  uns  in  den  Thcii  A'  zwei  Marken  m und  3/'  ein- 
geschnitten, welche  die  Lage  des  Gleitpunktes  < j zu  den  Zeiten  I und 
l ■+■  dt  angeben;  in  gleicher  Weise  mOgen  die  Lagen,  welche  jener 
Gleitpunkt  tj  auf  A"  zu  den  Zeiten  t und  l -t-  dt  besitzt,  ebenfalls 
durch  zwei  in  A"  eingegrahene  Marken  m"  und  M"  angedeutet  sein. 
Sind  x und  s + dx'  die  (auf  A’  gemessenen)  Bogenlängen  von  m 


*}  I lenkt  inan  sich  den  Hing  (t)  oder  die  einzelnen  Theile,  aus  denen  er  brslrhl, 
materiell,  etwa  dargeslellt  durch  ein  System  \ on  brüllten , so  ist  unter  jeilem  r die 
Entfernung  eines  bestimmten  Mnlecüls  von  jenem  Ccntralpunkl  ü zu  verstehen: 
so  dass  also  r und  r + dr  diejenigen  Entfernungen  vorstellen,  welche  ein  und  das- 
selbe Moleciil  zu  den  Zeiten  t und  t + dt  von  jenem  Punkte  0 besitzt.  Analoges  gilt 
liatürlieh  für  (p  und  tp. 
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und  M' , so  wird  ds' , falls  es  positiv  ist,  ein  während  der  Zeit  dl 
neu  in  den  Ring  eintrelendes  Kleinem  vorstellen,  hingegen,  tails 
es  negativ  sein  sollte,  die  mit  ( — t)  mullipliciric  Länge  eines 
während  der  Zeit  dl  ausscheidenden  Elementes  repräsentiren.  In 
beiden  Fällen  wird  daher  ds  mit  As'  zu  bezeichnen  sein,  zufolge 
des  bei  (55.)  für  A festgesetzten  Gebrauches.  Umgekehrt  verhält 
es  sich  mit  den  (auf  X'  gemessenen)  Bogenlängen  x und  «T  -+-  du“ 
der  Marken  m"  und  M" ; man  lindet  nämlich  leicht,  dass  ds"  iden- 
tisch ist  mit  ( — I }As".  Demgemäss  haben  wir  also  die  Formeln: 

(56.)  du'  = -4-  As  , 

dx"  = — As". 

Der  Gleitpunkt  ij  bewegt  sich  während  der  Zeit  dl  aus  doppel- 
tem Grunde,  einmal  weil  er  fortgelragen  wird  durch  die  dem  Theile 
A zuertheilte  räumliche  Bewegung,  andrerseits,  weil  er  gleichzeitig 
längs  X \on  der  Marke  m zur  Marke  M'  fortwandert.  Sind  daher 
ij  und  G diejenigen  Orte  des  Raumes,  welche  der  Gleitpunkt  ij 
zu  den  Zeiten  I und  l ■+■  dt  oeeupirt,  so  wird  die  durch  ijG  reprä- 
sentirte  wirkliche  Bewegung  des  Gleitpunktes  in  zwei  partielle 
Bewegungen  zerlegbar  sein,  von  denen  die  erstere  identisch  ist  mit 
der  räumlichen  Bewegung  der  Marke  m , während  die  letztere  dar- 
gestellt wird  durch  eine  auf  dem  ruhenden  X von  m nach  M'  ge- 
hende Verschiebung.  — Die  Werlhe,  welche  die  Function  ip  für  die 
Marke  m zu  den  Zeilen  l und  ( -+-  dt  besitzt,  sind  zu  bezeichnen 
mit  y und  ip'  -+-  dpi ; andrerseits  sind  diejenigen  Werthe,  welche  i p 
im  Augenblick  l rcspective  für  in  und  W besitzt  zu  bezeichnen  mit 
pp  und  dx , wo  dx  das  früher  [hei  (56.)]  besprochene  Bogen- 
differential  vorstellt.  Die  jenen  beiden  partiellen  Bewegungen  ent- 
sprechenden Zuwächse  von  xp  sind  also  dargestcllt  durch 

dtp'  und  ^ ds' ; 

folglich  wird  der  der  totalen  oder  wirklichen  Bewegung  i/G  des 
Gleitpunktes  entsprechende  Zuwachs  von  i p den  Werth  haben: 

(57.a)  dtp'  -+-  ^ ds' . 

Ebenso  ergiebt  sich  nun  aber  andrerseits  durch  eine  an  den 
Theil  X'  angelehnte  Betrachtung,  dass  dieser  der  wirklichen  Bewe- 
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gung  gG  entsprechende  Zuwachs  von  tp  auch  ausgedruckt  werden 
kann  durch 

» 

(57.b'i  dg"  -+-  ^ du"  . 

Durch  Gleichsetzung  der  beiderlei  Ausdrücke  57. a,  b folgt 
sofort : 

(57.  c..  dtp'  - dtp'  = - ^7ds  - d*")  , 

eine  Formel , welche  mit  Kiicksicht  auf  56.)  auch  so  geschrieben 
werden  kann : 


|57.d 


dg,'  - dg"  = - A x £ As  ) . 


Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nun  über  zur  eigent- 
lichen Aufgabe.  Das  zu  behandelnde  Integral 


(58.) 


J = Äs- 


kulin , indem  man  die  Integration  der  Reihe  nach  über  die  einzel- 
nen Theile  ,1  , A" , A" . A"" , ....  hinerslreckt,  und  die  Resultate 
dieser  einzelnen  Integrationen  zusammenfasst,  in  folgende  Form  ver- 
setzt werden : 


1 59.  J = ®(qp'</<//  — tf"d tp“)  , 

wo  tp' , dtp' , i/  ',  dtp".  ebenso  wie  in  '57. a,  b,  c,  »1 1 , die  dem  Gleit- 
punkte g oder  vielmehr  den  Marken  m , m"  entsprechenden  Grössen 
vorstellen,  und  wo  das  Zeichen  © andeutet,  dass  mit  tp'dtp — <p"dtp‘ 
analoge  Ausdrücke  der  Reihe  nach  für  sümmtlichc  Gleitstellen  des 
Ringes  zu  bilden,  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  sunimiren  sind.  Da 
</'  und  (/  die  Werthe  von  tp  für  die  Marken  m und  m"  zur  Zeit  / 
vorstellen,  diese  Marken  zu  jener  Zeit  aber  mit  einander  coincidiren. 
so  ist 

60.)  tp'  = tp'; 

so  dass  man  die  Formel  50.'  also  auch  so  schreiben  kann: 


61.'  ./  = ® tp  [dtp  — dtp"  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  57. d auch  so: 


62. 


./  = _6,,'(£av 


iti'i* 
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oder  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (60.)  auch  so: 

63.)  J = — © (V  y'1,  As'  ■+■  (fr  ^ Ax")  , 

wofür  otfenbiir  kürzer  geschrieben  werden  kann  : 

6i.  i J = — © • 

Ersetzt  man  endlich  das  auf  sämmtliehe  As  sich  beziehende  Summen- 
zeichen © durch  den  Ruchslaben  .i’,  so  erhält  man  den  in  (55.) 
angegebenen  Ausdruck;  \v.  z.  z.  w. 

Hemerliiiiuj.  Für  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (55.)  ist 
es  offenbar  vollkommen  gleichgültig,  ob  der  angenommene 
Centralpunkt  0 absolut  fest  liegt,  oder  in  Bewegung  begrif- 
fen ist.  Ebenso  erkennt  man  aus  der  für  die  Formel  gege- 
benen Deduclion  sofort,  dass  man  in  ihr  an  Stelle  von  <p 
jede  beliebige  längs  dex  Ringes  {*;  stetige  Function  zu  nehmen  be- 
fugt ist,  einerlei  ob  dieselbe  von  r oder  von  irgend  wel- 
chen andern  Argumenten  abhüngl. 

Es  sei  nun  ausser  .(*)  noch  irgend  ein  zweiter  Ring  (*i)  gege- 
ben, der  ebenfalls  biegsam,  mit  Gleitstellen  versehen  und  in  belie- 
biger Bewegung  begriffen  ist.  Irgend  eines  von  denjenigen  Elementen, 
welche  zur  Zeit  t im  Ringe  '#i)  enthalten  sind,  sei  bezeichnet  mit  / W 
Alsdann  können  wir  die  Formel  55. 

Ds  = _ nV^a* 


in  Anwendung  bringen,  indem  wir  unter  den  r diejenigen  Entfer- 
nungen verstehen,  welche  die  Elemente  des  Ringes  x von  jenem 
speciellen  Elemente  Ds , des  Ringes  *i  besitzen.  Gleichzeitig  können 
wir  statt  tp  die  ebenfalls  längs  (*  stetige  Function 


oder 


<b| 


emtreten 


lassen ; so  dass  sich  also  ergielü : 


•)  Hs  würde  n lebt  erlaubt  sein  , die  Function  ^ eintreten  zu  lassen  ; denn 

dies«  ist,  falls  der  Rinn;  * irgend  welche  Ecken  besitzt , nicht  mehr  stetig  längs 
' sondern  in  jeder  Kcke  mit  t*:ner  Unstetigkeil  behaftet. 
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Durch  Multiplication  dieser  Formel  mit  Ds,  nnd  Integration  Uber  alle 
Ds i folgt  sofort : 

n*ih' = - t**0*'  ■ 

= -f-  ,i\i’ip'ip'00|A*ftsi . 

In  solcher  Weise  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz. 

Holfsatz  II.  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleitstellen  ver- 
sehene Ringe  (*)  und  (*i)  in  irgend  welchen  Bewegungen 
begriffen,  und  versteht  man  unter  q und  tp  beliebig  gege- 
bene Functionen  von  r,  so  finden  die  Formeln  statt: 

(G5.a)  1 ft?  dy)  DsDs,  = XZf'y'ee, A*D«, , 

(65. b)  AA  jj( (£  dip)DsDst  = 2'2>yee,/)sAÄ1  . 

Dabei  ist  As  in  dem  bei  (55.)  angegebenem  Sinne  gebraucht 
zur  Bezeichnung  der  wahrend  der  Zeit  dl  in  den  Ring  (*) 
eintretenden  oder  aus  ihm  ausscheidenden  Elemente;  und 
andrerseits  As,  in  analogem  Sinne  gebraucht  für  den  Ring  (*t  ■ 
Endlich  mag  noch  folgender  lltllfsatz  hinzngefttgt  werden. 

Hülfsalz  111.  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleitstellen 
versehene  Ringe  (*)  und  («i)  in  irgend  welchen  Bewegungen 
begriffen,  so  findet  immer  die  Formel  sjatt: 

(66  ) ^ = 0 • 

Hier  sind  wiederum  unter  ip,  i/>  beliebig  gegebene  Functio- 
nen von  r zu  verstehen. 

Beweis.  Versteht  man  unter  F einen  beliebigen  durch  die  re- 
lative Lage  zweier  Elemente  Ds  und  Ds,  bedingten  Ausdruck,  so 
wird  der  Zuwachs,  welchen  «las  Uber  die  beiden  in  Bewegung  la‘- 
griHeucn  Ringe  (*)  und  V)  ausgedehnte  Integral 

yyFüsDs, 

wahrend  der  Zeit  dl  erfahrt,  darstellbar  sein  durch: 

(67.)  d[£2FD*Di,)  = ZZdFDsD»,  -+-  ZXFAslh,  + AAFIhA, , 

wo  Ax  und  A.x,  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (65. a,  b).  Setzt 
mail 
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(68)  F — » 

wo  f eine  nur  von  r abhangende  Funtiion  vorstellen  soll,  so  werden 
offenbar  die  Integrale 

2'2'FDsDs\ , 2FD* , l FDs, 

identisch  Null;  so  dass  in  diesem  Kall  die  Formel  (67.)  sich  re- 
ducirt  auf 

(69.)  0 = IXdFIhlk, . 

Diese  Gleichung  aber  nimmt,  falls  man  fflr  F seine  ihm  zuertheille 
Bedeutung  (68.)  wirklich  substiluirt,  die  Gestalt  an: 

(70.)  0 = D*D«'  • 


Hieraus  folgt  sofort  der  zu  beweisende  Satz  (66.) , wenn  man  die 
Function  f mit  den  gegebenen  Functionen  ip,  y durch  die  Helatiou 
/'  = tpy  verbunden  denkt. 

Wir  kommen  nun  endlich  zu  derjenigen  Transformation,  für 
deren  Begründung  die  vorangeschickten  liülfsiitze  erforderlich  sind. 
Diese  Transformation  ist  folgende. 

Eilfler  Satz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit  Gleit- 
stellen versehene  Ringe  (*)  und  (*,)  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen, und  versteht  man  unter  tp,  xp,  f , y,  h beliebig 
gegebene  nur  von  r nbhilngende  Functionen,  so  kann  das 
über  jene  Ringe  ausgedehnte  Integral 

(74. a)  Y = ^'i'[((^00|  -4-  xpE)dr  -f-  fBtlO , ■+■  tj&itlQ  -t-  hdElkfk, 

immer  in  die  F'orm  versetzt  werden: 

(7  4 .1»)  Y = 2‘2’  [(/.  — 00,  + “ E J drlkfk, 

•4-  yy  l(rF  — 00,  l)xAst  + rh  — y 00,  A*/)*,] , 

wo  /-,  M die  Bedeutungen  haben: 

(7  I .c)  L = (qi  ■+■  xp)  — • [f  - 1-  y)  ■+■  rh  , 

M = rw  — 7 -4-  g)  -t-  rh'  . 


Dabei  sind  Av  und  Ax,  in  demselben  Sinne  gebraucht 
i n (65. a,  b). 

Beweis.  Nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Relationen  4.): 


(Um) 


0 = 


dr 
3t  > 


0,  = 


Ar 
Ar,  ’ 


E = 00,  — r 


A «r 


wie 


r 
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und  auf  die  hieraus  fliessende  Formel : 

(72.l>  (IE  = 0d0,  -+■  0,d0  — (Ir  — 

so  kann  das  vorgelegle  Integral  (7 1 ,a  so  geschrieben  werden: 

.)  1'  = ^'[(<^00,  +E-A j£,)fr-*r gg  +([■*- 1(  0'/0,  + [y+li' Ö,(/0  J lixlh,. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

(74;  f=F,  g = G\  h = //', 


so  ergiebt  sich  mil  Rücksicht  auf  72.a)  leicht: 

e / i r\  in  ' p I ■ dr  ödf*  ö[h  + Hi  ddr 

1/  +W-J0,  = - I / + *)  J,.  3(1  = sr-  ■ 

oder  was  dasselbe  ist : 

f -t-h'ede,  = 

Analog  ergiebt  sieb: 

u,  a ja  3 /d[C  + « . <V(G  -i- «, 

,*.)  (g  + &)e,de  = - ÄJ  (-^5-  drj  -+- 

Kerner  erlüilt  man  durch  leichte  Transformationen *) : 


<>* 


dr 


0 


iVF  + Hi 

3»(Vi, 


dr 


dr. 


ö*  \ 


0 + £,(*"*•)- 


d*(Ar.dr  <V(Ar|  ^ 


d«d«i 


Endlich  wird  mit  Rücksicht  auf  72.a) : 

(5.  (y-00,  -4-  W’E  — /l  £5~)  dr  ~ ~ [(V+V')^  +(»T+*^]*- 

Subslituirt  man  diese  Werthe  («.  , /?.),  (d.)  in  der  Formel  (73.), 

so  erliUlt  man : 


w V - a*[c*  + * <Z+)  - i (£  *)  - «Sri 


/>*/>*, 


wo  {',  r,  IV  die  Bedeutungen  haben: 


70. 


d*if.+  C + iH  — Ar)  , . 3r  3r 

3^ V 3„ 


ipr  -h  Ir 


<w 

5*5*1  ’ 


*)  Hs  ist  nämlich  identisch  : 


o'*11"  - Ä ( 
” 3id»,  3>l 

- 9 1 
3>,  ' 

:»o- 

3 , 

. » ( 

_ &[PQ 

_ iJ 

k Ä»l/ 

l 3j/ 

dfSl| 

oiler  falls  inan  das  erste  Glied  linker  Hand  auf  d>e  rechte  Seite  wirft : 


Setzt  man  hier  aber  hr  für  Q und  Jr  für  P . so  erhält  man  die  obige  Formel  (/•!• 
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(77.)  V = rh  — F — H , W = rh  - G - H. 

Da  f-,  g,  h,  F,G,  H,  also  auch  V,  ff  lediglich  von  r abhangen,  so 
folgt  durch  Anwendung  der  Satze  (65.a.  b)  und  (66.)  sofort: 

22  £ ( j*'  drj  DsD» , = vv  ree,  &&,■, , 

22 1 Qj  dr)  Dslh , = wee^lh,  / 

SX*%*Llklkl  =0; 

so  dass  also  die  Formel  (75.)  übergeht  in : 

(78.)  y = 22Ud rüsDsi  -t-  22{veetihA*t  -+-  wee^/h,) . 

Nun  findet  man  durch  weitere  Entwickelung  des  Werthes  von 
U (76.)  und  mit  Rücksicht  auf  (74.): 

tt  f dr  ir  ,»  dV 

4ii»i  ‘ dids,  ’ 

oder  (was  dasselbe  ist,  vergl.  (72. a)] : 

(79.a)  U=  (t-^ee.+fE, 

wo  L , itf  die  Bedeutungen  haben : 

HO  ,>  L = (v  + v)  ~ (f  -*-y)  ■+■  rh" , 

M=  r<p  - (f  + </)  + rh' . 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (77.)  mit  Rücksicht  auf  (74.): 

(79. c)  V =r  h'-r, 

(79.d)  W — rh'  — g. 


Denkt  man  sich  endlich  die  Werthe  (79. a,  b,  e,  d)  in  die  Formel 
(78.)  suhstituirt,  so  wird  diese  identisch  sein  mit  der  in  (71. b,  c) 
angegebenen;  w.  z.  z.  w. 

Zwölfter  Satz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit 
Gleitstellen  versehene  Ringe  (*)  und  (*i)  in  willkührlichen 
Bewegungen,  und  sollen  die  noch  unbekannten,  nur  von  r 
abhangenden  Functionen  tf,  tp,  f,  g,  h von  solcher  Beschaf- 
fenheit sein,  dass  das  über  die  Ringe  ausgedehnte  Integral 

(80. a)  V = 22 ■+■  ipE) dr  -+•  fddO , -+-  gQtdQ  ■+■  hdE  IhDx, 
wahrend  jener  Bewegungen  fortdauernd  Null  bleibt,  so  ist 

AUui4l.  d.  K.  S.  CckIIkV  d.  WtiteiiKh.  XV.  31 
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erforderlich  und  ausreichend,  dass  <p,  y,  f,  g,  h durch  die 
Relationen 

(80. b)  ip  = /',  y = A',  f = g = rh' 

mit  einander  verbunden  sind. 


Beweis.  Das  vorgelegte  Integral  V kann  durch  Anwendung 
der  Transformation  (71. a,  b,  c)  in  folgende  Gestalt  versetzt  werden: 
(8 1 .)  Y=U-t-  2 ( VA*)  + v ( WA*,) , 

wo  V,  V,  IV  gewisse  Integrale  vorstellen,  die  nur  noch  von  den 
I) ft,  /)*,  abhttngen,  hingegen  unabhängig  sind  von  den  A* , A, . 

Zu  den  willkilhrliehen  Bewegungen  der  beiden  Ringe  (*)  und 
(*,)  gehören  auch  solche,  bei  denen  die  A«,  A*,  sämmtlich  Null  sind, 
bei  denen  die  Ringe  sich  also  der  Art  verhalten,  als  wären  Gleit- 
stellen nicht  vorhanden,  ferner  auch  solche,  bei  denen  die  As,  Aa, 
alle  verschwinden  mit  Ausnahme  eines  einzigen  A*,  oder  mit  Aus- 
nahme eines  einzigen  A*i . Soll  also  das  Y (81.)  jederzeit  Null  sein, 
so  ist  dazu  erforderlich,  dass  die  Ausdrücke 
(82.)  U , VA* , IVA*,  , 

einzeln  genommen,  jederzeit  Null  sind;  und  selbstverständlich  ist 
solches  für  den  genannten  Zweck  auch  ausreichend. 

Nach  (7l.a,b,c)  haben  die  Ausdrücke  (82.)  aber  folgende  Werthe: 

(85. a)  V = yy  [(l  - *)  00,  -i-  £ e]  drthlhx , 

(83. b)  VA*  = A*  . y(rh  — g ©0,/ix, , 

(83. c)  IVA*,  = As, . y ( rh'  — f 00,/>.\  , 


wo  L, 
(84.) 


M die  Aggregate  bezeichnen: 

L = (y-t-y)  — (/'-+- g)  ■+■  rA" , 
M = ry  — ;/  -t-  g)  -t-  rh' . 


Die  zum  jederzeitigen  Verschwinden  von  Y erforderlichen  und  aus- 
reichenden Bedingungen  sind  daher  folgende: 


(«.) Das  Integral  L (83. a)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  von  Ringen  (*) , (*,) ; 

( ß .) Das  Integral  VA*  (83. b)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  A*,  (*i) , d.  i.  für  jeden  Ring  (*,)  und 


jedes  daneben  angenommene  Lmienelement  A* ; 
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( y .) Das  Integral  WA*i  (83.c)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  A$i , («). 

Die  Bedingung  («.)  ist,  wie  aus  dem  Satze  (49.)  sich  leicht  er- 
giebt,  äquivalent  mit  den  beiden  Bedingungen  L = 0,  M = 0,  also 
nach  (84.)  äquivalent  mit  den  Bedingungen: 

(v+v)  — (f +»')  + rh"  = 

(85.  a) 

ry—(f+g)  -t-rh  =0. 


Andrerseits  sind  die  Bedingungen  (ß.)  und  (y.),  nach  Satz  (36.a,  b), 
äquivalent  mit  den  beiden  Bedingungen : 

rh'  — y — 0 , 
rh'  — f = 0 . 


(85./?,  y) 


Soll  also  das  vorgelegte  Integral  Y für  willkilhrliche  Bewegungen 
der  beiden  Hinge  jederzeit  verschwinden,  so  ist  dazu  erforderlich 
und  ausreichend,  dass  tp,  yj,  f,  y,  h durch  die  Relationen  (85. o,  ß , y) 
mit  einander  verbunden  sind.  Diese  Relationen  aber  sind,,  wie  leicht 
zu  Ubersehen  ist,  äquivalent  mit  den  in  (80. b)  angegebenen.  Somit 
ist  der  vorgelegte  Satz  bewiesen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Ueber  das  allgemeine  Princip  der  lebendigen  Kraft. 


§•  ‘ 


Die  pondoromotorischen  Pu nda  ui enla Igteich u n gen. 


Sind  x,  y , z und  x' , z die  Coordinaten  und  Geschwindig- 
keiten eines  ponderablen  Massenelementes  DM,  so  pflegt  man  die 
der  Zeit  dl  entsprechenden  Geschwindigkeitszuwtlchse  dx' , dy" , dz 
in  folgender  Weise  auszudrttcken : 


(l.a) 


dx'  = 


X.dt 
DM  ’ 


dy  = 


r.d  i 
DM  ’ 


dz' 


7.. dt 
DM  • 


Die  hiedurch  definirlen  X,  V,  Z heissen  die  (Komponenten  der  auf 
Ü3I  ausgetlbten  ponderoniotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die  Zeit- 
einheit; so  dass  also  Xdt,  Ydl,  Zdt  zu  bezeichnen  sind  als  die 
(Komponenten  der  während  des  Zeit el einen tes  ausgetlbten  Kraft. 
Setzt  man 

30* 
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(l.b)  T=l)Mx-^f±^, 

so  folgt  aus  (l.a)  durch  bekannte  Operationen: 

(I  .c)  dT  = (AV  -+■  Yy  -+-  Zz')dl , 

= Xdx  Yd fi  Zdi  . 

Dieses  dT  oder  Xdx  -+-  Ydy  ■+■  Zdz  ist  nach  Belieben  als  neu 
entstandene  lebendige  Kraft  oder  als  eine  gewisse  Arbeit  aufzufassen, 
und  wird  daher  (genauer  ausgedrüekt)  als  dasjenige  Quantum  leben- 
diger Kraft  oder  ponderoinotorischer  Arbeit  zu  bezeichnen 
sein,  welches  in  der  Masse  DM  wahrend  der  Zeit  dt  von  der  Kraft 
X,  Y,  Z hervorgebracht  ist. 

Das  Quantum  dT  ist  in  Bezug  auf  X,  V , Z linear,  und  kann 
also,  falls  die  Kraft  X,  V,  Z aus  irgend  welchen  partiellen  Kräften 
Xh , Yh , Zk  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  entsprechende  Theile 
(dT)h  zerlegt  werden: 

(l.d)  ( dT)k  = (X>'  ■+-  Yty‘  -+-  Zkz)dl , 

= Xkdx  -t-  Y„dy  -h  Z„dz  . 

Alsdann  reprösentiren  dT  und  (dT)h  diejenigen  Quanta  lebendiger 
Kraft  oder  ponderoinotorischer  Arbeit,  welche  im  Elemente  DM  wah- 
rend der  Zeit  dl  respective  durch  die  totale  Kraft  X,  Y,  Z und 
durch  die  partielle  Kraft  X„  V„  Zk  hervorgerufen  sind. 

Die  Formeln  (t.a)  sind  gültig  für  ein  absolut  festes  Koordinaten- 
system, und  sind  daher  (wie  aus  den  Formeln  selber  durch  Trans- 
formation folgt)  .nicht  mehr  gültig  für  ein  in  Bewegung  begriffenes 
Koordinatensystem.  Gleiches  mit  offenbar  von  den  übrigen  Formeln 
(l.b,  e,  d). 


§•  2. 


Die  elektromotorischen  Fundamentalgleichungen. 


Es  seien  u,  v,  w die  elektrischen  Strömungen  an  irgend  einer 
Stelle  x , y , z eines  gegebenen  Körpers,  folglich  w Du  dt , vDbdt , 
tr  De  dl  diejenigen  Quanlititten  elektrischer  Materie,  welche  an  jener 
Stelle  durch  drei  gegen  die  Coordinalenaxen  senkrechte  Flächen- 
elemente Da,  Db , De  während  der  Zeit  dt  hindurchftiessen.  Alsdann 
pflegt  man  die  Grössen  u dt,  vilt,  will  in  folgender  Weise  auszu- 
drücken : 
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(2.a)  « dl  = kXdl , v dt  = ksJ)dl , iv  dt  — k$dl , 

wo  k die  elektrische  Leitungsßthigkeit  des  Körpers  vorslellt.  Die 
hiedurch  deünirlen  X,  g),  3 heissen  die  Coinponenten  der  im  Punkte 
x,  y,  i vorhandenen  elektromotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die 
Zeiteinheit,  so  dass  also  Xdt,  $)dl,  3 dt  die  Coinponenten  der  wah- 
rend des  Zeit  eie  me  nt  es  ausgeübten  Kraft  zu  nennen  sind. 

Denkt  man  sich  an  der  Stelle  x,  »/,  z im  Innern  des  Körpers 
ein  unendlich  kleines  Volumen  DV  abgegrenzt,  und  setzt  man: 

(2.b)  dQ  = -9£!»  , 

so  folgt  aus  (2.a)  sofort: 

(2.c)  dQ  = (Xu  -+-  jJ)e  -+-  3«')  I)  y dt , 

= yiDVdt, 

wo  « die  Strömung  selber  (also  die  Resultante  von  n,  v,  tu),  und 
SJ>  die  Componente  der  Kraft  X,  3) , 3 nach  der  Richtung  von  i 
vorstellt. 

Die  Grösse  dQ  (2  b)  reprüsentirt , nach  dem  Jo  ul  e’schen  Gesetz, 
dasjenige  Warmequantuni,  welches  im  Volumen  DY  wahrend  der 
Zeit  dt  in  Folge  der  elektrischen  Strömung  «,  r , ir  oder  (was  das- 
selbe) in  Folge  der  Kraft  V , )I) , 3 sich  entwickelt. 

Das  Quantum  dQ  ist,  nach  (2.c),  in  Bezug  auf  X,  3),  3 linear, 
und  kann  daher,  falls  die  Kraft  I,  3 a,,s  irgend  welchen  par- 
tiellen Kräften  Xk,  3)*,  3*  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  ent- 
sprechende Theile  (dQ) * zerlegt  werden: 

(2.d)  (dQ),  = (£*«  -+-  3)*r  -+-  3*“') D . 

= yjovdt. 

Alsdann  repräsentiren  dQ  und  (dQ)k  diejenigen  Würmequantitaten, 
welche  im  Volumen  DY  wahrend  der  Zeit  dt  respective  durch  die 
totale  Kraft  3E,  3),  3 u,u*  durch  die  partielle  Kraft  $*,  g)* , 3* 
hervorgebracht  werden. 

Die  Formeln  (2.a)  sind  gültig  für  ein  mit  dem  Körper  starr 
verbundenes  Coordinatensystem,  und  sind  (wie  aus  jenen  For- 
meln selber  durch  Transformation  folgt)  ebenso  auch  noch  gültig 
für  ein  Coordinatensystem,  dessen  relative  Lage  zum  Körper  von 
Augenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger  Weise  sich  ändert.  Analoges 
gilt  offenbar  von  den  F’ormeln  (2.b,  c,  d). 
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§•  3. 


Die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  den  elektrischen 
Strömungen  und  Ladungen. 


Finden  in  einem  gegebenen  Körper  elektrische  Strömungen  statt, 
so  werden  hiedurch  die  elektrischen  Ladungen  der  einzelnen  Ele- 
mente des  Körpers  von  Augenblick  zu  Augenblick  geändert  werden. 
Der  gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  den  Componenten  u,  v,  ir 
jener  Strömungen  und  zwischen  den  Dichtigkeiten  t , 7 dieser  La- 
dungen druckt  sich,  wie  schon  Kirchhoff  gezeigt  hat,  durch  fol- 
gende Formeln  aus: 

m £ = -[£+ % * S]  • 

(3.b)  di  ~ — 1“  oos  W*)  ■+■  » cos  (JV.y)  -+■  «'  cos  (iV,z)] . 

Die  Formel  (3,a)  bezieht  sich  auf  irgend  eine  Stelle  x,  ij,  z iin 
Innern  des  Körpers,  und  auf  die  daselbst  vorhandene  räumliche 
Dichtigkeit  t der  elektrischen  Materie.  Andrerseits  bezieht  sich  die 
Formel  (3.b)  auf  irgend  eine  Stelle  der  Oberfläche  des  Körpers,  und 
auf  die  daselbst  vorhandene  FlUchendichtigkeil  7 der  elektrischen 
Materie.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  letztere  Formel,  in  wel- 
cher (V  die  innere  Normale  der  genannten  Oberfläche  bezeichnet, 
nur  dann  gültig  sein  wird,  w'enn  der  Körper  umgeben  ist  von  einem 
isolirenden  Medium. 


§•  *• 

Determination  des  zu  he  t racli  te  n de  n materiellen  Syslcmes. 

Es  sei  gegeben  ein  System  von  Körpern  A,  B,  C,  . . .,  welche 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  sind,  wahrend  gleichzeitig  im 
Innern  eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Vorgänge  (Ladungen 
und  Strömungen'!  stattlinden. 

Das  System  sei  so  eingerichtet,  dass  zwischen  den  |>ondcrableu 
Massenelementen  keine  Reibungen  eintreten  können,  weder  äussere 
noch  innere.  Demgemäss  wird  z.  B.  anzunelunen  sein , dass  die 
Körper  A,  II , C, . . . im  Laufe,  ihrer  Bewegung  niemals  zusammen- 
stossen  (oder  in  Berührung  kommen),  und  dass  jeder  einzelne  Kör- 
per ein  sogenannter  fester  Körper  ist. 
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Ferner  soi  das  System  so  eingerichtet,  dass  in  demselben  keine 
contact-elektrischen  Kräfte  auftreten  können;  es  mag  also  ange- 
nommen werden,  dass  jeder  einzelne  Körper  aus  homogenem  Me- 
talle besteht. 

Endlich  sei  jeder  von  den  Körpern  A,  B,  C,  . . . umschlossen 
von  einer  elektrisoh-isolirenden  Hillle,  und  von  Hause  aus  beladen 
mit  irgend  welcher  Eleklricitätsmenge. 

Der  Reihe  nach  werden  wir  nun  den  Anfangszustand,  die  ein- 
wirkenden Kräfte  und  Wärmequellen,  endlich  die  Parameter  und  die 
charakteristischen  Argumente  des  Systems  zu  besprechen  haben. 

I.  Der  Anfangxzusland  des  Systeme s,  entsprechend  der  Zeit  1 = 0. 

Derselbe  sei  willkiihrlich  gegeben;  so  dass  zur  Zeit  0 nicht 
nur  jeder  Körper  eine  beliebige  Lage  und  Geschwindigkeit  hat,  son- 
dern auch  im  Innern  eines  jeden  Körpers  beliebige  elektrische  La- 
dungen und  Strömungen  vorhanden  sind , verschieden  an  verschie- 
denen Stellen  des  Körpers. 

II.  Ilic  inneren  Kräfte,  bezeichnet  mit  [«/]. 

Die  inneren  Kräfte  des  Systcmes  A,  II , C,  . . . zerfallen  nach 
ihrem  Ursprung  (d.  i.  nach  ihrer  Entstehungsweise)  in  drei  Gat- 
tungen. 

1)  Die  inneren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  [J , ord.  Us]  sind 
dargestellt  durch  die  den  ponderablen  Massenelementen  inhärenten 
Kräfte,  also  dargestellt  durch  die  Gravitationskräfte,  mit  denen  je 
zwei  solche  Elemente  (nach  Art  der  Himmelskörper,  nach  dem 
Newton’schen  Gesetz)  auf  einander  wirken,  dazu  gerechnet  dieje- 
nigen Cohäsionskräfte , durch  welche  die  Elemente  jedes  einzelnen 
Körpers  fest  an  einander  gefügt  sind. 

2)  Die  inneren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  [J,  eist.  Us] 
sind  diejenigen  (thcils  pondero-  theils  elektromotorischen)  'Kräfte, 
welche  ihre  Entstehung  verdanken  den  elektrischen  Ladungen. 

3)  Die  inneren  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs 
eldy.  Us]  sind  diejenigen,  welche  herrühren  von  den  elektri- 
schen Strömungen,  [also  die  Kräfte  (a.)  und  (f.)  pag.  419]. 
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Hl.  I)ic  äusseren  Kräfte,  bezeichnet  mit  [A]. 

Zur  Disposition  mögen  uns  Kräfte  stehen,  die  wir  von  Aussen 
her  auf  das  gegebene  System  A,  /?,  C,  . . . nach  Belieben  ein- 
wirken zu  lassen  im  Stande  sind  ; und  zwar  mögen  dieselben  eben- 
falls dreierlei  Gattung  sein. 

1)  Die  äusseren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  IA,  ord.  Us]  seien 
dargestellt  durch  irgend  welche  Fällen,  die  an  den  einzelnen  Körpern 
befestigt  sind,  und  an  denen  von  Aussen  her  beliebig  gezogen  wer- 
den kann. 

2)  Die  äusseren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  'A,  eist.  Us] 
seien  dargestellt  durch  irgend  welche  Conducloren,  die  wir  (etwa 
vermittelst  einer  Ueibungs-Iülektrisirmaschine)  beliebig  laden,  und 
dem  gegebenen  System  beliebig  nähern  können. 

3)  Die  äusseren  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  [A, 
eldv.  Us]  mögen  dargestellt  sein  durch  die  Schliessungsdrähte  gabu- 
nischer Batterien ; denn  es  sei  uns  gestattet,  diese  Schliessungsdrähte 
dem  gegebenen  System  beliebig  zu  nähern,  und  gleichzeitig  die  in 
diesen  Drähten  vorhandenen  Stromintensitäten  durch  Verstärkung 
jener  Batterien  beliebig  zu  steigern. 

IV.  Die  äusseren  Wärmequellen,  bezeichnet  mit  [«]. 

Zur  Disposition  mögen  uns  ferner  stehen  äussere  Wärmequellen, 
d.  i.  irgend  welche  Körper  von  beliebigen  Temperaturen;  es  sei  uns 
nämlich  gestattet,  diese  Wärmequellen  [«]  mit  den  Körpern  des  ge- 
gebenen Systems  in  Uontacl  zu  bringen , und  in  solcher  Weise  zu 
beliebigen  Zeiten  beliebige  (positive  oder  negative)  Wärmequantitäten 
in  die  einzelnen  Körper  hineinzuleiten. 

V.  Die  Parameter  des  Systemes. 

Die  räumliche  Lage  eines  jeden  Körpers  ist  analytisch  ausdruck- 
bar durch  sechs  Parameter.  Diese  Parameter  mögen  ftir  alle  Körper 
A,  B,C,  . . . zusammengenommen  bezeichnet  sein  mit  n , n , ...  . 

VI.  Die  charakteristischen  Constanten  mul  Variablen  des  Systemes. 

Unter  den  charakteristischen  Argumenten  des  Systems 
mögen  alle  diejenigen  Grössen  verstanden  werden,  deren  numerische 
Angabe  erforderlich  sein  würde,  falls  die  Beschaffenheit  des  Systemes 
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für  irgend  einen  ZeiUuigenblick  in  erschöpfender  Weise  dargelegt 
werden  sollte.  Diese  Argumente  zerfallen  in  zwei  Gatlungen.  Die 
einen  sind  constant,  ntimlich  itn  augenblicklichen  Zustande  des 
Systems  von  genau  denselben  Werthen , wie  in  allen  übrigen ; die 
andern  sind  variabel,  und  haben  also  im  augenblicklichen  Zustande 
andere  Werthe  als  früher  oder  spater.  Die  erstem  mögen  die  cha- 
rakteristischen Constanten,  die  letztem  die  charakteristischen 
Variablen  des  Systems  heissen. 

Zu  den  charakteristischen  Constanten  des  Systems  A,  B,  C,  . . . 
gehören  die  ponderublen  Massen  der  einzelnen  Körper,  ferner  die 
Elektriciiatsmengen , mit  welchen  diese  (von  isolirenden  Hüllen  um- 
schlossenen) Körper  von  Hause  aus  beluden  sind,  u.  s.  w. 

Zu  den  charakteristischen  Variablen  des  Systems  A , B,  C,  . . . 
gehören  die  Parameter  w,  ferner  die  in  den  einzelnen 

Elementen  eines  jeden  Körpers  vorhandenen  elektrischen  Ladungen 
und  Strömungen , sowie  die  in  ihnen  vorhandenen  Temperaturen, 
u.  s.  w. 

§■  5. 

Die  in  dein  gegebenen  System  wahrend  eines  Zeitei e nie u tes 
hervorgebrachten  Quanta  von  lebendiger  Kraft  und  Würme. 

Das  System  A,  B,  C,  . . . befinde  sich  (wahrend  wir  die  be- 
sprochenen üusseren  Kräfte  und  Wärmequellen  in  beliebiger  Weise 
einwirken  lassen)  iu  irgend  welcher  Bewegung.  Die  Körper  A,  B,  C, . . . 
mögen  zerlegt  gedacht  werden  in  unendlich  kleine  Elemente.  Irgend 
ein  solches  Element  sei  seiner  ponderablen  Masse  nach  mit  I)Ma,  und 
seinem  Volumen  nach  mit  B l#  bezeichnet. 

Ist  T„  die  augenblickliche  leliendige  Kraft  von  BM0,  und  i/Tg 
ihr  Zuwachs  während  der  Zeit  dl,  so  wird  nach  (l.c): 

(4.)  dTa  — -Yo iLta  -4-  I iidiju  ■+• 

wo  dx„ , dijn,  d:„  die  Verrückung  von  DM„,  und  A’0,  Yo,  Z„  die  auf 
ÜM„  einw  irkende  ponderomotorische  Kraft  bezeichnen.  Denkt  man 
sich  diese  Formel  (4.)  der  Reihe  nach  hingestellt  für  alle  Elemente 
l)M„  des  Systemes,  und  alle  diese  Formeln  summirt,  so  erhalt  man : 
(5.)  dT  = 2.'dT0, 

wo  dT  denjenigen  Zuwachs  bezeichnet,  welchen  die  lebendige 
Kraft  T des  ganzen  Systeme»  wahrend  der  Zeit  dt  erfährt. 
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Die  auf  DMit  ausgeUbte  ponderomotorische  Kraft  zerfällt,  ent- 
sprechend der  früher  getroffenen  Einteilung  [/] , [vl],  (|)g.  455),  in 
zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine  den  [J] , die  andere  den  [A]  zu- 
gehürt.  Demgemäss  zerfallt  der  in  Bezug  auf  X 0,  yo,  Z„  lineare 
Ausdruck  dT0  (4.)  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  also 
auch  itT  (5.).  Diese  Zerlegungen  seien  angedeutet  durch: 

(6.)  • JT0  = ( dT{ ,),  + [dT,)Ät 


(7.)  dT  = (dT)j  + (dT)A  . 

Die  augenblickliche  Temperatur  i‘>0  des  Elementes  DM„  verändert 
sich  wahrend  der  Zeit  dt  im  Allgemeinen  aus  zweifachem  Grunde; 
einerseits,  weil  wahrend  dieser  Zeit  im  Innern  des  Elementes  eine 
gewisse  Wärmemenge  dOa  durch  die  in  ihm  vorhandenen  (‘lekirischen 
Strömungen  erzeugt  wird,  andrerseits  auch  deswegen,  weil  während 
der  Zeit  dl  ein  gewisses  Wärmequaptum  dQm  in  das  Element  aus 
seiner  Umgebung  hineinfliesst.  Die  in  Rede  stehende  Temperatur- 
zunahmc  dv„  besitzt  daher  den  Werth: 

(»•) 


wo  c(#Q)  die  sogenannte  specifische  Warme  desjenigen  Metalls  vor- 
stellt, aus  welchem  l)M„  besteht.  Aus  (8.)  folgt: 

(9.)  DM0.c(&t)d&0  = dQ„  -+■  dQ,„  , 

oder  auch : 

(10.)  d(DM,.C(»t))  = dQ,  + dQm, 

wo  C{&)  für  y c((t) . d&  steht. 

Suuimirt  man  die  Formel  (10.)  Uber  sämmtliche  Elemente 
des  gegebenen  Systems  A , B.  C,  . . .,  so  erhält  man: 

(11.)  dZ  {DM, . C{&0))  = ZdQ,  ZdQ„ . 

Offenbar  ist  ZdQlt  identisch  mit  derjenigen  Wärmemenge  d(J , welche 
im  ganzen  System  durch  die  elektrischen  Strömungen  während  der 
Zeit  dl  erzeugt  worden  ist,  andrerseits  ZdQm  identisch  mit  derje- 
nigen Wärmemenge  ( dQ )„,  welche  während  dieser  Zeit  aus  den 
äusseren  Wärmequellen  [et]  in  das  System  hineingeflossen  ist;  so 
dass  man  also  schreiben  kann : 

(12.)  dZ [l)M„ . C(tf,))  = d(J  + {dQ).  . 
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Nun  ist  nach  (2.c) 

(13.)  dQa  = (.?„«„  + 3),v,  + &,<  D VJt , 

wo  DY o das  Volumen  von  DM„ , und  u„ , v„,  w„  die  in  DM„  vorhan- 
denen elektrischen  Strömungen  bezeichnen,  während  unter  3f„,  2)0,  3« 
die  in  irgend  einem  Punkte  von  DY0  vorhandene  elektromotorische 
Kraft  zu  verstehen  ist.  Diese  Kraft  $0,  J)u,  3»  zerfällt,  entsprechend 
der  früher  getroffenen  Eintheilung  [/],  [A] , (pag.  455)  , in  zwei 
Kräfte,  von  denen  die  eine  den  [/] , die  andere  den  [A]  zugehört. 
Demgemäss  zerfällt  der  in  Bezug  auf  Sa,  'J)„,  3o  lineare  Ausdruck 
dQa  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  also  auch  der  Aus- 
druck : 

(14.)  dQ  = vrföo 

Diese  Zerlegungen  mögen  angedeutet  sein  durch : 

(15.)  dQ0=  {dQo)j  -4-  (d(?e)j  , 

(16.)  dQ  = (dQ),  + {dQ),  . 

Aus  (7.),  (12.)  und  (16.)  ergeben  sich  schliesslich  die  Formeln: 
dT=  (dT)j  + {dT)i  , 

(1 7-)  d l (DMa . C(*))  = (dQ)j  + (dQ),  -f-  (dQ)a , 

deren  linke  Seiten  vollständige  Differentiale  sind.  Was  die  rech- 
ten Seiten  betrifft,  so  reprüsentiren  (dT)j  und  (dT),  diejenigen 
Quanta  lebendiger  Kraft,  welche  im  gegebenen  System  während 
der  Zeit  dt  hervorgebracht  sind  respoctive  durch  die  Kräfte  [J]  und 
[A] ; und  ebenso  reprüsentiren  ( dQ), , (dQ) , und  dQ  a diejenigen 
Wärmequanta,  welche  während  derZeit  dt  im  Systeme  entstanden 
sind  respective  durch  die  Kräfte  [/] , durch  die  Kräfte  [A] , und 
durch  die  äussern  Wärmequellen  [«]. 

Uiu  für  lebendige  Kraft  und  Wärme  eine  Collectivbenennung  zu 
gewinnen,  mag  (nach  dem  Vorgänge  namhafter  Physiker)  erstem  als 
kinetische,  letztere  als  thermische  Energie  bezeichnet  sein.  Alsdann 
reprüsentirt 

(18.)  (dTjj  ■+■  (dQ), 

dasjenige  Quantum  von  (theils  kinetischer,  theils  thermischer)  Energie, 
welches  während  der  Zeit  dt  im  Systeme  durch  die  inneren  Kräfte 
[J]  hervorgebracht  ist;  und  andrerseits 
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(19.)  (dT)A  + (dQ)Ä  + (dQ)„ 

dasjenige  Quantum  von  Energie,  welches  wahrend  jener  Zeit  dein 
System  von  Aussen  her,  theils  durch  die  Kräfte  [A]  theils  durch 
die  Wärmequellen  [a] , zugefilhrt  worden  ist. 

Von  den  gefundenen  Formeln  (17.)  wird  sofort  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

§.  6. 

Das  Princip  oder  Axiom  der  lebendigen  Kraft. 

Wir  gehen  aus  von  folgenden  Grundsätzen : 

(20. a)  . . . Erster  Grundsatz.  Dasjenige  Quantum  von  kinetischer 
und  thermischer  Energie,  welches  dem  gegebenen  System  ton 
Aussen  her  zuzuftlhren  ist,  damit  dasselbe , von  einem  gegebenem 
Anfangszustandc  aus,  eine  gegebene  Reihe  von  Zuständen  durch- 
lauft, ist  lediglich  abhängig  von  der  Beschalfenheit  dieser  Zustande. 
(20. b)  . . . Zweiter  Grundsatz.  Dasjenige  Quantum  von  kinetischer 
und  thermischer  Energie,  welches  dem  Systeme  von  Aussen  her  zu- 
zuftlhren ist,  damit  dasselbe,  von  einem  gegoltenem  Anfangszustande 
aus,  irgend  welche  Reihe  von  Zustanden  durchlaufe,  schliesslich 
aber  in  jenen  anfänglichen  Zustand  wieder  zurüekkehre,  ist  immer 
gleich  Null. 

Die  charakteristischen  Gonstanten  und  Variablen  des  Systemes 
(p.  456)  seien  bezeichnet,  die  einen  mit  c,  c" , . . .,  die  andern  mit 
a,  (t,  . . . Gegeben  seien  zwei  uuendlich  wenig  von  einander  ver- 
schiedene Zustande  («,/?,..)  und  (« -»-(/«,  [i -+-  dß , . .) , mit  ein- 
ander verbunden  durch  die  Zwischenzustande  (a-t-nda,  ß+ndß,  . .), 
wo  n eine  von  0 bis  1 wachsende  Zahl  vorstellt. 

Wir  nehmen  an  durch  geeignete  Verwendung  und  Regulirung 
der  uns  zur  Disposition  stehenden  ausseren  Kräfte  und  Wärmequellen 
[A]  und  [«]  sei  es  mOglieh,  das  System  zunächst  in  «len  Zustand 
(«,  (f,  . .)  zu  versetzen,  und  sodann  dasselbe  aus  diesem  Zustande 
liings  des  Weges  (« -+-  ndn , ß -+■  näß , . .)  übergehen  zu  lassen  in  den 
Zustand  («  -+-  da , ß + dfl,  . zugleich  sei  (/E  dasjenige  Quantum 
von  theils  kinetischer  theils  thermischer  Energie,  welches  dem  Systeme 
wahrend  des  eben  genannten  Ueberganges  von  Aussen  her  zuzu- 
führen ist.  Dieses  Quantum  </E  kann,  «nach  dem  Grundsatz  (20. a), 
nur  abhängig  sein  von  der  Beschaffenheit  der  wahrend  der  Zeit  lit 
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durchlaufenen  Zustande,  und  kann  also,  weil  die  Beschaffenheit  dieser 
Zustande  durch  Angalie  von  du,  dß,  . c , c" , . . in  er- 

schöpfender Weise  dargelegt  ist  (vergl.  pug.  456),  nur  abhängig 
sein  von  den  Grössen  a,  ß,  . .,  da,  dß,  . .,  c,  c*,  . . Solches  sei 
angedeutet  durch  die  Formel: 

(21.)  dE  = /’(«,  ß, . da,  dß, . c , c , . .) . 

Hieraus  folgt  durch  Kntwicklung  nach  dem  Taylor’schen  Satz: 

(22.)  dE  = f(a,ß,.,,  0 , 0,  c , c", . .) 

All«  + B dß  + . . . . , 

wo  die  A,  B,  . . nur  noch  abhängig  sind  von  den  u,  ß,  . . und  den 

• n 

c , c , . . . 

Der  Formel  (22.)  zufolge  reprasentirt  der  dort  vorhandene  erste 

Term 

(23.)  f(a,ß, 0,0,..,  c\c\  ..) 

denjenigen  Werth,  welchen  dE  annehmen  würde  für  da  = dß  = . . . 
= 0 , also  dasjenige  Quantum  von  Energie,  welches  dem  System  von 
Aussen  her  znzuführen  ist,  um  dasselbe  aus  dem  Zustande  (a , ß , . .) 
übergehen  zu  lassen  in  eben  denselben  Zustand  («,  ß,  . Ist’ 
mithin  t der  Zeitaugenblick  dieses  Zustandes  («,  ß,  . .),  so  kann 
jener  Terin  (23.)  bezeichnet  werden  als  dasjenige  Quantum  Energie, 
welches  dem  Systeme  zuzufahren  ist  vom  Augenblick  I — 0 bis  zum 
Augenblick  / 0 . Hieraus  folgt,  dass  jener  Term  (23.)  gleich  Null 

ist,  dass  also  die  Formel  (22.)  die  einfachere  Gestalt  annimmt : 

(24.)  dE  = A da  + Bdß  4-  . . . 

Lasst  man  daher  das  System,  unter  Anwendung  der  äusseren 
Kräfte  und  Wärmequellen,  wahrend  eines  Zeitintervalles  t\  ....  h 
irgend  welche  Keihe  von  Zustanden 

(“1  » fll  , • •)  • • • • («J  1 ßt  7 • •) 

durchlaufen,  so  wird  das  dein  Sj steme  wahrend  dieses  Zeitinter- 
valls von  Aussen  her  ziizuführendc  Quantum  Energie  E12  den  Werth 
haben : 

e* 

(25.)  E,a  = (A  da  + Bdß  +...), 

J h 

die  Integration  hinerstreckt  Uber  die  durchlaufenen  Zustande. 
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Nach  dem  Grundsatz  (20. b)  muss  nun  E12  immer  Null  sein, 
sobald  der  Zustand  («i , ß\,  . .)  identisch  ist  mit  dem  Zustande 
[ctt,  ßi » • ■)•  Mit  andern  Worten:  Das  Integral  (25.): 


+ Bdß  -f-  . . .) 


muss  verschwinden,  sobald  es  hinerstreckt  ist  Uber  eine  in  sich  zu- 
rückla  ulende  Reihe  von  Zustttnden.  Hieraus  folgt  — wenigstens  mit 
ziemlicher  Wahrscheinlichkeit  *)  — , dass  das  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Aggregat 

A da  + Bdß  + . . . 

ein  vollständiges  Differential  ist.  Hieraus  aber  ergiebt  sich, 
weil  (wie  schon  bemerkt)  die  A,  B , . . nur  von  den  «,  ß, . . , c , c , . . 
abhängen,  dass  dieses  Aggregat  die  Form  besitzen  muss: 

(26.)  Ad«  ■+■  Bdß  + ...  = d(t(a,  ß, . .,  c,  c , . .) , 

wo  (J  einen  Ausdruck  bezeichnet,  der  lediglich  zusammengesetzt  sein 
darf  aus  den  beigefügten  Argumenten.  Aus  (24.)  und  (26.)  cr- 
giebl  sich: 

(27.)  dE  = d(t(a,ß,..,c',c\..). 

Der  Ausdruck  & ist  lediglich  zusammengesetzt  aus  den  charakte- 
ristischen Variablen  und  Constanten  «,/¥,..,  c,  c" , . . des  betrach- 
teten Systemcs,  hängt  also  lediglich  ab  von  der  augenblicklichen 
Beschaffenheit  des  Systemcs.  Demgemäss  kann  die  Formel  (27.), 
welche  man  als  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  zu  bezeichnen 
pflegt,  in  Worten  folgendermasseu  ausgesprochen  werden : 

(28.)  . . . Dm i Princip  der  lebendigen  Kraft.  Das  dem  betrachteten 
System  während  eines  Zeilelementes  von  Aussen  her  zuge- 
führte Quantum  von  (theils  kinetischer,  theils  thermischer) 
Energie  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewissen 
(unbekannten)  Function  (£,  welche  lediglich  abhängt  von 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 


•)  Wirkliche  Sicherheit  wird  dieser  Schluss  nur  dann  besitzen , wenn  wir , ver- 
mittelst der  uns  zu  Gebote  stehenden  äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen  [,4]  und  [er] . 
jedes  beliebige  Werthsystorn  da , dß , . . hervorzurufen  im  Stande  sind. 
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Diese  Function  <£.  ist  von  verschiedenen  Autoren  verschieden 
benannt  worden,  von  Thomson  und  Clausius  als  die  mechanische 
Energie  des  Systemes,  von  Kirchhoff  als  die  Wirkungs- 
l'unction  des  Systemes,  von  meinem  Vater  als  der  Arbeitsvorrath 
des  Systemes.  Ich  meinerseits  würde,  in  unmittelbarer  Anlehnung 
an  die  letztgenannte  Benennungsweise,  vorschlagen  sie  als  das  Ca- 
pital des  Systemes  zu  bezeichnen. 

Die  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  repräsentirende  Formel 
(27.),  welche  kürzer  durch 
(28.)  <fE  = dl 

angedeutet  werden  kann,  ist  nunmehr  gewissen  Transformationen 
zu  unterwerfen.  Zunächst  ist  das  mit  dE  bezeichnele  Quantum 
(seiner  Definition  zufolge)  identisch  mit  demjenigen,  welches  in 
(19.)  mit  (dT),  •+•  (dQ),  ■+■  (dQ)a  bezeichnet  war;  so  dass  man 
also  jene  Formel  auch  so  schreiben  kann: 

(29.)  (dT),  (dQ),  (dQ).  = dl. 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  das  Quantum  (dT)j  + (dQ)j,  (18.), 
so  folgt : 

(30.)  ((dT),  -4-  (dT),]  + [(dQ),  + (dQ),  + (dQ).]  = 

— rf( l + (dT)j  ■+■  (dQ)j  . 

Hieraus  al»er  ergiebt  sich  mit  Rücksicht*)  auf  (17.)  sofort: 

(31.)  dT- 1-  dZ  (DM . C(»)  )=  dl  ■+■  (dT)j  -+-  (dQ), , 

oder  falls  man  zur  Abkürzung 

(32.)  <£  — T — Z(DM.  C(&) ) = S 

setzt: 

(33.)  (dT),  -+-  (dQ),  = — di . 

Da  l lediglich  abhüngt  von  der  augenblicklichen  BeschafTenheit  des 
Systemes,  so  gilt  nach  (32.)  Gleiches  auch  von  S,  so  dass  man 
also  durch  (33.)  zu  folgendem  Ausspruch  gelangt. 

(34.)  ...  . Das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  in  etwas  anderer  Form 
dargestellt.  Dasjenige  Quantum  von  lebendiger  kraft  und 

•)  In  der  zweiten  der  beiden  Formeln  (17.)  kann  offenbar  der  Index  0 (ohne 
Beeinträchtigung  der  Deutlichkeit)  unterdrückt  werden. 
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Warme,  welches  im  gegebenen  Systeme  während  eines 
Zeil^jementes,  speciell  in  Folge  der  innen i Kräfte  [J],  sich 
entwickelt,  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewissen 
(unbekannten)  Function  — welche  lediglich  abhängt  von 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 

Das  in  Rede  stehende  Quantum 

(dT)j  -+-  {dQ)j  oder  (dT  -+-  d(J)j 

kann,  weil  die  inneren  Kräfte  [J]  theils  ordinären,  theils  elektrosta- 
tischen, theils  elektrodynamischen  Ursprungs  sind,  in  drei  Theile  zer- 
legt werden,  — eine  Zerlegung  welche  angedeutet  sein  mag  durch: 

(35.)  ( dT+dQ)j  = 

= (dT -t-  dQ)j  „i  V,  -+-  \dT -t-  dQ  j ■+■  (dT -t-  dQ)JiM,.v, . 

Das  betrachtete  System  ist  der  Art  eingerichtet,  dass  die  Kräfte 
[J,  ord.  Us]  keine  Wärmeentwicklung  verursachen,  denn  jene  Kräfte 
bestehen  in  den  zwischen  den  ponderablen  Massenelementen  vor- 
handenen Gravitations-  und  (Kohäsions-Kräften,  durch  welche  also 
nur  dann  Wärme  entwickelt  werden  konnte,  wenn  zwischen  diesen 
Elementen  gegenseitige  Reihungen  stattfänden;  solche  Reibungen  aber 
sind  bei  der  dem  System  gegehenen  Einrichtung  ausgeschlossen 
(pag.  454).  Das  von  den  Kräften  [J , ord.  Us]  hcrruhrendc  d(J  ist 
also  = 0;  und  es  erlangt  daher  die  Formel  (35.)  die  einfachere 
Gestalt : 

(36.)  (dT  +dQ)J== 

==  (dT)j' „rf.u«  + (dT  -+■  dQ; j e|sl  u,  -4-  (dT + dQ)j',tiJ  0.. 

Diese  drei  Bcstandtheile  das  Quantums  ( dT+dQ)j  sollen  nun  in  den 
folgenden  Paragraphen  einzeln  in  Betracht  gezogen  werden. 

§•  T- 

lieber  die  inneren  Kräfte  ordinären  Ursprungs. 

Schliessen  wir  uns  der  gewöhnlichen  Vorstellung  an,  dass  diese 
den  ponderablen  Massenelementen  inhärenten  Kräfte  lediglich  ab- 
liängcn  von  ihren  Entfernungen,  so  sind  die  Coinponenlen  der  von 
einem  Elemente  DMt  auf  ein  Element  l)M„  ausgeüblen  Kraft  dar- 
stellbar durch : 
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x;=  -ÜA/0.D3/,.ag, 

(37.)  Y'a  = -DMa.DM,.*fä, 

Zi=  -DMa.DM,.^, 

wo  /"(r)  eine  gewisse  Function  der  zwischen  den  beiden  Elementen 
vorhandenen  Entfernung  r vorstellt,  und  j-u , y0,  za  die  Coordinaten 
von  D.W,  sind.  Diese  Formeln  (37.)  repritsontiren  die  von  DM,  auf 
DM0  ausgeUble  ponderomotorische  Kraft  ordinären  Ursprungs. 

Bezeichnet  T»  die  lebendige  Kraft  von  DM»,  so  ist  nach  (4.): 

(IT0  = X,Ao  + YJya  + 4A, . 

wo  unter  X„,  yr0,  Z„  die  ganze  auf  DM0  einwirkende  ponderomo- 
lorische  Kraft  zu  verstehen  ist.  Nimmt  man  für  X0,  Y0,  Z0  die 
partielle  Kraft  (37.),  so  erhält  man  denjenigen  Thcil  von  <IT0, 
welcher  seine  Entstehung  verdankt  der  von  DM,  auf  DMt  hervorge- 
brachten Kraft  ordinären  Ursprungs.  Bezeichnet  man  also  diesen 
Theil  von  </T„  mit  (i/TJ)  ora.D„,  so  ergiebt  sich 

(38.)  (</TJ)  or,,  0.  = - DMa . DM,  . (®g ,lxa  + ...). 

Desgleichen  ergiebt  sich,  falls  man  umgekehrt  die  Einwirkung  von  DMU 
auf  DM,  ins  Auge  fasst,  die  analoge  Formel : 

(39.)  (d K;  0?a.  u.  = - DMa . DM, . (?£>  Jx,  + . . .)  , 

wo  x,,  ;/, , i,  die  Coordinaten  von  DM,  bezeichnen.  Aus  diesen 
beiden  Formeln  folgt  durch  Addition  sofort  : 

(40.)  (c/TJ  -f.  dro  ora.  K,  = - DM, . DM, . df{r) , 

= — d[DM„ . I)M,  .f[r)). 

Denkt  man  sich  nun  die  Formel  (40.)  der  Reihe  nach  aufge- 
stelll  flir  jedwedes  Elementenpaar  DM»,  DM,  des  gegebenen  Sysle- 
ines  A,  ß,  C, . . .,  und  alle  diese  Formeln  surumirt,  so  erhält  man: 

(41.)  {dT)JM  = - d[i22{DM,.DM,.f[t))} , 

wo  die  linke  Seite*)  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (36.),  nämlich 

*)  Was  die  rechte  Seile  der  Formel  anbelangl , so  ist  das  Zeichen  SS  in  sol- 
chem Sinne  aufzufassen,  dass  jedes  Elementenpaar  d o ppel  t verkommt  im  Ausdrucke 
SS,  mithin  nur  einmal  im  Ausdrucke  . 

Abhandl.  d.  K.  S.  Gfiellich,  d.  WUttaidl.  XV. 
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dasjenige  Quantum  lebendiger  Krall  bezeichnet,  welches  durch  die 
Kriifle  J.  ord.  Usl  im  ganzen  Systeme  hervorgebracbl  wird.  Setzt 
man 

(42.)  * **■(!>*.. /Mfi./W)  = 0 

i 

so  wird  0 als  das  ordinäre  Potential  des  Systeme»  auf  sich  sel- 
ber zu  bezeichnen  sein;  gleichzeitig  erlangt  alsdann  die  Formel  (4t.) 
die  einfache  Gestalt : 

(43.)  dT)  j ot4  jj,  = — >10 . 


§.  8. 


lieber  die  inneren  Kriifle  elektrostatischen  Ursprungs. 


Die  repulsive  Kraft,  mit  welcher  zwei  elektrische  Massen  //„ 
und  //,  in  der  Entfernung  r auf  einander  wirken,  hat  nach  dem 
Gnu Inmh'schen  Gesetz  den  Werth 


“ ««,« i 


di/jr) 
dr~  ' 


wo  if  (r  gewöhnlich  = - gesetzt  wird.  Indessen  mag.  der  grösse- 
ren Sicherheit  willen,  im  Folgenden  unter  <f(r)  eine  Function  ver- 
standen sein,  welche  nur  für  beträchtliche  r identisch  mit  hin- 
gegen l'Ur  sehr  kleine  r von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  ist. 

Dieses  Goulomb'sche  Gesetz  giebt  an  und  fiir  sich  über  die 
eigentliche  Wirkung  der  in  Hede  stehenden  Krittle  noch  keinen  Auf- 
schluss; vielmehr  bedarf  es  zu  diesem  Zwecke  irgend  welcher  ac- 
cessorischer  Annahmen.  Die  Hypothesen,  deren  man  in  dieser  Bezie- 
hung sich  zu  bedienen  pflegt,  sind  folgende: 

(44.)  . . . Erste  Hypothese.  Die  ponderomotorische  Krall  eist. 
Us  /?,  mit  welcher  zwei  ponderable  .Massenelemente  /).!/„  und  DM, 
aufeinander  wirken,  ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft , welche  nach 
dem  Co ulomb'schen  Gesetz  stattfindet  zwischen  ihren  augenblick- 
lichen elektrischen  Ladungen,  und  hat  also,  falls  man  diese  La- 
dungen mit  fi„  und  /i,  bezeichnet,  den  Werth: 
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13.  . . . Zweite  Hypothese.  Die  elektromotorische  Kraft  eist.  Us 
:H,  welche  OM,  hervorruft  in  irgend  einem  Punkte  mu  des  Elementes 
l)M„ , ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft,  welche  nach  dem  Co  ul  omb’- 
sclien  Gesetz,  stattlindet  zwischen  der  augenblicklichen  Ladung  \on 
DM,  und  einer  in  jenem  Punkt  m„  concentrirt  gedachten  Elektrici- 
tätsinenge  Ei-ns.  Sie  hat  also,  falls  man  die  Ladung  von  liM,  wie- 
derum mit  /i i bezeichnet,  den  Werth : 

»i  - - .»■  V ■ 

Von  diesen  Vorstellungen  aus,  lasst  sich  nun  dasjenige  Quantum 
lebendiger  Kraft  und  Warme  <IT  -+-  <I(J  j,lit  , welches  im  Sy- 
steme A , li,  C,  . . . speciell  durch  die  Kräfte  J.  eist.  Us]  wahrend 
der  Zeit  <ll  hervorgebracht  wird,  naher  untersuchen.  Bezeichnet  man 
das  elektrostatische  Potential  des  Svstemes  auf  sich  selber  mit 
U,  so  kann  das  Resultat,  zu  welchem  man  gelangt,  *)  ausgedrilckt 
werden  durch  die  Formel: 
ili.)  , (ill  -+-  <IQ)  A = — <11  . 


§•  9- 


Folgerung  aus  dein  Prineip  der  lebendigen  Kraft. 


Dieses  Prineip  konnte  [vergl.  (33.),  (34.),  (36.)';  ausgedrilckt 
werden  durch : 

(<IT  -+•  <IQ)j  = — <l£ , 

oder  auch  durch : 

dT]j, ord.u«  + ,d T -+-  - ,i. o«  "F  1 d r + dQ)j, cHj. c«  = — di. 

Subtrahirt  man  von  dieser  Korimd  die  in  (43.)  und  (46.)  gefunde- 
nen Formeln : 

(4  >.a)  (d T) j, ora.  r,  = — <10, 

(4  / .1»)  \dT + <IQ \j  ,|„t  (i,  = — <IU , 

so  erhalt  man : 

(47. c)  (JT+  dtyj'M,.  v.  = - d £ -0-U  ; 

in  Worten  ausgedrilckt: 


*)  In  Belrelf  einer  ausfülirliclieren  Darstellung  verweise  ich  auf  meine  »Theorie 
der  elektrischen  Krittle«,  pag.  il  — 13. 
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(48.)  ....  Dasjenige  Quantum  von  lebendiger  Kraft  und 
Wärme,  welches  in  dem  gegebenen  Systeme  A,  B,  C,  . . . 
speeiell  in  Folge  der  Kräfte  («f,  eldy.  Us]  während  eines 
Zeitelementes  sieh  entwickelt,  ist  das  vollständige  Diffe- 
rentialeinergewissen (unbekannten)  Function  — [J — O—l/, 
welche  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaf- 
fenheit des  Systems. 

Die  in  Rede  stehende  Formel  (47.c)  bezieht  sich  wesentlich  auf 
die  noch  unbekannten  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs,  und 
wird  im  Folgenden  zur  näheren  Bestimmung  dieser  Kräfte  von 
grossem  Nutzen  sein. 


Dritter  Abschnitt. 

Untersuchung  der  von  Ampere  und  Faraday  ent- 
deckten Kräfte.  — Erste  Methode. 

§.  i. 

Die  Grundeigenschaften  dieser  Kräfte.  *) 

Zwei  lineare  Leiter  *,  s,  und  ein  körperlicher  Leiter  A seien 
begriffen  in  beliebigen  Bewegungen,  während  gleichzeitig  im  Innern 
eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Strömungen  stattfinden.  Die 
in  zwei  Elementen  /)*,  lh\  jener  linearen  Leiter  zu  den  Zeiten  I 
und  i -+-  <ll  vorhandenen  Stromstärken  mögen  bezeichnet  sein  respec- 
tive  mit  J,  J|  und  J -+•  dJ,  J , -+•  </./, . Es  handelt  sich 

einerseits  um  die  Untersuchung  andrerseits  um  die  Unter- 

derjenigen  ponderomotori-  [ suchung  derjenigen  elektromo- 
schen  Kraft  Pdl,  welche  das  1 torischen  Kraft  Edl,  welche 
Stromelement  D*\  während  der  das  Stromelement  Ds,  während 
Zeit  dl  austlbt  auf  das  Strom-  der  Zeit  dl  hervorbringt  in  irgend 
element  Ds ; I einem  Punkte  des  Körpers  A . 

Wenn  wir  von  den  Vorstellungen  und  Gesetzen,  die  man  in 
Betreff  dieser  Kräfte  anzunehmen  gewohnt  ist.  Alles  abscheiden, 

*)  I in  Folgenden  werden  diese  Kräfte  bald  als  die  von  Ampere  lind  Faraday 
entdeckten  Kräfte,  bald  aber  auch  (narb  ihrem  Charakter)  als  die  pondero-  und 
elektromotorischen  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  bezeichnet  werden  ; es  sind 
dieselben,  welche  in  der  Kinlciluug  (p.  419)  respective  mit  (a.)  und  [f.)  benannt  waren. 
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was  irgendwie  misslich  lind  zweifelhaft  erscheint,  so  »leihen  gewisse 
Grundeigenschaflen  ilhrig,  die  wir  hier  in  möglichst  Übersichtlicher 
Weise  zusammenzustellen  versuchen  wollen.  Es  sind  folgende: 

(49.)  Erste  Grundeiijenschafl. 


(a.)  . . Die  (auf  die  Zeiteinheit 
bezogene)  Kraft  P ist  propor- 
tional mit 

JJtDsUsi ; 

sie  schlagt  daher  in  ihr  Gegen- 
theil  um,  sobald  in  einem  der 
beiden  Elemente  die  Stromrich- 
tung umgekehrt  wird,  bleibt  hin- 
gegen ungeändert,  sobald  eine 
solche  Umkehrung  in  beiden 
Elementen  erfolgt. 


(a.)  . . Die  (auf  das  Zeitele- 
menl  bezogene)  Kraft  Eilt  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  proportional  sind  mit 
J\D*y  und  ; 

von  denen  also  z.  15.  die  erstere 
in  ihr  Gegentheil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Ug\  vorhandene  Strom- 
richtung  umgekehrt  wird. 


Zweite  G rundeujenxchafl. 


(b.)  . . Abgesehen  von  dem 
genannten  Factor  ist  die  Kraft  P 
nur  noch  abhängig  von  der  zur 
Zeit  l zwischen  Dsi  und  Ih  vor- 
handenen relativen  Lage. 

Denkt  man  sich  also  von 
JiDsi,  Jlh,  P das  Spiegelbild 
J\l)o\ , Jlh,  TT  entworfen  in  Be- 
zug auf  irgend  eine  Ebene,  so 
wird , ebenso  wie  P die  Krall 
s on  J,l)s,  auf  Jlh  vorstellt,  ebenso 
auch  TT  diejenige  Krall  repräsen- 
tiren,  welche  Jßh\  auf  JDa ausllbt. 


(ß.)  . . Aligesehen  von  den 
genannten  beiden  Factoren  ist 
die  Kraft  Edt  nur  noch  abhängig 
von  der  zur  Zeit  l zwischen  D»\ 
und  A vorhandenen  relativen 
Lage,  sowie  von  denjenigen  Aen- 
derungen , welche  diese  relative 
Lage  erleidet  wahrend  des  Zeil- 
elementes  dl. 

Sind  diese  Aenderungen  Null 
und  ist  dJi  ebenfalls  Null,  so 
verschwindet  die  Kraft. 

Die  Kraft  Edt  ist  also  (wie 
, aus  dem  Gesagten  folgt)  unab- 
| hängig  z.  B.  von  den  in  A vor- 
handenen elektrischen  Vorgängen. 
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Drille  Urundeiijenseluiji. 

(c.)  . . Die  Kraft  /'  kann  er-  I (y.)  . . Die  Krall  Kill  kann 
setzt  werden  durch  diejenigen  ersetzt  werden  durch  diejenigen 
pondcromotorischen  Krtlfte,  wel-  ’ elektromotorischen  Klüfte,  welche 
ehe  die  (Komponenten  von  /!*,  die,  (Komponenten  \on  Du,  in 
ausiiben  auf  die  Coinponenlen  dem  betrachteten  Punkte  des  Kör- 
von  Ds . pers  A hervorbringen. 

Bei  (c.)  und  (y.)  sollen  die  Coinponenlen  genommen  gedacht 
werden  nach  völlig  beliebigen  ruhenden  oder  in  Bewegung  lic- 
grill'enen)  Biehtungen.  Selbstverständlich  soll  aber  in  den  compo- 
nirenden  Elementen  dieselbe  Strouistürke  und  dieselbe  Aenderung 
der  Strouistürke  vorausgesetzt  sein,  wie  in  dein  ursprünglichen  Ele- 
mente. 

Im  Folgenden  soll  nun  untersucht  werden,  in  wie  weit  die 
Krüftc  Pili  und  KJt  ihre  Richtung  und  Stürke  noch  aus  diesen 
Grundeigenschaften  (i!).)  und  aus  dem  l’rincip  der  loliendigen  Kraft 
iS.)  sich  bestimmen  lassen. 


§.  2. 


Die  aus  den  G run dcigcnsch a f len  für  die  poudcroinotorischcn 
Kräfte  sich  ergebenden  Formeln. 


Es  sei  r,  l),  } ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen  erste  Axe 
zusaniinenfüllt  mit  der  Verbindungslinie  r der  beiden  Slronielemenle 
J l)s , J 1 Dt<[ . 

Wir  bezeichnen  die  diesen  Axon  entsprechenden  (Komponenten 
von  JDx  mit  a,  b,  £,  diejenigen  von  JiDst  ebenfalls  mit  a,  b,  (, 
und  endlich  jede,  in  Betracht  kommende  Kraft,  jcnachdem  sie  par- 
allel zu  tr , t)  oder  ^ ist,  mit  X , ;1)  oder  Bedienen  wir  uns  der 
Worte  longitudinal  und  transversal,  um  anzudeuten,  ob  eine  gege- 
bene Richtung  parallel  oder  senkrecht  zu  r ist,  so  sind  die  Elemente 
<1,  a und  die  Kraft  .V  longitudinal,  andrerseits  die  Elemente  b,  b,  c,  t 
und  die  Klüfte  2)  > 3 transversal  zu  nennen. 

Aus  den  Grundeigenschaften  fft.a , b,  c der  ponderomotorischen 
Krüftc  ergeben  sich  nun  zunächst  fünf  einzelne  Sülze,  die  wir 
(5(1.  I.  II,  III,  IV,  V der  Reihe  nach  besprechen  werden. 
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,50.  I)  . . . . »Die  ponderoiuotorische  Einwirkung  von  a auf  a ist 
»dargestelll  durch  eine  Kraft  X.  — Mit  andern  Worten:  Zwei  lon- 
»gitudinale  Elemente  üben  aufeinander  longitudinale  Kriifte  aus«. 

Der  Beweis  für  die  Itielitigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich, 
unter  Anwendung  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde,  unmittelbar 
aus  den  Voraussetzungen  (4!>.a,  b). 

(50.  II)  ....  »Die  Wirkung  von  b auf  b ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  X.  — D.  h.  zwei  parallele  transversale  Elemente  üben  auf- 
neinander longitudinale  Kriifte  aus«. 

Beweis.  — Bezeichnet  man  die  von  b auf  b ausgeübte,  vor- 
läufig noch  völlig  unbekannte  Kraft  mit  X , ;}) , 3 , so  wird  das 
Spiegelbild  von 

(<>■)  b b,3f,2),  3 

nach  der  Bichtung  n (d.  i.  in  Bezug  auf  die  rj- Ebene  dargestellt 
sein  durch 

(«.)  b' b',  A,  ®',  3, 

wo  unter  den  accentuirten  Linien  solche  zu  verstehen  sind,  welche 
mit  den  ursprünglichen  gleiche  Lange?  aber  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben.  Aus  diesem  Spiegelbilde  { a .)  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  (49. b),  dass  die  von  b’  auf  b’  ausgeübte  ty-Componente 
= 3)'  ist.  Andrerseits  aber  folgt  aus  (p.)  mit  Rücksicht  auf  (49. a), 
dass  jene  von  b'  auf  b'  ausgeübte  ty-Componente,  genau  ebenso  wie 
die  von  b auf  b ausgeübte,  = 3)  ist-  Somit  ergiebt  sich  also 
31  = 3),  d.  i.  3)  = 0. 

Es  sei  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  (p.)  nach  der  Richtung 
j angedeutet  durch: 

(».)  b b,  X,  3),  3'; 

alsdann  folgt  aus  (p.)  und  r.)  sofort,  dass  die  von  b auf  b ausgc- 
üble  j-tiomponente  sowohl  = als  auch  = 3’  ist»  dass  mithin 
3 = 3’  oder  (was  dasselbe  3 = t)  ist. 

Somit  ist  nachgewiesen,  dass  3)  — 0 und  3 = 0 sein  muss, 
dass  also  die  Kraft  X,  3),  3 auf  A sich  reducirt;  w.  z.  z.  w. 

50.  III)  ....  »Die  Wirkung  von  a auf  b ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  3)-  — D.  h.  die  von  einem  longitudinalen  Element  auf  ein 
»transversales  ausgeübte  Kraft  ist  dem  letztem  parallel«. 
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Beweis.  — Die  vorläufig  noch  unbekannte,  von  a auf  b aus- 
geübte  Kraft  sei  bezeichnet  mit  X,  3) , 3-  Das  Spiegelbild  von 

(<•■)  a b,*,9,3 

nach  der  Kichtung  1}  wird  alsdann  dargestellt  sein  durch : 

(»•)  a b',J,3)\3- 

Aus  («.)  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (49. b),  dass  die  von  a auf  b'  aus- 
geübte  Kraft  die  Componenten  Jf , 3)’ , 3 ! andrerseits  aber  folgt  aus 
(p.),  unter  Rücksicht  auf  (49.a),  dass  die  Componenten  der  obenge- 
nannten Kraft  gleich  ,1“,  3)\  3’  sind.  Somit  ergiebt  sich  J = X'  und 
3 = 3 » d-  >•  3E  = 0 und  3 = 0;  w.  z.  z.  w. 

(50.  IV)  ...  . »Die  Wirkung  von  b auf  a ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  3)-  — D.  h.  die  von  einem  transversalen  auf  ein  longiludi- 
»nales  Element  ausgcilhte  Kraft  ist  dem  erstem  parallel«. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  bei  (50.  III) . 

(50.  V)  . . . . »Die  Wirkung  von  b auf  c ist  Null.  — D.  h.  zwischen 
»zwei  zu  einander  senkrechten  transversalen  Elementen  findet  keine 
»Einwirkung  statt«. 

Beweis.  — Die  vorläufig  unbekannte  Kraft,  welche  b auf  c 
ausUht,  sei  bezeichnet  mit  X,  3) , 3-  Die  Spiegelbilder  von 

(<>•)  b c,  X,  3),  3 

nach  den  Richtungen  t)  und  $ werden  alsdann  dargeslelll  sein  re- 
spectivo  durch 

(«•)  b' c,  g)',  3» 

und  durch: 

(*0  • b c',  X,  3),  3'. 

Aus  (ft.)  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (49.a),  dass  die  von  K auf  t,  und 
ebenso  auch  die  von  b auf  c’  ausgeübte  Kraft  dargeslelll  ist  durch 
X" , 3)’,  3 - Diese  Componenten  X1 , 3),  3"  müssen  daher,  mit  Hin- 
blick auf  (o.)  und  (t.)  , identisch  sein  mit  X,3)’ ,3»  ,|n(l  ebenso 
auch  identisch  sein  mit  I,  3),  3 - Somit  folgt:  X'  = J , 3)  = 3)> 
3'  = 3 , d.  i.  .¥  = 0 , 3)  = 0 , 3 = 0;  w.  z.  z.  w. 

Die  Ergebnisse  (50.  I,  II,  III,  IV,  V)  können  vereinigt  werden  zu 
folgenden  Sülzen: 

(51.)  ....  Die  Wirkung  zwischen  zwei  longitudinalen  Ele- 
menten ist  longitudinal. 
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Die  Wirkung  zwischen  zwei  Irans  versalen  Kleinen  len 
ist  longitudinal  oder  Null,  jenachdem  die  Elemente  paral- 
lel oder  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  Wirkung  zwischen  einem  longitudinalen  und  einem 
transversalen  Element  ist  dem  letztem  parallel. 

Die  Komponenten  der  beiden  gegebenen  Stromelemente  JDs  und 
JtDs,  mögen  fortan  (genauer  als  bisher)  bezeichnet  werden  mit 
a,  b,  { und  <ii,  bi,  Cr,  so  dass  also  die  Formeln  stattlinden: 
a = JDs  cos  (A# , j) , a<  = J,Ds,  cos  {Du,  , j) , 

b = JDk  cos  (Du,  t/),  bi  = J,Ds,  cos  (fl# i,  t)) , 

c = JDs  cos  (Dg,  j) , Ci  = Ji Ds,  cos  (. Ds , , j) . 

Zufolge  (49.c)  ist  die  von  J,Ds,  auf  JDs  ausgeübte  Wirkung 
S,  2),  3 identisch  mit  der  Summe  derjenigen  Wirkungen,  welche 
ai,bi,Ci  ausübcn  auf  a,  b,  c.  Diese  letztem  Einwirkungen  aber 
lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  (49.a,b)  und  (31.)  augenblicklich  an- 
geben. So  wird  z.  B.  die  von  at  auf  a ausgeübte  Kraft  longitudinal 
sein,  und  den  Werth  Unt f(r)  besitzen,  wo  f(r)  eine  unbekannte  Func- 
tion der  Entfernung  vorstellt;  ferner  werden  die  von  bi  auf  b und 
von  Ci  auf  c ausgeübten  Kräfte  gleichfalls  longitudinal  sein,  und  die 
Werthe  besitzen  btb<p(r)  und  (|Cy>(r),  wo  < p(r)  wiederum  eine  unbe- 
kannte Function  der  Entfernung  vorstellt. 

Wir  wollen  nun  jene  Komponenten  ,¥,  3) , 3 der  von  J,lh,  auf 
JDs  ausgeübten  Wirkung  der  Reihe  nach  in  Betracht  ziehen.  — Die 
longitudinale  Komponente  £ kann,  nach  (31.),  nur  herrühren  von 
den  drei  Wirkungen  (a,,  a),  (bi,  b)  und  (Ci,c);  sie  besitzt  daher 
den  Werth: 

(52.«)  = flidp  (bib  ■+■  Cic)  p , 

wo  q und  p für  die  unbekannten  Functionen  fr)  und  <p (r)  gesetzt 
sind.  Ferner  kann  die  Komponente  J),  nach  (51.),  nur  herrühren 
von  den  beiden  Wirkungen  (bi,  a)  und  (ai,  b);  so  dass  man  erhält: 

(52.$  2)  = btao  •+•  aibr, 

wo  «,  r neue  unbekannte  Functionen  von  r sind,  die  von  einander 
verschieden  sein  können.  Endlich  erhält  man : 

(52 .y)  3 = Cut«  -f-  UiCt  , 


/ 
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wo  <i,  r uothwendiger  Weise  genau  dieselben  Functionen  sind,  wie 
in  (52./»). 

An  Stolle  des  Axensyslemes  jt , t) , ^ , dessen  erste  A xe  mit  r zu- 
sammennüll,  und  di«  Richtung  (Dx\  — * ih)  besitzen  mag,  soll  gegen- 
wärtig ein  beliebiges  rechtwinkliges  Axensystem  .r , z eingefillirl 
werden.  Sind  X,  V.  X die  diesem  neuen  System  entsprechenden 
(Komponenten  der  Kraft  3£,jl),  3 52.«, /», /',  so  ergiebt  sich  sofort: 
X = Xf^  -h  3JA’  3A" , 

wo  A.A'.A”  die  Kichtungseosinus  von  x in  Bezug  auf  r,  t),  \ vor- 
stellen. Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werlhe  (52.«,  ,i,  y : 

X = Aooip  + A bbi  -+-cci)g 

-+-  ( A bi  -t-  A Ci } uo  -+-  A b -+-  A c)ctiT , 
odei*  was  dasselbe  ist): 

X = Aaa,(g  — g — <j  — r -+-  A ooi  + bbi  + ctijp 

-+-  ;tAai  A bi  — A c,)flo  -+-  ( Au  ■+•  A b -+-  A c)aiT . 

Nun  werde  gesetzt  : 

a = Jlh  . 0 , üi  = JiÜst . 0| , 

b = JDs  . 0' , b,  = J,Ds,  . 

c =9  JDs  . 0 . Ci  = Jilh\  . 0/  , 

wo  0,0',  0"  und  0)  , 0i',  0|"  die  Kichtungseosinus  von  JDs  und  J\D»i 
in  Bezug  auf  j,  t> , } vorstellen.  Alsdann  folgt: 

X = JDs  . JJ)s,  . A00,  g — g — o — r,  -+-  A(00,  -+-  0'0,'  •+■  0"0|')e 
-+-  (A0|  -l-  A'0,'  -+-  A"0|”)0n  -+-  (AG  -t-  A'0'  -t-  A"0"  0,r]. 

Nun  ist  A = cos  r , x — cos  (r,  ,r  , also  ausdruckbar  durch 


wo  alsdann  x , z und  x, , y,,  z,  die  dem  neuen  Axensystem  ent- 
sprechenden (Koordinaten  von  JDs  und  JtDs,  vorstellen.  Bezeichnet 
man  mit  Bezug  auf  eben  dasselbe  System  die  Kichtungseosinus  von 
JDs,  J,l>xi  mit  A,  B,  T,  A, , B, , I",.  und  mit  E den  (Kosinus  des  zwi- 
schen JDs.  J,Dst  vorhandenen  Neigungswinkels,  so  wird: 

A = A0  -t-  A'0'  -+-  A"0"  , 

A,  = A0,  A'0,'-+-  A"0|", 

E =00,-+-  0'0,'-+-  0''0,". 
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Demgemäss  kann  die  Formel  für  -V  auch  so  geschrieben  werden : 

X = jlh . JJh, . ee,  Q _ p _ o - t)  -+-  —r^  e e 

-h  A,0o  -+-  A0,r  j . 

Analoge  Werlhe  rcsultiren  für  V.  / ; und  man  gelangt  daher,  falls 
zur  Abkürzung  g — g — a — r schlechtweg  = p gesetzt  wird,  zu 
folgendem  Resultat : 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten,  die  Richtungscosinus 
und  die  Ampere’schen  Argumente*)  zweier  elektrischen 
Slromelemente  Jlh , J,Us,  respective  mit  x,  y,z,  it,  y\,  *i, 
mit  A.  B,  T,  A, , B, , T, , und  mit  r,  0,  0,,  E,  so  werden  die 
Componenten  X,  V,  Z der  von  J ,l)n,  auf  Jlh  ausgeübten 
ponderomotorischen  Kraft  die  Werthc  besitzen: 

X = Jlh  . JJh,  [{(,00,  -+-  qE)  -+-  («0 A,  -f-  t0,A’  | , 

53.)  Y = Jlh  . JJh , | g00,  -»-  gE)  v-~v?'  ■+■  r,0B,  -f-  t0,B)J  , 

z = Jlh . JJh , [((,00,  ■+.  gE  lO0r,  + T0,o]  • 

Dabei  sind  unter  p,  g,  a,r  vier  noch  unbekannte,  lediglich 
von  r abhitngendc  Functionen  zu  verstehen. 

Jene  ponderomotorische  Kraft  kanu,  wie  aus  (53.)  folgt,  in  die 
drei  Kriifte  zerlegt  werden 

Jlh  . JJh,  (,60i  + gE(i 
Jl)s  . JJh,  . o0  , 

Jlh  . J\  Ih, . T0,  , 

von  denen  die  erste  die  Richtung  r Jh,  — ► Ih) , die  zweite  die 
Richtung  A, , B,  , r, , die  dritte  die  Richtung  A,  B,  T besitzt. 

Ehe  wir  auf  die  Bestimmung  der  unbekannten  Functionen 
(, , g-,  o , t uns  einlassen  können,  müssen  wir  zuvor  eine  analoge 
Untersuchung  anstellen  über  die  elektromotorischen  Kräfte.  **) 

Vergl.  p.  ist. 

*•)  Die  in  diesem  § angewandte  Methode  ist  im  W esc  n 1 1 ic  li  c n identisch  mit 
derjenigen,  deren  Stefan  sich  bedient  hat  in  seiner  ausgezeichneten  Arbeit  über  die 
(irundfornieln  der  Elektrodynamik.  (Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  Bd.  59, 
zweite  Abtheilung,  pag.  693. 
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§■  3. 


Die  aus  den  G rundeigensehaflen  für  die  elektromotorischen 
Kräfte  sich  ergebenden  Formeln. 


Ebenso  wie  in  (19.«,  ft,  y),  sei  Kilt  diejenige  eleklromolorische 
Kraft,  welche  das  inducirende  Stroinelemenl  J, ßx,  wahrend  der  Zeit 
<lt  her\ erbringt  in  irgend  einem  Punkte  m des  inducirten  Kör|>ers 
A . Auch  sei,  ebenso  wie  damals,  vorausgesetzt,  dass  wahrend  der 
Zeit  dt  die  Stromstärke  J,  und  die  räumlichen  Lagen  von  J,ßx,  und 
A in  beliebiger  Weise  sich  andern.  — Ferner  seien  Xdt,  g)t//,  3 dt 
die  Komponenten  von  Edt  nach  drei  aufeinander  senkrechten  Axen 
X , Vf , welche  vom  Punkte  m ausgehen  und  mit  der  ponderablen 
Masse  von  A starr  verbunden  sind. 

Lassen  wir  nun  vom  Punkte  in  in  vvillkuhrlichen  Richtungen 
irgend  welche  Linienelemente  ßx,  ßx  , ßx , ....  ausgehen,  die 
ebenfalls  mit  der  |H)nderablen  Masse  von  A starr  verbunden  sind, 
und  deren  Richtungscosinus  in  Rezug  auf  die  Axen  jr,  1),  $ mit 
91,  93,  (I,  91',  99' , Cf,  91",  33",  CS.“ , . . . bezeichnet  sein  mögen,  so 
werden 

Qdl  = MdI  + ©3)d<  •+-  63 dl, 

(54.)  . ß'dl  = 9l’J dt  + ©';))«/(  6'3</f, 

6 "dt  = 'K'Xdt  •+■  <B"9)dt- h a”;{dt. 


die  den  Richtungen  ßx,  ßx  , ßx" , . . . entsprechenden  Komponenten 
von  Edl  \orstellen,  oder  (was  dasselbe  ist)  diejenigen  elektromotori- 
schen Kräfte  vorstellen,  welche  J,ßs,  in  den  Drahteiemen  len  ßx,  ßx, 
ßx" , . . . hervorbringen  würde.  Diese  Kräfte  aber  können  auf  Grund 
der  Eigenschaften  (49. u,  ft,  y)  naher  bestimmt  werden. 

Sind  nämlich  r,  0,  0|,  E die  Ampere’schen  Argumente*)  für 
die  beiden  Elemente  J,ßx,  und  ßx , so  ist  die  relative  Lage  der 
beiden  Elemente  zu  einander  und  die  Aenderung  dieser  relativen 
Lage  während  der  Zeit  dl  vollständig  bestimmt  durch  Angabe  der 
acht  Grössen 

r,  0,  0, , E,  dr,  </0,  </0, , c/E . 

Die  von  J ißx,  während  der  Zeit  dt  im  Drahlelement  ßx  erzeugte 


*)  Vergl.  pag.  iS*. 
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elektromotorische  Kraft  @d<  muss  daher,  nach  (49.«,  (i),  darstellbar 
sein  durch : 

ddl  = /,D»,  . F(r,  0 , 0, , E , ( Ir,  de,  </0, , dE) 

-+-  (dJ,)Dx , . G(r,  0 , 0, , E , dr,  de , d0, , dE)  , 

wo  die  Functionen  F,  G lediglich  abhangen  können  von  den  beige- 
filgten  Argumenten.  Durch  Entwicklung  der  Functionen  F,  G nach 
den  unendlich  kleinen  Argumenten  dr , de , d0, , d E folgt: 

F = //  -+-  Adr  Lde  ■+■  .V</0,  -+-  A'dE  , 

G = 0 + Pdr  + (M©  •+■  /?d0i  4*  SdE ; 

sodann  aber  folgt  durch  Substitution  dieser  Entwickelungen  (unter 
Forllassung  der  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung)  sofort: 
(?,//  = ,/,/>*,  (//  -+-  Kdr  -+-  Lde  -+•  MdB,  -+-  iVdE) 

+ (dJ\  fix,  . 0 ; 

wo  die  //,  K,  L,  M,  N,  0 nur  noch  von  den  vier  Argumenten 
r,  0,  0,,  E abhangen  können.  — Nach  (49./?)  verschwindet  die 
Kraft  (Jdf,  sobald  die  Aenderungen  dr,  de,  dB i,  dE,  dJ,  sammtlich 
Null  sind.  Somit  folgt:  II  = 0,  und  also: 

(55.)  ddl  = fix,  [J,[Kdr  + Lde  A/d0,  NdE)  •+■  OdJ,} . 

Vertauscht  man  in  Gedanken  Ih  mit  fix,  fix",...,  so  erhalt 
man  der  Reihe  nach  die  in  (54.)  angeführten  Ausdrücke;  woraus 
folgt,  dass  ddt  eine  homogene  lineare  Function  von  9t,  ©,  6 
sein  muss.  Gleiches  muss  daher  gelten  von  dem  Ausdrucke  (55.). 
Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Aenderungen  dr,  dB,  de,,  dE,  dJ , 
von  einander  unabhängige  willkührliche  Grössen  sind,  dass  Gleiches 
auch  gelten  muss  von  den  einzelnen  Gliedern  des  Ausdruckes  (55.), 
also  gelten  muss  von  den  fünf  Producten: 

(56.)  Kdr,  Lde,  MdB,,  NdE,  OdJ,. 

Hieraus  aber  ergeben  sich  die  Mittel  zur  näheren  Bestimmung  von 
K,  L,  M,  N,  0. 

Es  ist  nämlich 

0 = 91 U -+-  ©ö  + K© , de  = (9WU  +...), 

(57 .)  0,  = 91, U -+-  ©,©  +■  6.» , de,  — (9l,dlt  + ...)  + (Ud9l,  -+-  . .), 
E = 9191,  -4-  »©,  •+■  (4<S,  ,dE  = (»d9l,  + ...), 
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wo  ll,2',2B  und  91,,  23i,  (£i  die  Richtungscosinus  von  r und  J,Dsl 
in  Bezug  auf  die  Axen  r,  l>,  $ vorslellen;  wahrend  91,  23,  <£  die 
Richtungscosinus  des  mit  diesen  Axen  starr  verbundenen  Elementes 
/)*  vorstellen  so  dass  also  91,  2) , 6 unveränderlich,  mithin  </9l. 
d93,  </6  Null  sind). 

Die  1 leiden  Producte  LilQ  und  NdE  sollen  homogene  lineare 
Functionen  von  91,  23 , 6 sein;  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die 
Werllie  von  </0.  i/E  [57.),  dass  L und  N von  91,  23,  6 unab- 
hängig sind. 

Die  Übrigen  Producte  KJr,  .W</0, , OilJ,  sollen  ebenfalls  homo- 
gene lineare  Functionen  von  91,23,6  sein;  hieraus  folgt,  mit  Rück- 
sicht auf  [37.  , dass  K.  M,  0 gleichfalls  homogene  lineare 
Functionen  von  91,  23,  (3,  sind. 

Nun  hangen  aller,  wie  vorhin  bemerkt  wurde,  die  ftlnf  Func- 
tionen /. , .V  und  A , M,  0 lediglich  ab  von  r,  0,  0,,  E;  so  dass 
also  91,  23,  6 in  jenen  Functionen  nur  insofern  enthalten  sein  kön- 
nen, als  sie  Bestandteile  von  0,  E '57. ) sind. 

Die  L , N werden  daher,  weil  sie  unabhängig  von  91,  23,  6 
sind,  auch  unabhängig  von  6,  E sein. 

Und  andrerseits  werden  die  Ä,  M,  (),  weil  sie  homogene 
lineare  Functionen  von  91,  23,  6 sind,  ebensolche  Functionen  auch 
von  0,  E sein. 

Demgemäss  besitzen  also  die  /- , N und  A,  M,  0 folgende 
Formen : 

Ä = 0 . K (r , 0|)  -+-  E.R(r,  0,  , L = A r,  0,), 

(58.)  M = 0.M(r,  0,)  -+■  E.M(r,  0,),  JV=N(r,  0,), 

0 = 0.Q (r,  0,)  -t-  E.5(r,  0,), 

wo  die  K,  R,  A,  M,  M,  N,  Q,  55  lediglich  abhUngcn  von  den  bei- 
gefilgten  beiden  Argumenten  r,  0|. 

Nach  (49 .y)  ist  das  inducirende  Element  Jtl)s,  ersetzbar  durch 
seine  nach  beliebigen  Richtungen  genommenen  Componcnlen, 
einerlei  ob  diese  Richtungen  absolut  fest  oder  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen begriffen  sind.  In  der  Thal  werden  wir  jene  Eigenschaft 
(49.j>  in  zwiefacher  Weise  anwenden:  zuvörderst,  indem  wir 
(zu  der  in  Rede  stehenden  Zerlegung)  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen  £,  »/,  f benutzen,  welche  mit  dem  Elemente  J ,lh< 
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starr  verbunden  sind,  an  seiner  etwaigen  Bewegung  also  theil- 
nelinicn;  sodann  spitter,  indem  wir  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen  x,  y,  z benutzen,  welche  ein  in  irgend  welcher  eige- 
nen Bewegung  begriffenes  System  bilden,  dessen  relative  Lage 
zii  J,Dst  von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  Hndert. 

Unter  Anwendung  der  mit  J,lk,  starr  verbundenen  Axen  f,  i y,  f 
führt  die  Eigenschaft  Ut.j'  zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  Func- 
tionen Ä,  L , M,  N,  0 , ntlmlieh  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  For- 
meln (58.)  zu  ersetzen  sind  durch  *) : 

A = *00i  + xE,  L = A0i , 

(59.)  M = //0.  N = v, 

0 ==  w00i  + wE, 

wo  x,  x,  A,  fi,  v,  io,  iü  nur  noch  von  r abhangen. 

Ob  in  dem  inducirtcn  Drahtelement  Da  schon  von  Hause  aus 
ein  elektrischer  Strom  vorhanden  ist  oder  nicht,  bleibt  gleichgültig. 
Denn  zufolge  (49.$  ist  die  inducirte  elektromotorische  Krall  völlig 
unabhängig  von  denjenigen  elektrischen  Processen,  welche  in  dem 
inducirtcn  Körper  stattlinden.  Demgemäss  gelangt  man  durch  Sub- 
stitution der  Werlhe  (59.)  in  die  Formel  (55.)  zu  folgendem  Re- 
sultat : 

Befinden  sich  zwei  Stromelcmenle  JDa  und  JJh,  in 
irgend  welcher  Bewegung  und  die  in  ihnen  vorhandenen 
Stromstärken  J und  J,  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Veränderung,  so  wird  die  wahrend  der  Zeit  dt  von  JtDsi  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  JDa  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromo- 
torische Kraft  (?</f  den  Werth  besitzen: 

(10.)  (fdl  = Da,  ./,  ;(x00,  -I-  X Edr  -4-  A0,d0  -+-  /(0d0,  + w/E 
*4-  uj00,  -4-  io  E dJ i ; 

hier  sind  r,  0,  0l5  E die  Ampere’schen  Argumente,  und 
x,  x,  A,  fi,  v,  ta,  Z>  sieben  unbekannte  Functionen  von  r. 

Wir  bringen  die  Formel  (60.),  welche  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung angedeutet  werden  mag  durch: 

’)  Die  nähere  Ausführung  timlel  sieh  in  der  »Th.  der  eletilr.  Kräflen, 
auf  pa« . f t 7 — I ii. 
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(«.)  ^ d<//  = D»i[J\df  -+■  <fdJ,), 

insbesondere  in  Anwendung  auf  den  Fall,  dass  die  Stromstärke  des 
inducirenden  Elementes  während  der  Zeit  dl  einen  endlichen  Zu- 
wachs von  0 auf  J i erlangt.  *)  Jene  Formel  {«.)  nimmt  alsdann 
folgende  Gestalt  an : 

iß.)  m - D»t(Y,df  + vjt) . 

Dass  im  zweiten  Gliedc  ./,  (an  Stelle  des  früheren  dJ t)  zu  setzen 
ist , unterliegt  keinem  Zweifel.  Fraglich  aber  erscheint,  welcher 
Werth  im  ersten  Gliede  dem  beizulegen  ist. 

In  der  früheren  Formel  («.)  ist  es,  mit  Bezug  auf  jenes  erste 
Glied,  einerlei,  ob  dort  J i selber,  oder  statt  dessen  Jt  -+-  <IJt  gesetzt 
wird,  also  einerlei,  ob  daselbst  der  Werth  der  Stromstärke  zu  An- 
fang oder  zu  Ende  der  Zeit  dt  genommen  wird;  denn  der  Unter- 
schied zwischen  ./,  und  J,  ■+■  dJ , ist  unendlich  klein.  In  der  Formel 
iß.)  hingegen  scheint  eine  solche  Verwechselung  nicht  gestattet,  weil 
hier  die  Stromstärke  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  sehr 
verschiedenen  Werlhe  0 und  J,  besitzt.  Es  fragt  sich  also,  ob  in 
der  Formel  (fl.)  für  V,  der  Werth  0 , oder  , oder  vielleicht  ein 
gewisser  Mittelwerth  zu  nehmen  ist.  Um  rationell  zu  verfahren, 
würde  die  Zeit  dt  von  Neuem  in  unendlich  viele  (etwa  n)  Zeitele- 
menle  zu  zerlegen  sein,  u.  s.  w. 

Glücklicher  Weise  sind  indessen  solche  Erörterungen  nicht  er- 
forderlich. Denn  man  bemerkt  sofort,  dass  das  erste  Glied  der 
Formel  Iß.)  verschwindend  klein  ist  gegen  das  zweite,  und  diesem 
gegenüber  also  vernachlässigt  werden  darf;  wodurch  jene  Formel 
sich  redueirt  auf : 

(y.)  Qdl  = Dg i . tjJt . 

Substituirt  man  für  ip  seine  eigentliche  Bedeutung,  so  ergiebt  sich 
also,  hinsichtlich  des  Salzes  (60.)  folgender  Zusatz: 

Erlangt  die  Stromstärke  des  inducirenden  Elementes 
Ds,  während  der  betrachteten  Zeit  dl  einen  endlichen  Zuwachs 
von  0 auf  Jt,  so  wird  die  von  ihm  während  dieser  Zeit 


•)  Solches  wird  z.  B.  slatllindeit , wenn  wir  uns  einen  mit  Gleilstcllon  behafle- 
len  Stromrins  von  der  Stärke  /,  vorstellen , und  unter  D»j  ein  Element  verstehen, 
welches  wahrem)  der  Zeit  dt  in  die  Slroinbalm  neu  einlritt. 
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in  JDs  hervorgebrachte  elektromotorische  Kraft  (fdt  den 
Werth  besitzen: 

(61.)  Cfrff  = D»,  (w00,  -4-  mE  Ji  , 

wo  0 , 0,,  E,  dj,  ü dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (60.). 

Um  Näheres  zu  erfahren  über  die  noch  unbekannten  sieben 
Kundinnen  x , x,  X,  ft,  v,  w,  !ü,  benutzen  wir  von  Neuem  die 
Eigenschaft  (iO.y),  indem  wir  diesmal  zur  Zerlegung  von  ./, Ds,  ein 
rechtwinkliges  Axensystem  x,  y,  z in  Anwendung  bringen,  welches 
begriffen  ist  in  einer  beliebig  gegebenen  eigenen  Bewegung. 
In  Bezug  auf  dieses  System  seien 

U,  V,  VV  die  Kichtungscosinus  von  r(Ds, . — * Ds) , 

A.  B,  r diejenigen  des  inducirten  Elementes  Ds, 

A, , B, , K,  diejenigen  des  inducirendcn  Elementes  J,Ds,; 
so  dass  also  0,  0,,  E sich  darslellen  durch  die  Formeln: 

Q = -h  YB  + HT, 

(62.)  0,  = f A,+  VB,-f-  HT, , 

e = aa,  -+-  bb,  -f-  rr, . 

Die  Eigenschaft  (49./)  spricht  sich  aus  durch  die  Gleichung: 
(63.)  ($dl  = &dl  -+-  mit  -h  ($‘dl , 

falls  wir  nämlich  unter  (fdl  und  Q‘dt , (5 "dt , (S'dl  diejenigen  elektro- 
motorischen Kräfte  verstehen,  welche  in  Ds  während  der  Zeit  dt 
hervorgebracht  werden  wurden  respective  von  J,Ds,  selber  und  von 
seinen  drei  Componenten  ./,  A,  Ds, , J,B,Ds,,  J,  T , l)s, . Die  Kraft  Cf  dl 
hat  nach  (60.)  den  Werth : 

(64.)  Cf  dt  = D$\  J,  ( (x00i  + X E dt'  + /.0,(/0  4-  /(0(/0,  -H  rf/E) 

-f-  o)00i  -4-  (uE  dJi] . 

Was  die  Kraft  (£xdt  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  das  Ele- 
ment JJh,  gegen  das  Axensystem  x,  y,  z in  beliebiger  relativer 
Bewegung  begriffen  ist,  folglich  A,  B,  I"  in  irgend  welchen  Aende- 
rungen  begriffen  sind.  Zerlegt  man  also  J,Ds, , entsprechend  den 
Axen  x,  y,  z,  in  drei  coinponirende  Stromelemente,  so  werden 
diese  letztem  während  der  Zeit  dt  ihrer  Länge  nach  sich  ändern. 

Das  der  x\xe  entsprechende  componirende  Element  besitzt  zu 
Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  Längen  A| Ds,  und  (A,  -4-(M,)Ds,, 

Abbandl.  d.  K.  S.  Ueaellach.  d.  WiHeiieh.  XV.  33 
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und  kann  daher  au  gefasst  werden  als  ein  Aggregat  von  zwei  Ele- 
menten; von  diesen  besitzt  das  eine  die  ronstanl  bleibende  Länge 
A|/>*i  und  eine  von  Jt  auf  J t dJ,  anwaehsende  Stromstärke,  das 
andere,  hingegen  die  Länge  </A,  Ih,  und  eine  von  0 auf  J -+-  dJ, 
anwaehsende  Stromstärke.  I)einents|irechend  zerfällt  die  Kraft  (f *dt 
ebenfalls  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  nach  (60.  den 
Werth  hat : 

A|/t*,  J\  x&l  + *A  ilr  -4-  ).l  dB  -4-  /iBill  -4-  idA  ; 

-+-  i w0(  + diA  dJ,  , 

während  der  andere  nach  (61.'i  durgestellt  ist  durch 
d A,  l i i'iQ  f ' — f-  fit  A d ] —4—  i/«/|  , 

wo  im  letzten  Factor  das  gegen  ./,  verschwindend  kleine  <IJ,  fort- 
gelassen  werden  darf.  Man  erhält  also  für  die  ganze  Kraft  (5 *dt 
den  Werth: 

<S *dt  = Dxt  J\  A|  ( xBl  -4-  xÄ  !</r  XUdQ  -4-  -I-  c(/A) 

-4-  ioQU  •+■  IV A d A,y,  1 , 

wofür  auch  geschriel>en  werden  kann: 

Cr ’dt  = &,[/,( («er  + ~A  A,i/r  -+-  /./Ai</0  -t-  »0d  f'A,  -t-  »•</  AA,  ) 

-4-  ('10/  + bfA  A|i/J,  -4-  j JiilAi  . 

Analoge  Wertlie  resultiren  für  ($*</< , und  durch  Addition  dieser 

Werthe  folgt  mit  Rücksicht  auf  (62.)  sofort: 

65.)  (I'i U -l-  6 ’dt  -t-  Will  = 

= /i*j  Ly,  ( x00i  -4-  xE)rfr  -4-  A0i f/0  -4- 1((0'/01  -4-  r(/E) 

+ ('(00i  ~f"  <uE  dd i -4-  J\.j'xdAi  -4“  /'*(/B|  -4-  f‘d  T,)]  . 

Hier  stellt  /v  zur  Abkürzung  für  den  Ausdruck 
'w0/'-4-(3Ai  — (/lötZ+rA), 
so  dass  man  also  hat : 

/*  = (w  — /<  0f  -4-  iä  — r)  A , 

(66.)  f*  — (tu — /<)0 1 -4-  fä>  — i- B , 

f — (w  — /«)0  H -4-  oi  — r)  T . 

Bei  beliebigen  Lagen,  Bewegungen  und  Veränderungen  der  be- 
trachteten beiden  Elemente  Jl)s  und  Jtlht  soll  nun,  zufolge  der 
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Eigenschaft  (49.y) , zwischen  den  Kräften  (M/ , (S/dt,  ft"dt , il’dt 
jederzeit  die  Formel  (63.) : 

(67.)  m = tf  ‘dt  -h  mt  -+■  mit 

slattfinden.  Diese  Formel  gewinnt  durch  Substitution  der  gefundenen 
tVerthc  (64.),  (65.)  folgende  Gestalt: 

(68.)  0 = f*d A,  -+-  + fd  T, . 

Sie  fuhrt  daher,  wenn  man  fitr  f* , /y,  f‘  ihre  eigentlichen  Bedeu- 
tungen (66.)  einsetzt,  und  beachtet,  dass  </A, , (/Bt,  dl",  durch  die 
Helation  A^Ai  -+•  B,(/B|  -+-  Hdfj  mit  einander  verbunden  sind,  zu 
folgenden  drei  Gleichungen: 

(w  — f i)&U  -+•  (w — k)A  = <t>A, , 

,69.)  (w  — giöl  + (ui — »>)B  = <t>Bf , \ 

(w  — fijQ  IV+  (w  — v)  r = <t>r, , 

wo  <t>  einen  unbekannten  Factor  repräsentirt.  Aus  diesen  Gleichungen 
6!).)  aber  folgt  sofort,  dass  die  Functionen  (w  — /«)  und  (S — v) 
identisch  Null  sind.  Denn  witren  beide  von  Null  verschieden,  so 
würde  aus  (69.)  folgen,  dass  die  Richtungen  r,  Ds,  Ds , stets  in 
derselben  Ebene  liegen,  was  nicht  der  Fall  ist;  und  wäre  andrer- 
seits von  jenen  Functionen  nur  eine  von  Null  verschieden,  so  würde 
aus  (69.)  folgen,  dass  entweder  r oder  Ds  stets  mit  Ds,  parallel 
bleibt,  was  ebensowenig  der  Fall  ist. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat: 

(70.)  fi  = ui  v = ui , 

wodurch  die  sieben  unbekannten  Functionen  auf  fünf  redueirt  sind. 
Der  in  (60.)  gefundene  Satz  kann  daher  gegenwärtig  folgendermassen 
ausgesprochen  werden. 

Befinden  sich  zwei  Stromelemente  JDs  und  J,Ds,  in 
irgend  welcher  Bewegung  und  die  in  ihnen  enthaltenen 
Stromstärken  J und  J,  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Veränderung,  so  wird  die  während  der  Zeit  dl  von  J,Ds,  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  Jfh  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromoto- 
rische Kraft  (Idt  einen  Werth  besitzen,  welcher  sich  dar- 
stellen lässt  durch: 

33* 
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(7  t.  (fdl  — Ds\  >/, ( /00i  -+-  x E dt'  -4*  ÄOi  JO  + oiQilQi  -4-  w//E) 

■+•  01001  -+■  laEjdJ]  , 

oder  auch  durch: 

(72.)  i$dt  = / t.v, |./ ] ( *00,  xE'jdr -4-/.0I f/0)  -4-  o*0i/  0 1 */ , -4-  i«d.E,/,  ]. 

Hier  sind  r,  0,  0,,  E die  Ampere'sehen  Argumente,  und 
*,  *,  A,  w,  tä  fünf  noch  unbekannte  Functionen  von  r. 

beiläufige  Bemerkung.  Wir  bringen  die  Formel  (72.)  in 
Anwendung  auf  folgende  specielle  Aufgabe : 

»Es  sei  m irgend  ein  Punkt  im  Innern  eines  beliebig  gestal- 
teten körperlichen  Leiters  A.  Ferner  seien  j,  t),  $ drei  von  m ausge- 
hende auf  einander  senkrechte  und  mit  A starr  verbundene  Axen.  Der 
»Körper  A sanunt  dem  Axensystem  t),  \ mag  (der  be(|uemeren 
»Ausdrucksweise  willen)  als  absolut  unbeweglich  angesehen 
»werden«. 

»Ausserhalb  A und  zwar  in  der  rfcEbene  befinde  sich  ein  con- 
»stanter  elektrischer  Strom  (J,,  *,}.  Der  ponderable  Träger  des 
»Stromes  sei  von  starrer  Gestalt,  durch  irgend  welche  starren  Arme 
»mit  der  }Axe  verbunden,  und  um  diese  Axe  in  Rotation  begriffen«. 

»Es  sollen  die  (den  Axen  r,  t',  \ entsprechenden)  Componenten 
«Sdt , 9)dl,  ßdl  derjenigen  elektromotorischen  Kraft  Edt  ermittelt 
»werden,  welche  irgend  ein  Element  JJh,  des  Stromes  wahrend 
»der  Zeit  dl  im  Punkte  m hervorbringt«. 

Sind  21 , 23,  (5  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  von  m 
ausgehenden  (mit  A starr  verbundenen)  Linie,  so  wird  die  dieser 
Linie  entsprechende  Componente 

m + 23)})  + 63)rf< 

der  Kraft  Edl  nach  (72.)  den  Werth  besitzen:  , 

(«.)  (91.1*  -I-  232)  -4-  «3 )<//  = 

— l)x\  [J\  ( (x00,  -t-  x E)dr  -4-  A0,d0)  -4-  oiQd  QiJt)  “4-  (od  EJ 

wo  r die  Entfernung  von  m nach  J,  l)s,  und  0.  0,,  E die  der  Linie 
r,  der  Richtung  21,  23,  6 und  der  Richtung  Ih\  entsprechenden 
Ampere’sehen  Argumente  vorstellen.  Bei  der  gegenwärtigen  Auf- 
gabe sind  r,  0,,  ./,  constant,  so  dass  also  die  Formel  (o.)  sieh 
reducirt  auf: 

(ß.)  i'M  -4-  232)  -4-  (5  3, (it  = J,D»,  L/.0,d0  -4-  U E] . 
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Setzt  mau  nun 

9,  =s  cos  i'l, , 

9 = «HU  + <8B  -t-<?28, 

E = 3131,  + 9923, + «G,, 

wo  U,  2.1,  35}  und  31, , 23, , (1,  die  Itiehtungscosinus  von  r(m  — ► Hx,) 
und  l)x{  vnrslellen  sollen,  und  beachtet  inan,  dass  31,  25,  (i  con- 
stant  sind,  so  folgt: 

(/.)  i9IJ  + . . ,)dl  = J,l)x,[k  + ...)+  «(9WH,  -t- . . .)]• 

Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Kichtung  31,  39,  (4  eine  beliebig  ge- 
wählte war,  augenblicklieh: 

\llt  — J i /l\|  /.  COS  iV i dH  + (ul/31,1  , 

'<)■  '})(ll  = ./ 1 />» i A eos.‘>V</2'  -+-  cür/2'il  , 

3 dl  = J\Dhi[X  cos&id®  + «Urft',]  . 

Zufolge  der  gemachten  Festsetzungen  liegen  r und  l)x,  in  der 
p Ebene,  während  gleichzeitig  der  Winkel  <‘l| , unter  welchem  ßn, 
gegen  r geneigt  ist,  constant  ist.  Somit  erhält  man : 

U = cos tp,  «Al  = — sin  t/tlif.  31,  =cos(y-H1,\  </91,  = — sin  dtp, 

21  = sin  tp , r/21  = cos  tfiltp . SB,  = sin  («/ -t-iVi  . i/23i  = cos  tp  - 1-  <>\  dtp, 

2*1=  0 , m = 0 , <1 , = 0 , </(},  = 0 , 

wo  tp  den  Drehungswinkel , nämlich  den  Winkel  zwischen  r und 
der  r A\e  bezeichnet.  Somit  folgt  aus  d.) : 

Xdl  = — J\lh |[A  cos  iV|  sin  tp  -+-  « sin  [tp  -t-  !>\'tltp  , 

(#.)  $)dt  = -f-  </,/>#,[>  cosi>i  cosg  -+-  öIcos(y -+-  i>i)]dy  , 

3«//  = 0 . 

Beiläulig  bemerkt , ist  diesen  Formeln  zufolge  die  Kraft  Kdl  zerleg- 
bar in  zwei  Kräfte 

(f.)  J,l)x]  . A cos  iktdtp  und  JJh,  .Ztdtp- , 

von  denen  die  erstere  senkrecht  gegen  } und  r,  die  letztere  senk- 
recht gegen  $ und  l)x\  steht. 

Wir  gehen  Uber  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Betrach- 
tungen. — Nach  den  supponirten  Grundeigenscliaflen  wird 

die  von  einem  Stromelemente  constanter  Stärke  hervorgebrachte 
elektromotorische  Kraft  Kdl  immer  Null  sein,  sobald  die  relative 
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Lage  fies  Elementes  zur  inducirten  Stelle  constant  bleibt.  Dabei 
erscheint  noch  fraglich , ob  unter  der  inducirten  Stelle  das  betref- 
fende  unendlich  kleine  Element  des  inducirten  Körpers,  oder 
der  daselbst  befindliche  mathematische  Punkt  zu  verstehen  ist. 

Wir  werden  an  der  ersteren  (als  der  weiteren)  AulTassungs- 
weise  festhalten.  Alsdann  haben  die  Formeln  (/■.)  nichts  Ungereimtes. 
Denn  die  relative.  Lage  des  dort  betrachteten  Stromelementes  J 
zu  dem  in  m befindlichen  Ktirperelement  ändert  sich  von  Augen- 
blick zu  Augenblick,  wie  deutlich  sichtbar  wird,  wenn  man  die  in 
dieses  Element  eingefügten  Axen  j,  p,  } sich  vergegenwärtigt. 

Wollte  man  hingegen  die  letztere  (engere)  Auffassungsweise 
adoptiren,  so  würden  im  hier  betrachteten  Falle  die  Kräfte  («.)  nolh- 
wendig  Null  sein  müssen,  weil  die  relative  Lage  des  Slromelenienles 
J\lh\  zu  dem  mathematischen  Punkte  m fortdauernd  ein  und 
dieselbe  bleibt.  Alsdann  würde  also  folgen,  dass  die  Functio- 
nen A und  ü identisch  Null  sind. 


§.  4. 

Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Es  sei  gegeben  ein  System  starrer  Drahtringe,  der  Keihe  nach 
bezeichnet  mit  A , ß,  C,  ...  . Dieses  System  A,  B.  C,  ...  . mag, 
hinsichtlich  seiner  näheren  Beschaffenheit,  hinsichtlich  seiner  Bewe- 
gungen und  elektrischen  Vorgänge,  sowie  hinsichtlich  der  vorhan- 
denen inncru  und  äussern  Kräfte,  unterworfen  geflacht  werden  den 
früher  (pag.  454 — 457)  gegebenen  Determinationen.  Zufolge  des 
Princips  der  lebendigen  Krall  findet  alsdann  pag.  467)  für  jedes 
Zeitelemcnt  dl  die  Formel  statt: 

(73.)  (dT  dQ)j't w,.  u,  = dF, 

wo  F eine  dem  System  A,  ß,  C,  . . . eigentümliche  Function  be- 
zeichnet, die  lediglich  abhäugt  von  der  augenblicklichen  Beschaffen- 
heit fies  Systems,  also  lediglich  abhängt  von  seinen  charakteristischen 
(konstanten  und  Variablen.  Benennt  man  daher  diese  (konstanten 
und  Variablen  respcctive  mit 
(74.a)  c',c",..., 

und  mit 
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7i.b)  -t',  . . f',  ff*,  . . 

so  wird  die  Function  F (um  ihre  Beschaffenheit  besser  im  Auge  zu 
behalten)  zu  bezeichnen  sein  durch  F\e  , c , . . . , .V,  n , . . . , £ , f". . 
die  Formel  (73.)  also  uuszudrücken  sein  durch 

(75.)  {dT  dQ)tlij  o,  = <lF[c , c“,  . . . , w , st",  . . . , £',  f”,  . . .). 

Selbstverständlich  sind  in  (7  4. b)  unter  n , n,...  die  Parameter 
des  Systems  A , II,  zu  verstehen,  und  unter  . . . die 

übrigen  charakteristischen  Variabein  (vergl.  pag.  436). 

Unter  Anwendung  der  Uber  die  Kräfte  elektrodynamischen  Ur- 
sprungs bereits  erlangten  Kenntnisse,  werden  wir  für  die  linke  Seile 
der  Formel  75.)  einen  Ausdruck  erhalten,  welcher  behaftet  ist  mit 
den  noch  unbekannten  Functionen  p,  p”,  a,  r,  x,  *,  4,  •<>,  ID ; und 
die  Formel  selber  wird  uns  dann  behulflich  sein  zur  näheren  Be- 
stimmung dieser  Functionen. 

Unter  Zugrundelegung  eines  absolut  festen  rechtwinkligen  Axen- 
systeins  x,  y,  i mögen  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  sein: 
üs,  Ih  i irgend  zwei  Elemente  der  Ringe  A , li, 

J,  J i ihre  augenblicklichen  Stromstärken; 

(76.)  r.  0,  0i,  E ihre  Ampere’schen  Argumente  (Note.  pag.  424); 
x,  y,  z,  X|,  y,,  i\  ihre  C.oordinaten; 

A,  B,  T,  Ai . Bi.  Ti  ihre  Richtungscosinus; 

U,  V,  4V  die  Kichtungscosinus  von  r(f)*i  • — * Ih). 

Ferner  seien  folgende  Abkürzungen  eingeführt: 

P = ()00i  -+•  p E . 

(77.)  K = x00|  üTe  , 

Q = i.|00|  + iuE  . 

Das  vom  Element  J, Ih, , vermöge  seiner  Kräfte  eleklrodyna- 
inischen  Ursprungs,  während  der  Zeit  dl  in  Jlh  hervorgebrachte 
Quantum  lebendiger  Kraft  idT',)  Mj  V,  drückt  sich  aus  durch  die 
Formel : 

{dTl)  .,dJ.  = Xdx  -+-  Ydy  + Zdz, 

wo  dr , dy,  dz  die  der  Zeit  dt  entsprechenden  Veränderungen  von 
x.  y,  z,  andrerseits  X,  Y,  Z die  Componenten  der  von  JJh,  auf 
Jlh  ausgeühten  ponderomotorischen  Kraft  elektrodynamischen  Ursprungs 
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vors  teilen.  Substiluirl  man  für  diese  Componenten  die  früher 

(pag.  475)  gefundenen  Werthe,  welche  mit  Rücksicht  auf  (77.)  sich 
darstellen  lassen  durch: 

A = JUs  . JJh,  |p  — -I-  o0Ai  -4-  t0iaJ  , 

V = etc.  etc., 

SO  folgt: 

iß  I oj  eliij.  U»  = DsVs.JJ,  [^P  ~ ^ dx- 1-  . O0(A|(/j'  . .)  -+-  T0|(A<fr  + . .]j 

Eine  analoge  Formel  ergiebt  sieh  umgekehrt  für  die  Einwirkung  von 
JUs  auf  JJht ; man  erhalt: 

= DsDsJJl  [ P ^ dxi  -+-  . O0|  ÄtlXi  -4-  ..  ! T0  A|(/jl+.  )j 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  0,  0,  die  Cosinus  der  Winkel  von 
Ds , Ds,  gegen  die  Linie  r (Ds , — . /ix)  bezeichnen ; wendet  man  sich 
also  von  der  Einwirkung:  (Dsi  auf  Ds)  zur  Betrachtung  der  umgekehrten 
Einwirkung:  (Ds  auf  Ds,),  so  gehen  die  Grössen  0 und  0,  über  re- 
speclive  in  — 0,  und  — 0 . 

Durch  Addition  der  beiden  Formeln  folgt  sofort : 

(78.)  [dT[  -+■  dTj)  ,|dJ.Bl  s=  DsDsiJJ,(  dr  -+-  A)  , 

wo  A die  Bedeutung  hat: 

(79.)  A = o0(A|</*  -4-  . . .)  -4-  r0i(Adx  -4-  . . .) 

— o0i(Adxi  -I-  . . .)  — r0(Ait/j|  -4-  . . .). 

Die  vom  Element  J,Ds, , vermöge  seiner  Kräfte  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  wahrend  der  Zeit  dl  in  Jlh  hervorgebrachte 
Wärmemenge  (d(J'„)  cUj.  u,  kann  [vergl.  (2.c) , pag.  453]  ausgedrückt 
werden  durch : 

(dQtt)  rldj.  0,  = 6*  • UV . dl , 

oder  (was  dasselbe  ist)  durch : 

(äQ'o Wo.  = Ö'/'T 

Hier  bezeichnet  DV  das  Volumen  des  Elementes  Ih , q seinen  Quer- 
schnitt und  t die  in  ihm  vorhandene  Strömung,  so  dass  also 

i]i  = J und  = Ds 


Digitized  by  Google 


Elektrodynamische  Untersuchungen. 


489 


ist ; wodurch  die  Formel  Übergeht  in : 

(<#?i)  = KJIhdl. 

Ferner  bezeichnet  (I  diejenige  elektromotorische  Kraft  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  welche  J,Dst  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 
mentes Jlh  (und  zwar  in  der  Richtung  desselben)  hervorruft.  Sub- 
stituirt  man  ftlr  diese  Kraft  (5  den  früher  (pag.  484)  gefundenen 
Werth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (77.)  sich  darstellen  lasst  durch: 
Q.dl  — l)s\  yJ i ( Ki/r  -4-  A0i</0  -4-  w0d0,  4*  w(/EJ  -4-  Qd,/, ) , 
so  erhalt  man: 

(d(Jl)  ,idj.  o»  — — DsDgi[JJ,  Kf/r  -4-  Ä0,(/0  -4-  v/QflQ \ -t-  wdE)  -4-  QJdJ\  . 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Einwirkung  von  Ih  auf  I)* i die  analoge 
Formel: 

(d(/);  ,;,|r  = Uxlh\  «/./[  Kf/r  -4-  P.0(/0|  ■+■  W0|(/0  -4"  <ü(/E)  -4"  QJfllJ  . 

Durch  Addition  dieser  beiden  Formeln  folgt  sofort: 

(80.)  (dQJ  -4-  dQ?)  ,,dj.  = />»»*, tW«  (2  K,/r  + (*  -4-  w)d  ,00,)  -4-  2ÜdE 

■+■  Qd(JJ,)) . 

Addirt  man  diese  Formel  (80.)  zur  früheren  ,78.),  so  folgt: 

(81 .)  {dTl  -4-  dr,  -4-  dQ i -4-  ./<??}  (,Jy.  = D*Ihf{d(JJ$)  -4-  ,/J,Yl , 
wo  Y die  Bedeutung  hat : 

(82. a)  Y =:  2 K -4-  P)dr  -4-  Ä -4-  wjd  00 ( -4-  2wdE  -4-  A — dQ, 

(82.b)  = TW  -4-  rt'dn"  + ; 

der  Ausdruck  Y ist  nämlich  nur  abhängig  von  den  Lagen  und  Lagen- 
anderungen  der  ponderablen  Massen,  also  ausdrUckhar  durch  die 
Parameter  tt' , n,  . . .,  und  durch  die  den  betrachteten  beiden  Ele- 
menten Ih . Ih,  zugehörigen  Bogenlängen  x , der  in  solcher  Weise 
für  Y resultircndc  Ausdruck  soll  durch  (82. h)  angedeutel  sein,  wo 
also  TT1,  TT’,  . . . Functionen  vorstellen  von  n , 7t",  . . . und 

Um  dasjenige  Quantum  von  leliendiger  Kraft  und  Wärme 
(dT+dQ)  j, eiay.  u,  zu  erhalten,  welches  wahrend  der  Zeit  dl  von  den 
innern  Krallen  elektrodynamischen  Ursprungs  im  ganzen  Systeme 
A,  II , V,  . . . hervorgebracht  wird,  hat  man  den  Ausdruck  (81.) 
der  Reihe  nach  zu  bilden  für  jedwedes  Elcmcnlcnpaar  Ih,  Ih, , und 
all’  diese  Ausdrücke  zu  summiren.  Somit  ergiebt  sich : 


Digitized'by  Google 


190 


Carl  Nkimanm, 


(83.) 


[dT  + dQ)j  ^'l’ilhDsfJJfi)}  •+-  lX±(Dxlh,JJ ,Y), 


wo  unter  } eine  Summation  Uber  sammtliche  Paare  />#,  Ut,  zu 
verstehen  ist,  bei  welcher  jedes  Paar  nur  einmal  vorkommt.  *) 

Substituirt  man  den  Werth  (83.)  in  die  aus  dem  Prineip  der 
lebendigen  Kraft  entsprungene  Anforderung  (75.),  so  folgt  sofort: 


(81.)  i yy(lhlhrJJ,Tj  = ilfic,  c' n 

, ih'  H 


C\  ?',•••)> 


6j 

d.i1 


ir 


»r 

dr 


wo  f [ebenso  wie  das  in  (75.)  enthaltene  F 1 eine  unbekannte  Func- 
tion vorstellt,  welche  lediglich  abhiingen  darf  von  den  charakteristi- 
schen Constanlcn  und  Variablen  des  gegebenen  Systems. 

Die  linke  Seite  der  Formel  (81.)  wird,  falls  man  für  Y den 
Werth  82. b)  substituirt  denkt,  ein  DilTerentialnusdruck  sein  von  der 
Form  (V'd.V  - f-  Y drt"  -I-  . . .) . Aus  dieser  Formel  (81.)  folgt  da- 
her, dass 

i V if 

8 {• » 8r  ’ • • • • 

identisch  Null  sind,  dass  also  /'  unabhängig  ist  von  den  £ . f 

Somit  reducirt  sich  die  Formel  81.)  auf: 

(85.)  j- ±'±’(Ihlh,JJtY}  = df(c,  e , . . .,  n , rr',  . . .) . 


Das  Differential  rechter  Hand  ist  unabhängig  von  den  Variablen 
zu  diesen  Variablen  geboren  aber  auch  die  in  den  ein- 
zelnen Elementen  des  Systems  vorhandenen  Stromstärken  J.  folglich 
hat  dieses  Differential  ein  und  denselben  Werth,  völlig  einerlei 
ob  die  in  den  einzelnen  Elementen  des  Systeme«  vorhandenen  elek- 
trischen Strömungen  irgend  welche  Werthe  besitzen,  oder  ob  die- 
selben durchweg  Null  sind.  Im  letztem  Fall  ist  aber  dieses  Diffe- 
rential, wie  aus  der  linken  Seite  der  Formel  (85.)  hervorgeht,  gleich 
Null;  folglich  ist  dasselbe  immer  gleich  Null. 

Die  Formel  (85.)  geht  daher  Ober  in : 

(86.)  * v^/fc/V-/. Y)  = 0. 

Unsere  Untersuchungen  sind  gültig  für  jeden  Augenblick  der  betrach- 
teten Vorgänge,  also  z.  B.  auch  gültig  für  den  Augenblick  des  An- 
fangszustandes. Wahrend  dieses  Anfangszustandes  hatten  aber  die 


•)  Vergl.  pap.  165,  Note. 
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Stromstärken  J in  den  einzelnen  Elementen  Ih  des  Systems  will- 
kührlieli  gegebene  Werthe,  lielieliig  verschieden  fiir  die  verschie- 
denen Elemente  eines  einzelnen  Ringes.  Somit  folgt  ans  (8(5.),  dass 
zur  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Factor  Y gleich  Null  sein  muss 
fiir  jedwedes  Elemenlenpaar.  Mit  andern  Worten: 

Befinden  sich  zwei  Elemente  Ih,  Ih,  in  beliebiger  Be- 
wegung, so  ist  der  denselben  entsprechende  Ausdruck  Y 
immer  gleich  Null.  Es  bleibt  nun  (ihrig,  die  Gunsequenzen 
aufzusuchen,  welche  aus  dieser  Gleichung: 

(87.)  Y = 0 

sich  ergeben  in  Betreff  der  unbekannten  Functionen  p,  p, 
o,  r,  x , x,  tu,  cu  • 

Die  Gleichung  (87.)  gewinnt,  wenn  man  fiir  Y seine  eigent- 
liche Bedeutung  (82. a)  substituirt,  folgende  Gestalt : 

(2K  -fr-  Pjdr  -fr-  (A -fr-  <»)di00|)  + 2 wdE  -fr-  A — ilSi  =0, 

oder,  falls  man  für  P,  K,  Q,  A ihre  Werthe  (77.),  (79.)  substituirt, 
folgende : 

(88.)  ((2x  -fr-  p — i’i  00,  -fr-  (2*  -fr-  p — - m )E)rfr  -fr-  Äd  00 , -t-  <,/</E 
-fr-  u0iA,dx  -fr-  . . . .)  -fr-  r0,(Ai/.r  -fr-  . . . .) 

— o0, ( Ai/.r,  -fr-  . . . .)  — 70  A,i/.r,  -fr-....)  a=  0. 

Diese  Gleichung  muss  stattlinden  fiir  beliebige  Lagen  und  Bewe- 
gungen der  beiden  Elemente  Ih.  Ih,,  also  z.  B.  auch  stattlinden, 
wenn  man  Ih,  l)x,,  r starr  mit  einander  verbindet,  und  die  so 
erhaltene  starre  Figur  um  den  Punkt  x, , y, , z,  (d.  i.  um  den  einen 
Endpunkt  von  r)  in  Drehung  versetzt.  Alsdann  aber  bleiben  r.  0,  0,, 
E , x, , ij,  , z,  coustant,  so  dass  die  Gleichung  (88.)  für  diesen  spe- 
ciellen  Fall  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

(89.)  oO  A] d.v  -fr-  . . . .)  -fr-  t0|  A dx  -fr-  . . . .)  = 0 . 

Diese  Gleichung  aber  ist,  weil  d.r , dy,  dz  wahrend  einer  solchen 
drehenden  Bewegung  durch  die  Relation  V dx  -fr-  Vdy  -fr-  Wdz  ==  () 
verbunden  sind,  äquivalent  mit  folgenden  drei  Gleichungen : 

O0A,  -fr-  70, A = <pV , 

(90.)  o0B,  -♦-  70,  B = <t>  F, 

(T0f , -fr-  70,  r = <t>  VF, 
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wo  <t>  einen  unbestimmten  Factor  vorstellt.  Hieraus  erkennt  man 

sofort,  dass  die  Functionen 

(91.)  0,  T 

identisch  Null  sind.  Denn  waren  beide  von  Null  verschieden, 
so  würde  aus  (90.)  folgen,  dass  die  Richtungen  Ds,  /!*, , r stets  in 
derselben  Ebene  liegen , was  nicht  der  Fall ; und  wäre  andererseits 
nur  eine  der  beiden  Functionen  von  Null  verschieden,  so  würde 
aus  (90.)  folgen,  dass  stets  entweder  fl«,  oder  l)x  parallel  zu  r ist, 
was  wiederum  nicht  der  Fall. 

Durch  das  Ergebniss  (91.)  reducirt  sich  die  für  jede  belie- 
bige Uewegung  der  Elemente  l)x , Dsl  gültige  Formel  ,88.)  auf: 
(92.)  ( (2 x -+•  p — o)  '00,  ■+■  2x  ■+■  g — tu )E)<fr  + At/ (0©,)  uidE  = 0. 

Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Grössen  r,  0,  0,,  E und  dr,  i/0,  i/0, , 
(/ E bei  einer  solchen  beliebigen  Bewegung  völlig  willkilhrlich  und 
von  einander  unabhängig  sind,  dass  die  vier  Functionen 

(93.)  2x  + p — ro  , 2 x + p — iü  , A , io 

identisch  Null  sind. 

Durch  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  (91.),  (93.)  erhalten  wir 
(9i.a)  o — t = /.  = w = 0,  * = } («’  — p) , x = — { g ; 

so  dass  also  die  Grössen  P,  K,  Q (77.)  fortan  darstellbar  sinil 
durch : 

P = (<00|  -4-  pE, 

(94. b)  K = 4w'e0,—  }P, 

Q = („00, . 

Die  für  die  Kräfte  X,  V,  Z und  (idl  erhaltenen  Formeln  (pag.  475 
und  484)  gewinnen  daher  folgende  Gestalt : 

X = Jl)s . J,l>s{ . P^*, 

y = Jih . /,/>*, . p ? ~ "i , 

Z = Jl)s  . Jtlht . P , 

(5<lt  = fl«,  [■/,  {Kdr  -+-  („0(/0,;  -+-  („00,(/./| 1 , 

= /Av,  [./,  00'<'"  -^r  + »00«/  ©,./,  J ; 

und  wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat : 
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Die  von  J,Öä,  auf  JDs  ausgcubte  ponderomotorische 
Krafl  füllt  zusammen  mit  der  Verbindungslinie  r,  und  be- 
sitzt (repulsiv  gerechnet)  die  Stürke: 

(95.)  II  = JDs  . J,/ix,  . P = JDs  . </,D«,(p00|  -+-  gEj . 

Andrerseits  besitzt  die  von  J,Ds , wülirend  der  Zeit  dl  in  JDs 
erzeugte  elektromotorische  Kraft  (*</<  (gerechnet  in  der  Rich- 
tung von  Ds)  den  Werth: 

(96.)  6: dt  = /,0s,  (00,d'"j-  Pdr  + o >0</e,)  -+-  (<//,) Os, . w00, , 

= J,Ds,  (—  Pdr  -H  d“ee’,  + '"  0"0'-öd0^  + (,//,) 0*, . f,00„ 

Dabei  sind  unter  r,  0,  0,,  E die  Ampere'sehen  Argumente 
der  beiden  Elemente,  ferner  unter  p,  p,  w drei  noch  unbe- 
kannte Functionen  von  r zu  verstehen 

Aus  der  in  diesem  §.  angestellten  Untersuchung  ergel*en  sich 
noch  andere  Dinge,  die  der  Erwühnung  werth  scheinen.  Aus  (83. 
und  (87.)  folgt  nünilich : 

(97.)  ( dT  -t-  d(J  j M)  V,  = «/[{  X2(D*Ds,JJ, Q)] , 

= </j>  ^•(O*Ox,/J,00,o,)] ; 

denn  nach  (94. b)  ist  Q identisch  mit  («00, . Die  früher  angegebenen 
Formeln  (47. a,  b,  c) : 

{J  T)  J,  ord.  ü«  = dO  i 

[dT  -I-  dQ)j  B,  — — dU , 

{dT  -f-  dQu  ü,  ~ — d £ — 0 — U) 

nehmen  daher  gegenwärtig  die  bestimmtere  Gestaltung  an : 

(dT)j'  ord.  B.  = dü  , 

(98.)  {dT+dQ),^v.=  -dU, 

{dT  -f-  dQ;J  ,Wr.  = — d[—  $22(DsDslJJl9Qlu)]. 

Somit  folgt: 

(99.)  £ = 0 + U — |i'2’(O*Os,//,0e,m) . 

Substituirl  man  diesen  Werth  von  £ in  (32.),  so  erhält  man  für  das 
Capital  ®.  des  betrachteten  Systemes  den  Ausdruck: 

(1 00.)  <£  = r+2'  [DM . C{9) ) -+ -O-t-O—f  SS[DsDs,JJxQ&^) ; 

wobei  von  Neuem  zu  erinnern  ist,  dass  im  letzten  Gliede  unter  der 
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Operation  eine  Summation  zu  verstehen  ist,  bei  welcher  jed- 

wedes Paar  fl«,  Ih , nur  einmal  in  Betracht  kommt. 

§•  5. 

(Jeher  eine  gewisse  Summe  von  elektromotorischen  Rriiften. 

Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (96.)  soll  die  Summe  der- 
jenigen elektromotorischen  Kräfte  berechnet  werden,  welche  ein 
gleichförmiger  elektrischer  Stromring  J\ , #i)  hervorbringt  in  irgend 
einem  Drahtringt'  (*). 

Beide  Hinge  seien  biegsam,  behaftet  mit  Gleitstellen,  und  be- 
griffen in  willkllhrlichen  Bewegungen , durch  welche  (in  Folge  der 
Biegsamkeit  und  der  Gleitstellen)  nicht  nur  die  räumliche  Lage, 
sondern  auch  die  Gestalt  der  Kinge  von  Augenblick  zu  Augenblick 
sich  ändert. 

Die  im  Augenblick  t im  Ringe  (s)  enthaltenen  Elemente  seien  be- 
zeichnet mit  Ih,  andrerseits  *)  aber  mögen  diejenigen  Elemente,  welche 
erst  während  der  Zeit  dt  in  den  Hing  eintreten  (oder  aus  ihm  aus- 
scheiden)  bezeichnet  sein  mit  As.  Analoge  Bedeutungen  mögen  Dst 
und  Axt  für  den  Hing  (xt)  haben. 

Unter  Anwendung  der  Abkürzungen : 

P = (/00i  -t-  g F , \ 

(101.)  Q = ov00,, 

M P ilr  dQ  + «i'QrlQ,  - 0!</0i 

" i * ’ 

ergeben  sich  aus  (96.)  die  beiden  Formeln: 

^ Ih . (fdt  = DsDs,(J,d'V  •+■  QdJt) , (Wirkung  von  Dxx  auf  Ih) , 

^ Ih . {Stil  = lhAxt  ( 0 +QJX),  (Wirkung  von  A*t  auf  Ih) ; 

von  denen  die  erstere  diejenige  elektromotorische  Krall  hdl  dar- 
stellt,  welche  Ih,  wahrend  der  Zeit  ill  in  irgend  einem  Punkte  von 

Ih  (und  zwar  in  der  Richtung  von  Ihi)  hervorbringt;  wählend  die 

letztere  in  analoger  Weise  sich  bezieht  auf  Aä|  und  fl*. 

Repräsentirt  nun  idt  die  Summe  sämmtlicher  elektromotorischer 


*)  Genaueres  über  diese  Bezeiclimingswei.se  ist  früher  angegeben,  z.  B.  im  Satze 
(55.)  auf  |>ag.  fit,  unten. 
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Kriifte , welche  der  gleichförmige  Stromring  [Jt,  s,)  wahrend  der 
Zeit  dl  im  Ringe  (*)  hervorruft,  so  folgt')  aus  (102.): 

( 1 03.)  Zdl  = J, . (ZXtWDsl)sl  -+-  yyQDste,)  + {<//,) . yyQIhlh, ; 

hiefür  kann  geschrieben  werden : 

(104.)  = d{Ji . yyQDxDs,)  + Jxfydl, 

wo  alsdann  §dt  diu  Bedeutung  hat: 

(4 05.)  2£v/f  = 2 yyd'Vlkhs,  ■+■  2 yyQDxAs,  — 2d(yyQDsDs,  . 

Es  handelt  sich  nun  (für  spatere  Zwecke)  um  eine  gewisse  Trans- 
formation von  •£</<,  und  zwar  um  eine  zwiefache. 

Erste  Transformation  von  fyll.  — Suhstituirt  man  in  (105.; 
ftlr  das  letzte  Glied  den  mit  Rücksicht  auf  die  vorhandenen  Gleit- 
stellen) fiir  dasselbe  sieh  ergebenden  Werth: 

(a.)  2d[ZZQIhD8t)  = iyydQD«lhx  ■+■  tZZ Q/GAs,  -+■  As/J*,) , 
und  gleichzeitig  für  iPV  den  Werth  101.  , so  folgt: 

{ ß .)  2 fyii  = — yy[Pdr  -+-  dQ  — fi  0i/0,  — e,r /e)] />*/>*, 

— 2 yyQ&sih, , 

oder,  falls  man  für  P,  fl  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  (101.)  ein- 
treten  lasst: 

iy.)  ifydl  = — yy |( 'p  -+-  ö>)00|  + pE )dr  ■+■  itfQxdQ  lh l)s] 

— yyibiee^Dxt . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  pag.  447) 
entwickelten  Transformationsformel,  sofort: 

(S.)  2 $dl  = — yy  00,  -+•  J eJ  tlrhxDs, , 

wo  Ij , .1/  die  Bedeutungen  haben: 

/,  — o + p + (tl  J — 2w  , 

N :l/=  ,p  — 2(0. 

Zweite  Transformation  von  ■£(/<.  — Es  ist  identisch: 

(£.)  yy<o(edel  — exdQ)Ds[h,  = — yyojQe^iky*,  — Asi)tt,), 

wie  solches  unmittelbar  folgt  aus  der  schon  citirten  Transformation- 
forinel  (pag.  447).  Andrerseits  ist  nach  (a.) : 

*)  Genaueres  hierüber  findet  sich  in  meiner  »Theorie  der  elektrischen 
Kräfte«,  pa#.  H9,  150. 


Digitized  by  Google 


496 


Carl  Nkimann, 


[t].)  22’dQDsDtn  = d(2‘2'QDsDgl)  — A'A’QlThfA*,  + Ar/)*,)  , 
oder  falls  man  2 2'^'QA */)*,  auf  beiden  Seiten  hinzufilgt: 

(t>.)  A AV/Q/)*/)*,  -niA'A'QAs/tx,  = d(  v’ v«/)*/)*,)— A’A’Q{/)*As>,  — A */)*,). 
Durch  Subtraction  von  (f.)  und  (*>.)  folgt  sofort: 

(/.)  A'A'[(/Q  — o)0(/Q|  — 9,  </0)  ]/)*/)*,  -+-  i 2’2'Q2xl)s,  = 

= d(2'2'QI)xIhi) ; 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  Q identisch  ist  mit  m09,  , (101.). 

Dieser  Ausdruck  (/.)  reprSsentirl  die  letzten  Glieder  der  Formel 
((?.).  Substituirl  man  für  jene  letzten  Glieder  den  durch  (/.)  darge- 
botenen Werth,  so  gewinnt  die  Formel  [ß .)  folgende  Gestalt : 

(k.)  2£Wf  = — 2'2PdrDsDs,  — d(yyQlhlhx) . 

Wir  gelangen,  durch  die  Formel  (1 04.)  und  unter  Anwendung 
der  beiderlei  Transformationen  (J,  f)  und  (*.)  zu  folgendem  Re- 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe 
(*)  und  (*t)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  befin- 
det sich  im  letztem  ein  stets  gleichförmig  bleibender  Strom 
J\ , so  wird  die  Summe  Zdt  der  vom  Ringe  (t/,,  *,)  während 
der  Zeit  dl  im  Ringe  (*)  hervorgebrachten  elektromotori- 
schen Kräfte  den  Werth  besitzen: 

(1 06.)  £dt  = d(Jt . v vQ /)*/)*,)  ■+■  Jxfyll; 

die  hier  auftretende  Grösse  §dl  ist  einerseits  darstellbar 
durch: 

(1 07.)  2&U  = — 22'  [(L  — 00,  -l-  * E ] drlhDs, , 

wo  L,  M die  Bedeutungen  haben: 

L = (p  ■+■  q + nt)  •—  2 w , 

M = rg  — 2 m , 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 

(1 08.)  2$rf)  = — 2'2’Pdrlhlhx  - d{2'2QDsDs,) . 

Dabei  stehen  P.  Q zur  Abkürzung  für  die  in  (101.)  genann- 
ten Aggregate. 
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§•  6. 

Anwendung  eines  Specialfalls  des  elektromotorischen  inlegral- 

gesetzes. 

Ein  besonders  zuverlässiges  Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der 
in  unsern  Formeln  noch  enthaltenen  unbekannten  Functionen  p , jj", 
o)  dürfte  dargeboten  sein  durch  das  von  meinem  Vater  aufgestellte 
elektromotorische  Integralgesetz*),  namentlich  aber  durch  denjenigen 
Specialfall  dieses  Gesetzes,  welcher  auf  Hinge  von  unveränder- 
licher Gestalt,  also  auf  Ringe  sich  bezieht,  die  Weder  biegsam 
noch  auch  mit  Gleitstellen  behaftet  sind.  In  solcher  Beschränkung 
kann  das  genannte  Gesetz  folgendermasscn  ausgesprochen  werden. 

Sind  zwei  starre  Ringe  (#)  und  (*,)  in  beliebigen  Bewe- 
gungen begriffen,  und  befindet  sich  in  letzterem  ein  stets 
gleichförmig  bleibender  Strom  Jx,  so  hat  die  Summe  cdl  der 
von  demselben  während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (*)  erzeugten 
elektromotorischen  Kräfte  den  Werth: 

(io9.)  edt  = d{jtf) , 

wo  f lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Lage  der 
beiden  Ringe. 

Durch  Combination  der  vorhin  entwickelten  Formel  (1  OG.)  mit 
diesem  Gesetz  (109.)  folgt  sofort: 

d'Ji . Xl’QDsDsi)  -t-  Jvfydt  = d{Jxf] , 

d.  i.. 

(dJi) . 22'QDsDs,  -+-  J][d( 2.' 2 Q Ds Ds , ) -+-  = (dJx)f  -t-  Jidf, 

eine  Formel,'  welche  offenbar  nur  dadurch  bestehen  kann,  dass  die 
mit  /|  und  dJ\  behafteten  Glieder  einzeln  einander  gleich  sind. 
Somit  erhält  man: 

f = ZZQDsDsi , 
df  = d(ZZQDsDst)  -+■  •§><// ; 

hieraus  aber  folgt  sofort: 

(4  4 0.)  ' ’ £=0, 

U \ l' 

*}  F.  Neu  mann:  Uebcr  ein  allgem.  Prineip  der  mathematischen  Theorie  indu- 
cirtcr  elektrischer  Ströme.  Abh.  der  Berliner  Akad.  vom  9.  August,  1 8 47. 

AMuitdl.  d.  H.  8.  Ge«tll«cb.  d.  Wuieuirb.  XV.  3i 
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oder,  falls  man  für  •£>  seine  eigentliche  Bedeutung  (107.)  einsetzt: 
(111.)  2X  [(L  — 00,  -f-  ,/rßsDx,  = 0 . 

Diese  Formel  (110.)  oder  (111.)  muss  in  derselben  Ausdehnung 
gdltig  sein,  wie  das  zu  Grunde  gelegte  Gesetz  (109.),  also  gültig 
sein  für  willkührliche  Bewegungen  der  beiden  starren  Ringe. 
Hieraus  aber  folgt,  durch  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (p.  440), 
dass  L,  M identisch  verschwinden  müssen.  Somit  erhitlt  man: 


(112.) 

und  folglich : 


(113.) 


das  ist: 


f p p = to' , 

1 rj  = 2w, 


Hiemit  sind  die  unliekannlen  Functionen  auf  eine  reducirt,  nämlich 
auf  oi . 


§.  7. 


l)io  aus  der  entwickelten  Theorie  Giessenden  Integra  Igcsetie. 


Nachdem  wir  mit  Hülfe  des  eben  betrachteten  Special  Falles 
starrer  Ringe  nachgewiesen  haben,  dass  zwischen  q,  p,  w die  Re- 
lationen (112.),  (113.)  stattfinden,  und  dass  also  die  mit  L,  M 
bezeichneten  Aggregate  dieser  Functionen  identisch  Null 
sind,  wenden  wir  uns  von  Neuem  zur  Betrachtung  des  allge- 
meinen Falles. 

Wir  denken  uns  also  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene 
Ringe  (*)  und  (*.) , welche  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und 
von  gleichförmigen  Strömen  J und  J,  durchflossen  sind.  Für  jedes 
Zeitelemenl  dl  gelten  alsdann  die  in  (10G.),  (107.),  (108.)  gefun- 
denen Formeln : 

(1 1 4.)  edl  = d(J,  . ZIQDsDkJ  -t-  JvfrH, 

(1 1 5.)  2 $dl  = — 22  [(L  - £)  00,  -t-  * e]  drDsDs, , 

(1 16.)  2 = — 22? drDsDs,  — d{22QD$Ds,) . 

Da  L,  M,  wie  wir  gefunden  haben,  identisch  Null  sind,  so  folgt 
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aus  (115.),  dass  $ (trotz  des  hier  betrachteten  allgemeinen  Falles) 
ebenfalls  identisch  Null  ist.  Somit  reduciren  sich  die  Formeln 
(1 1 4.)  und  (1 1 6.)  auf : 

(1 1 7.)  ‘ e,ll  = </(./, . ii'Q /)*«*,) , 

(1 1 8.)  XZP drDsDs,  = — d{2  vQ/)*/)*,) . 

Mulliplicirt  man  die  letzte  Formel  mit  .IJ, , und  beachtet  man,  dass 
nach  (95.) 

jjlpnsDsl  = u 

ist,  so  erhalt  man: 

(1 1 9.)  Zl  Rdr  = — JJt . <l[±  ± Ql>sl)s,)  . 

•Setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

(120.)  Q = 2ZQDsDs,  = 2£aee,DsD», , 

so  gewinnen  die  beiden  Formeln  (117.)  und  (119.)  folgende  Gestalt : 

(12  t.)  S dl  = d{JtQ), 

(122.)  ZZRdr  = — JJ,dQ; 

so  dass  sich  alsa  fiir  zwei  biegsame,  mit  Glcitstellen  versehene  Hinge, 
die  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  von  gleichförmigen 
Strömen  durchflossen  sind,  folgende  zwei  Gesetze  ergeben : 

Das  elektromotorische  Integralgeselz.  — Die  Summe  der  vom 
Hinge  (J\,  *i)  während  der  Zeit  dl  im  Hinge  [J,  »)  hervor- 
gebrachten elektromotorischen  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu- 
wachs von  J,Q. 

Das  poiulernmotorische  Integralgeselz.  — Die  wahrend  der 
Zeit  dl  von  den  Ringen  (J,  s)  und  (Jt,  *i)  auf  einander  aus- 
getlbte  ponderomotoris  che  Arbeit  ist  gleich  ( — mul- 
tiplicirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q. 

Der  Ausdruck  Q (120.),  welcher  lediglich  abhUngt  von  der 
augenblicklichen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Hinge,  wird  zu  be- 
zeichnen sein  als  das  elektrodynamische  Potential  der  Hinge, 
bezogen  auf  die  Stromeinheit. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  diese  beiden  Gesetze  sich  hier 
als  allgemein  gültig  ergeben  haben,  einerlei  ob  die  Ringe  starr 
oder  biegsam,  ob  sie  consistcnt  oder  mit  Gleitstellen  versehen  sind. 
Ein  spezieller  Fall  des  einen  Gesetzes  war  (in  §.  6.)  als 

3** 
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Vehicel  benutzt  worden  zur  niiheren  Bestimmung  der  Functionen 
p , p,  to . Hiedurch  aber  luit  unsere  Theorie  eine  Gestalt  erlangt, 
bei  welcher  sie  beide  Gesetze,  und  zwar  beide  in  grösster  All- 
gemeinheit liefert. 


§•  «. 

Dio  aus  der  entwickelten  Theorie  fliessenden  Elemonlar- 

gesetze. 

Subslituirt  inan  in  den  Formeln  (95.),  (96.)  : 

II  — ./»/,  I)slls\  P — Jil\  f)slls\  p00,  + o EE  , 

(5dl  = l)s,  [y,  ee-dn- Pdr  + (oQd(9,J,)J 

fiir  p,  q die  gefundenen  Werlhe  (113): 

dto  i tu 

C = „r  ~ T ’ 

— 'SfU 

e = — » 

so  erldilt  man : 

(123.)  II  = JJJhlh,  p“  (E  - 00,)  -+■  £ 00,]-, 

(124.)  m = ÖS,  pÄ  0 - ^ E]  . 

Dieses  (5dl  rcpräsentirl  die  (Komponenten  der  eigentlich  her- 
vorgebrachten  elektromotorischen  Kraft  Eilt , genommen  nach  der 
Richtung  \on  l)s.  Bezeichnet  man  die  (Komponenten  dieser  eigent- 
lichen Kraft  Edl  nach  drei  mit  0*  starr  verbundenen  (auf  einander 
senkrechten)  Aven  j,  tt,  $,  durch  $dt,  jQrff,  $dt,  und  die  Rich- 
tungscosinus  von  Os  in  Bezug  auf  diese  Aven  mit  91,  33,  6,  so 
ist  offenbar: 

(«.)  (5di  = («f  -+-  33j!)  -+-  63 )dl. 

Ferner  ist: 

(ß.)  0 = 91 U -+-  3333  6®, 

iy.)  E = 9191,-1-  3333,-1-  66,, 

falls  man  nämlich  unter  91,,  33,,  6,  und  U,  93,  33  die  Richtung»- 
cosinus  von  0»,  und  von  r(Os,  — ► 0»)  versteht.  Durch  Substitution 
der  Ausdrücke  («.),  /?.),  (y.t  in  (124.)  folgt: 
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(1 25.)  (911  -1- . . .)dl  = Ö*.  p^->  (?IU  -t- . . .)  — ^ 9191,  + ...)]. 

Denken  wir  uns  nun  für  den  Augenblick  an  Stelle  des  linearen 
Leiters  Ds  einen  körperlichen  Leiter,  der  ebenfalls  mit  dein  Sy- 
steme | , 1),  $ starr  verbunden  ist;  — alsdann  repritsentiren  Xdt , 
'))(/(,  3</t  die  < Komponenten  der  in  einem  Punkte  m dieses  körper- 
lichen Leiters  erzeugten  elektromotorischen  Kraft  Kilt,  wahrend 
gleichzeitig?!,  3),  ((  die  Richtungscosinus  einer  von  m ausgehenden, 
im  Innern  dieses  Leiters  vvillktlhrlich  gewühlten  Richtung  vor- 
stellen. Folglich  müssen  in  der  Gleichung  (125.)  die  den  Grössen 
91,  33,  ß entsprechenden  Glieder  einzeln  einander  gleich  sein;  so 
dass  sich  also  ergiebt: 

Xdt  = //s,  p^'9’1  u _ A"droi,J  t 

(1 26.)  ?)(/<  = D»i  [ ''"P6,  33  — pr »,]  , 

3 dt  = fl«,  [ 38— ^ß,1 ; 

und  hieraus  folgt  sofort 

Da»  elektromotorische  Elcmentargeselz.  — Die  von  einem  Strom- 
element JJh\  wahrend  der  Zeit  <lt  in  irgend  einem  Punkte 
m eines  (linearen  oder  körperlichen)  Leiters  hervorge- 
brachte elektromotorische  Kraft  Edl  ist  zerlegbar  in  zwei 
Kräfte: 

(127.)  .+■  rpQii  umi  T, 

von  denen  die  erstere  die  Richtung  r[Ds,  • — ► m) , die  letz- 
tere die  Richtung  J,  besitzt.  Dabei  bezeichnet  0,  den  Co- 
sinus des  zwischen  den  eben  genannten  Richtungen  lie- 
genden Winkels,  und  m eine  vorläufig  noch  unbekannte 
Function  von  r. 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (123.)  für  die  von  irgend  zwei 
Stromelementen  Jlh  und  ./,  fl*,  auf  einander  ausgeübte  ponderomo- 
torische  Einwirkung  folgendes  Resultat. 

Das  pomleromotorisclie  Elementargesetz,  — Die  von  wäh- 

rend der  Zeit  dt  auf  Jlh  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft 
Rdl  fällt  ihrer  Richtung  nach  zusammen  mit  der  Verbin- 
dungslinie r der  beiden  Elemente,  und  besitzt,  im  Sinne 
fl«,  — ► Ds)  gerechnet,  die  Stärke: 
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(128.)  n,n  = jjjhits,  [ *r“  (e  - ee.)  -+- ee,  ] </< , 

wo  m die  schon  in  (127.)  genannte  Function  vorstellt,  wah- 
rend 0,  0i,  E die  den  beiden  Elementen  zugehörigen  Arn- 
pe re’ sehen  Argumente  bezeichnen. 

§.  9. 

l)io  Kleinen  la  rgcsctzu  für  den  Kall  beträchtlicher  Entfernungen. 

Für  das  Potential  P oder  JJt(J  zweier  gleichförmiger  Slrom- 
ringe  («/,  »)  und  >J\ , haben  wir  in  (120.)  den  Werth  gefunden: 
(129.)  P = JJ\Q  = JJt . l’yciQQjhÜs,  ,• 
wo  w eine  noch  unbekannte  Function  von  r vorstellt. 

Der  gewöhnlich  für  dieses  Potential  adoptirte  Werth  lautet 
bekanntlich : 

(1 30.)  P = JJi(J  = — AW, . ££  t 

wo  A'1  die  Zahl  4-  oder  die  Zahl  I vorstellt,  je  nachdem  man  das 
(von  Ampere  und  meinem  Vater  benutzte)  elektrodynamische, 
oder  aber  das  elektromagnetische  Maasssysteui  zu  Grunde  legi. 
Aus  (129.)  und  (130.)  folgt  sofort: 

2 ±o,Q6 Jhlhi  = — A*22  e©.Oj0*i  ( 

oder  (was  dasselbe  ist) : 

2X  (m  ■+■  *)  00,0*0»,  = 0. 

Diese  Gleichung,  welche  stattlinden  soll  filr  je  zwei  Hinge  von  be- 
liebiger Lage  und  Gestalt,  fuhrt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (22.), 
pag.  432)]  sofort  zu  dem  Resultat,  dass 

(131.)  »--£ 

ist. 

Dass  das  Potential  P für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen 
den  Werth  (130.)  wirklich  besitzt,  dürfte  (auf  Grund  zahlreicher 
experimenteller  Untersuchungen)  als  unzweifelhaft  feststehend  zu  be- 
trachten sein.  Solches  aber  zugegeben,  folgt  alsdann  aus  den  vor- 
stehenden Erörterungen  sofort,  dass  der  in  (131.)  für  « gefundene 
Werth  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen  keinem  Zweifel 
unterworfen  sein  kann. 


Digitized  by  Google 


Elektrodynamische  Untersic.iii  ingen. 


503 


Durch  Einführung  dieses  Werthes  (131.)  erlangen  die  Gesetze 
(127.),  (128.)  folgende  Gestalt: 

Das  elektromotorische  Elementargesetz.  — Die  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  die  beiden  Kräfte: 

(132.)  und  A’D»,  , 

erstere  gerechnet  in  der  Richtung  r(Ds,  — m) , letztere  ge- 
rechnet in  der  Richtung  Jt. 

Das  ponderomotorische  Elementar gesetz.  — Die  von  J,fhl  auf 
JDs  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  lldt  hat  die  Stärke: 

(1 33.)  Rdt  = A1 . J^DsDs,  Ärlf  dt , 

gerechnet  in  der  Richtung  (D*,  ■ — ► Ds) . 

Auf  das  Gesetz  (132.)  habe  ich  schon  bei  früherer  Gelegenheit  *) 
aufmerksam  gemacht,  obwohl  der  Weg,  auf  welchem  ich  damals  zu 
demselben  gelangte,  ein  wesentlich  anderer  war. 

Vor  allen  Dingen  ist  aber  zu  bemerken,  dass  das  in  (133.) 
ausgesprochene  ponderomotorische  Gesetz  identisch  ist  mit  dem  Am- 
pere sehen  Gesetz.  Ampere  stützte  sich  bei  Ableitung  dieses  Gesetzes 
auf  die  Voraussetzung,  dass  die  gegenseitige  ponderomotorische  Ein- 
wirkung zweier  Stromelemente  mit  ihrer  Verbindungslinie  Zusam- 
menfalle, und  ferner  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  ponderomo- 
torische Einwirkung  eines  geschlossenen  gleichförmigen  Stromes  auf 
ein  einzelnes  Stromelement  gegen  letzteres  senkrecht  steht.  Diese 
beiden  Voraussetzungen,  von  denen  namentlich  die  letztere  sehr 
misslich  erscheint  (weil  der  betreffenden  von  Ampere  angesteltten 
experimentellen  Untersuchung  wenig  beweisende  Kraft  beizumessen 
ist)  sind  bei  demjenigen  Wege,  auf  welchem  wir  hier  zu  diesem 
Gesetz  (133.)  gelangten,  vollständig  vermieden  worden. 

§.  10. 

Anwendung  der  erhaltenen  Gesetze  auf  körperliche  Leiter. 

Es  mag  mir  gestattet  sein,  einige  Resultate,  zu  denen  ich  durch 
Anwendung  der  erhaltenen  Elementargesetze  auf  körperliche  Lei- 
ter gelangt  bin,  hier  (ohne  Beweis)  kurz  mitzutheilen. 

*)  Math.  Annalen,  Bd.  5,  pag.  619.  — Ausführlicher  in  meinem  Werk  über  die 
elektrischen  Kräfte,  pap.  <93. 
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Das  Potential  P oder  JJ,(J  zweier  gleichfönniger  Stromringe 
(«/,  s)  und  (J , , *,)  war  im  Vorhergehenden  (und  zwar  in  voller 
Uelrereinsliinmung  mit  der  Bezeiehnungsweise  meines  Vaters)  defmirl 
worden  durch  die  Formel  (120.): 

/>=  JJ,Q  = JJ{ XXwQQ, DsD»,  „ . 
oder  (was  dasselbe)  durch : 

P = ^ (<d  Je  J,e,  Dal)*,) . 

liebertragen  wir  diese  Definition  auf  zwei  körperliche  Leiter  4 
und  B , so  erhalten  wir : 

(134.)  P = 22  (wieiß, D\l)Vt). 

Dabei  sind  unter  DV  die  einzelnen  Volumelemente  des  Körpers  .4, 
unter  i die  in  diesen  Elementen  vorhandenen  elektrischen  Strö- 
mungen zu  verstehen,  wahrend  l)V,  und  »,  die  analogen  Bedeu- 
tungen haben  für  den  Körper  fl ; ferner  bedeutet  tu  = « ;r)  die- 
jenige Function,  welche  ftlr  beträchtliche  Entfernungen,  den 
Werth  (131.): 


besitzt;  und  endlich  repritsentiren  r,  0,  0,  die  Ampere’schen  Argu- 
mente für  irgend  zwei  Elemente  DV,  DV,  und  ftlr  die  ihnen  zuge- 
hörigen Richtungen  i,  i, . 

Befinden  sich  die  beiden  Körper  A,  B in  beliebigen  räumlichen 
Bewegungen,  wahrend  gleichzeitig  die  in  ihnen  vorhandenen  elek- 
trischen Strömungen  von  Augenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger 
Weise  sich  andern , so  zerfallen  die  auf  den  Werth  des  Potentiales 
P (134.)  influirenden  Vorgänge  in  vier  Processe,  nämlich  erstens  in 
die  räumliche  Bewegung  des  Körpers  A , zweitens  in  diejenige  des 
Körpers  B,  drittens  in  die  Acndcrung  des  Strömungszustandes  von 
A , und  viertens  in  die  Aenderung  des  Strömungszustandes  von  II . 
Diesen  vier  Processen  entsprechend  kann  der  dem  Zeitelement  dt 
entsprechende  Zuwachs  dP  des  Potentiales  P in  vier  partielle  Zu- 
wachse zerlegt  werden,  von  denen  die  beiden  ersten  zu  bezeichnen 
sind  als  die  partiellen  ZuwUchse  nach  der  räumlichen  Lage  von  A 
oder  von  B,  während  die  beiden  letzteren  zu  nennen  sein  werden 
die  partiellen  ZuwUchse  nach  dem  elektrischen  Zustande  von  .1  oder 
von  II. 
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Zunächst  ist  nun  hinsichtlich  dos  totalen  Zuwachses  dP  fol- 
gender allgemeine  Satz*)  zu  erwähnen:  * ■ 

Der  tota le  Zuwachs  dP  des  Potentiales' repritsentirt  die 
Summe  derjenigen  ponderomotorischen  Arbeiten,  welche 
B auf  A und  A auf  B (vermöge  der  Kräfte  elektrodynami- 
schen Ursprungs)  austtben,  diese  Summe  noch  vermehrt  um 
diejenigen  Wärmequanta,  welche  B in  A und  A in  B (eben- 
falls vermöge  der  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs)' 
hervorbringen. 

Sind  u,  v,  w die  Coinponenten  der  in  irgend  einem  Punkt 
x,  y,  z eines  Körpers  vorhandenen  Strömung  »,  so  mag  der  Strö- 
iriungszustand  im  Innern  des  Körpers  gleichförmig  heissen,  sohnlct 
u,  v,  w allenthalben  der  Bedingung  entsprechen:' 


(136.) 


du 

Sr  ' 


dv 

hy 


cte 


Ferner  mag  der  Strömungszustand  an  der  Oberfläche  des  Körpers 
tangential  genannt  werden,  sobald  in  jedem  Punkt  dieser  Ober- 
fläche die  Gleichung  erfüllt  ist: 

(1 37.)  « cos  ( N , x)  -l-  v cos  (N,  y)  ■+•  u>  cos  ( N , z)  = 0 , 

wo  N die  Normale  der  Olierfläc.he  bezeichnet. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  in  den  Körpern  A und  B vorhandenen 
Strömungszustände  änderten  sich  der  Art,  dass  sie  im  Innern  der 
Körper  stets  gleichförmig,  und  an  ihren  Oberflächen  stets  tan- 
gential bleiben,  so  gelten  flir  die  vorhin  erwähnten  partiellen 
Zuwächse  von  P folgende  Sätze: 

Der  partielle  Zuwachs  des  Potentiales  P nach  dor 
räumlichen  Lage  von  A rcpräsentirt  diejenige  ponderomo- 
toriscbc  Arbeit,  welche  B (vermöge  der  Kräfte  elektrody- 
namischen Ursprungs)  ausäbt  auf  A. 

Der  partielle  Zuwachs  des  Potentiales  P nach  dem 
elektrischen  Zustande  von  A ist  in  Abzug  zu  bringen  vom 
totalen  Zuwachs  dP,  falls  man  dasjenige . Wärmequantum 
haben  will,  welches  der  Körper  B (vermöge  der  Kräfte 
elektrodynamischen  Ursprungs)  hervorbringt  in  A. 

*)  Man  findet  diesen  Satz  lind  auch  die  folgenden  in  meinem  Werk:  »Die 
elektrischen  Kräfte»,  pag.  iti  und  213. 
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Bildet  man  endlich  das  Capital  (£  eines  aus  beliebig  vielen 
Körpern  A,  B,  C,  . . . bestehenden  Systeines  (vergl.  pag.  493),  so 
erhalt  man  unter  Anwendung  der  Bezeicbnungsweise  (134.): 

(138.)  « = T+ 2(DM.C[&))  + 0+U- P, 

so  dass  also  das  ordinäre  und  elektrostatische  Potential  mit  posi- 
tivem, hingegen  das  elektrodynamische  Potential  mit  negativem 
Zeichen  in  diesen  Ausdruck  eingehen. 

Vierter  Abschnitt. 

Untersuchung  der  von  Ampere  und  Faraday  ent- 
deckten Kräfte.  — Zweite  Methode. 

§■  <• 

Die  Grundeigenschaften  dieser  Kräfte. 

In  neuerer  Zeit  ist  durch  die  Untersuchungen  von  Helmhollz 
der  Gedanke  angeregt  worden , dass  die  gegenseitige  ponderomo- 
torische  Einwirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Stromelementen 
gleichzeitig  eine  promovirende  und  revolvirende  sein  möge, 
der  Art,  dass  jedes  Element  auf  das  andere  eine  gewisse  Kraft 
und  daneben  auch  ein  gewisses  Drehungsmomenl  ausUbe.  Eine 
gegenseitige  ponderomotorische  Arbeit  würde  also,  falls  wir  dieser 
Vorstellung  uns  anschliessen,  zwischen  den  Elementen  nicht  nur  dann 
statt  linden,  wenn  ihre  Entfernung  sich  ändert,  sondern  auch  dann, 
wenn  bei  constanter  Entfernung  ihre  Richtungen  sich  ändern. 

Um  nun  auf  diese  Vorstellungsweise  näher  einzugehen,  wollen 
wir  (ebenso  wie  früher)  zwei  Stromelemente  Ds,  Dg}  uns  denken, 
welche  in  beliebigen  Bewegungen  sich  befinden,  während  gleichzeitig 
die  in  ihnen  vorhandenen  Stromstärken  in  beliebigen  Zuständen  der 
Veränderung  begriffen  sind;  die  Werthc  dieser  Stromstärken  für  die 
Zeiten  l und  t ■+■  dt  seien  bezeichnet  mit  J,  ./,  und  J ■+■  dJ, 
J\  ■+■  dJ\ . Ausserdem  wollen  wir  einen  in  beliebiger  Bewegung 
begriffenen  körperlichen  Leiter  A von  beliebiger  Gestalt  uns  den- 
ken, in  dessen  Innerm  ebenfalls  irgend  welche  elektrische  Vorgänge 
stattfinden.  Es  handelt  sich  alsdann 
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einerseits  um  die  Untersuchung 
derjenigen  ponderomotori-  | 
sehen  Arbeit 

(1.)  . . . dS  = (dT'„  -t-  dT“,  Di, 

welche  die  beiden  Stromelemente 
Dg  und . Dg i während  der  Zeit  dt 
wechselseitig  auf  einander  aus- 
Uben ; 


andrerseits  um  die  Unter- 
suchung derjenigen  elektromo- 
torischen Kraft 
Edt, 

welche  das  Stromelement  Dg, 
während  der  Zeit  dl  hervorbringt 
in  irgend  einem  Punkte  des  Kör- 
j pers  A . 


Eine  solche  Untersuchung  mag  nun  in  der  That  angestellt  wer- 
den, indem  wir  hinsichtlich  der  Arbeit  dS  und  der  Kraft  Edt  von 
folgenden  einfachen  Grundeigenschaften  ausgehen;  wobei  zu  Immer- 
ken, dass  diese  Eigenschaften,  soweit  sie  die  Kraft  Edt  betreffen, 
identisch  sind  *)  mit  den  schon  früher  (pag.  469)  supponirten. 


(2.)  ....  Ergte  Grundetgengchaft. 


(a.)  . . Die  (dem  Zeitelement 
dl  entsprechende)  Arbeit  dS  ist 
proportional  mit 

JJ,DgDg, ; 

sie  nimmt  also  den  entgegenge- 
setzten Werth  an,  sobald  in 
einem  der  beiden  Elemente  die 
Stromrichtung  umgekehrt  wird, 
bleibt  hingegen  ungeändert,  so- 
bald eine  solche  Umkehrung  in 
beiden  Elementen  erfolgt. 


(a.)  . . Die  (auf  das  Zeitele- 
ment dl  bezogene)  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  proportional  sind  mit 
J,Ds,  und  ( dJ,)Ds , ; 

von  denen  also  z.  B.  die  erstere 
in  ihr  Gegentheil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Ds,  vorhandene  Strom- 
richtung  umgekehrt  wird. 


Zweite  Grundeigensckafl. 

(b.)  . . Abgesehen  von  dem  (/?.)  . . Abgesehen  von  den 

genannten  Factor  ist  die  Arbeit  genannten  beiden  Factoren  ist 

dS  nur  noch  abhängig  von  der  zur  die  Kraft  Edl  nur  noch  abhängig 


•)  Sie  sind  hier  von  Neuem  hingestellt , um  eine  gewisse  Symmetrie , welche 
zwischen  den  Eigenschaften  (2  a,  b,  c)  einerseits  und  den  Eigenschaften  (2. a,  ß,  y) 
andrerseits  statttindet,  besser  hcrvorlretcn  zu  lassen. 
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Zeit  t zwischen  Du  und  Ds,  vor- 
handenen relativen  Lage,  so- 
wie von  denjenigen  Aenderungen, 
welche  diese  relative  Lage  er- 
leidet wahrend  des  Zeitelcmen- 
tes,  dt.  , 

Sind  diese  Aenderungen  Null, 
so  verschwindet  dS.  , 

Die  Arbeit  dS  ist  also  (wie 
aus  dem  Gesagten  hervorgeht) 
unabhängig  von  den  Zuwächsen 
dJ,  dJ, , welche  J,  J,  während 
der  Zeit  dl  erfahren. 

I gängen. 

Dritte  Grundcigcnschafl. 

(o.)  . . Die  Arbeit  dS  kann  er-  (y.)  . . Die  Kraft.  Edt  kann 

setzt  werden  durch  diejenigen  pon-  ersetzt  werden  durch  diejenigen 
deromotorischeu  Arbeiten , vvel-  ■ elektromotorischen  Kräfte,  welche 
che  stattlimlen  zwischen  den  die  Componenten  von  Dg,  in  dem 
Componenten  von  Ds  und  denen  betrachteten  Punkte  des  Körpers 
von  Ds, . ! A hervorbringen. 

Bei  (c.)  und  (y.)  sollen  die  Componenten  genommen  gedacht 
werden  nach  völlig  -beliebigen  (ruhenden  oder  in  Bewegung  be- 
griffenen) Richtungen.  Selbstverständlich  soll  aber  in  den  compo- 
nirenden  Elementen  jedesmal  dieselbe  Stromstärke  und  dieselbe  Aen- 
derung  der  Slro  stärke  vorausgesetzt  sein,  wie  in  dem  ursprünglichen 
Elemente. 

§.  2 und  §.  3.  *) 

Die  aus  den  G r u n de igen sch a Den  resu 1 1 i renden  Formeln. 

1 Die  Eigenschaften  (2.n,  ,i,  y)  sind  genau  dieselben  wie  früher, 
und  man  findet  also  für  diejenige  elektromotorische  Kraft 
welche  J,Ds,  während  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 

*)  Oie  Nummern  der  P»r*graphe  entsprechen  denen  des  vorhergehenden  Ab- 
schnitts (pag.  iSS). 


von  der  zur  Zeit  dl  zwischen  A 
und  Ds,  vorhandenen  relativen 
Lage,  sowie  von  denjenigen  Aen- 
deruugen , welche  diese  relative 
Lage  erleidet  während  des  Zoit- 
clementes  dt. 

Sind  diese  Aenderungen  Null 
und  ist  dJ,  ebenfalls  Null , so 
verschwindet  lull. 

Die  Kraft  Edt  ist  also  (wie 
aus  dem  Gesagten  hervorgeht) 
unabhängig  von  den  im  Körper 
A vorhandenen  elektrischen  Vor- 
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uientes  Jfh  (und  zwar  in  der  Richtung  dieses  Elementes)  her- 
vorbringt, genau  denselben  Werth  wie  früher  (pag.  48i) , nämlich:. 

•I ■ ) (n/t  = /t.V|  i/[( >00,  -4-  x Ejdr  -+-  Ä0i(/0)  -H  wQd  0i</ 1)  -+■  ui/  EJ|)], 

wo  x,  x,  i. , «,  w fünf  unbekannte  Functionen  Von  r sind.  Hieraus 
ergiebt  sieh,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag, 

• ' t 

{für  den  Specialfall:  ilJi  — 0 die  einfachere  Formel: 

Srf/ 

— (x00i  -I-  * E dr  -f-  Ä0i t/0  4-  wQdQi  -I-  wt/E  . 

Bei  der  Kraft  Oft//  kommt  nicht  die  Richtung,  sondern  nur  die 
Starke  in  Betracht.  Die  Richtung  ist  von  Hause  aus  vorgezeichnet.; 
denn  es  reprUsentirt  ja  ( Idt  die  Compopento  der  eigentlichen  Kraft 
Edt  (1.)  nach  der  Richtung  des  gegebenen  Elementes  JDs. 

Vergegenwärtigt  man  sich  die  durch  (2.«,  ß,  y)  in  Betreff  der 
Starke  von  Qdf  gemachten  Suppositionen , so  zeigt  sich  zwischen 
diesen  Suppositionen  und  zwischen  denen,  welche  durch  (2.a,  b,  c) 
Uber  den  Werth,  von  dS  gemacht  sind,  eine  grosse  Aebnlichkeit,  — 
eine  Aebnlichkeit,  welche  noch  grösser  wird,  sobald  man  den  Special- 
fall: </./,  = 0 ins  Auge  fasst.  — In  der  Thal  zeigt  sich,  dass  die 
in  dem  Spocialfallc : dJ,  — 0 aus  (2 .a,  ß,  y)  für  den  Ausdruck 

e dt 
J,Dl, 

resultirenden  Suppositionen  genau  identisch  sind  mit  denjenigen, 
welche,  und  zwar  im  allgemeinsten  Falle,  durch  (2.a,  b,  c)  über 
den  Werth  des  Ausdruckes 

’ dS 

jj,  iiiOi,  ! • ) 

gemacht  sind.  In  jenem  Sple'cialfalle  dJ,  = 0 hat  sich  aber  aus 
(2 .a,  ß,  y)  für  den  erstem  Ausdruck  der  Werth  (4.)  ergeben.  Folg- 
lich wird  man,  und  zwar  im  allgemeinsten  Falle,  aus  (2.a,  b,  c) 
für  den  letztem  Ausdruck  einen  analogen  Werth  erhalten: 

(6.)  = ((»ee,  + eE)dr  + (fO\iiQ  + \pede,  + xdt , 

von  jenem  nur  dadurch  unterschieden",  dass  an  Stelle  von  x,  x,  ^ ,' 
w,  w hier  irgend  welche  andere  Functionen  q,  q,  if,  y,  y auf- 
treten,  die  ebenfalls  nur  von  r abhangen  können,  sonst  aber  unbe- 
kannt sind. 
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Wie  durch  (1.)  schon  angedeutet  war,  soll  unter  dS  die 
Summe 

{d  Tj,  + rfTJ)  ,Uj  u, , 

also  die  Summe  derjenigen  beiden  ponderoinotorischen  Arbeiten 
elektrodynamischen  Ursprungs  verstanden  werden,  welche  wahrend 
der  Zeit  dt  von  JJ)sx  auf  JDs,  und  von  JDs  auf  JxDx,  ausgetlht 
werden.  Hieraus  folgt,  dass  dS  in  Bezug  auf  JDs  und  JxDsx  sym- 
metrisch, mithin  die  in  (5.)  enthaltenen  Functionen  <p,  y ein- 
ander gleich  sein  müssen.  Jene  Formel  (5.)  erlangt  daher  fol- 
gende Gestalt: 

(6.)  dS  — JJJ)shs1[[ßQQ,  pE )dr  ■+■  ydiee,)  -h  xdB]  , 

wofür  geschrieben  werden  mag: 

(7.)  dS  = [dTl  + dT ?)  ,ldJ.  = JJ.Dsßs, [Pdr  + <pd{ee,)  -+-  *</El . 
Fügen  wir  noch  hinzu,  was  in  (3.)  angegeben  war: 

(8.)  lldt  = Dst[Jx(Kdr  -+•  kStde)  -+-  (oQd(QxJx)  ■+■  Hd{EJx)}  , 

so  haben  wir*)  diejenigen  Formeln  (7.)  und  (8.)  vor  uns, 
welche  für  die  pondero-  und  elektromotorischen  Wirkungen 
sich  ergeben  als  unmittelbarer  Ausfluss  der  supponirten 
Grundeigenscha  ften. 

Mit  Bezug  auf  (7.),  (8.)  sei  sogleich  bemerkt,  dass  unter  P, 
K,  Q,  ebenso  wie  früher,  folgende  Aggregate  verstanden  werden 
sollen : 

P = (>00i  •+■  p E , 

(9.)  K = x00i  -I-  x E , 

Q = w00t  -4-  to  E . 

\ 

*)  Wollte  man  (vergl.  pag.  486)  als  Princip  adoptiren,  dass  die  durch  ein  Ele- 
ment JxDsx  von  constanler  Stromstärke  in  irgend  einem  Punkte  eines  körperlichen 
Leiters  erzeugte  elektromotorische  Kräh  Null  ist , sobald  die  relative  Lage  jenes  Ele- 
mentes in  Bezug  auf  diesen  mathematischen  Punkt  keine  Aenderung  erleidet, 
so  würde  hieraus  folgen,  dass  die  in  (8.)  enthaltenen  Functionen  k und  ui  identisch 
Null  sind.  Alsdann  aber  würde  die  hier  zu  entwickelnde  Theorie  völlig  identisch 
werden  mit  der  im  vorhergehenden  Abschnitt  (pag.  468  bis  506)  dargelegten. 
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§•  i- 

Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Indem  wir  Schritt  für  Schritt  denselben  Weg,  wie  bei  früherer 
Gelegenheit  (pag.  486  bis  494),  verfolgen,  haben  wir  zunächst  die 
Formel  (7.)  zu  notiren: 

(1 0.a)  {<ITI  -t -dT?)  <Ur.  = Ihlh\JJ\(Pdr  -i-  <pc/(00,)  -4-  zdE). 

und  sodann  zu  bemerken,  dass  aus  (8.),  genau  ebenso  wie  damals, 
folgende  parallel  stehende  Formel  sich  ergiebt  [vergl.  (80.)  p.  489]. 
(I  O.b)  (dQl  -4-  dtf)  Mj,  D.  = IhlK  [//,( 2 Krfr  + (A  + w)d(0e,)  -4-  2wifE) 

-4-  Qd(JJ,)} . 

Durch  Addition  von  (lO.a,  b)  folgt  sofort: 

(fi.)  (dr0-»-dr;+ <*<?>  + dQV  ,Mf.  D,  = [dijjp)  + jj.y]  , 

wo  Y den  Werth  besitzt: 

(12.)  Y = (2  K + p)dr  +(i  + w + <f)d{eet)  -4-  (2<ü  -4-  X)dE  - dQ , 

ein  Werth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (9.)  auch  so  geschrieben  wer- 
den kann:*) 

(4  2.a)  Y = [(2x  + p — co ) 00,  -+-  (2x  -4* q — co  )E]cir  -4-  (A  + ^p)d(00i) 

■+■  («o  *4-  X)dE. 

Ebenso  wie  früher  (pag.  491)  ergiebt  sich  nun,  als  Folgerung 
aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft,  dass  dieser  Ausdruck  Y für 
ein  in  beliebiger  Bewegung  begriffenes  Eleraentenpaar  Ih,  Dg,  fort- 
dauernd Null  sein  muss,  dass  also  zwischen  den  neun  unbekannten 
Functionen  p,  p,  x,  x,  co,  ZS,  A,  <p,  % die  Relationen  stattfinden 

A -4-  if  ®=  0, 
co  -4-  X — 0- 

<P  = — A, 

x = — »; 

wodurch  die  Anzahl  der  unbekannten  Functionen  auf  fünf  reducirt  ist. 

•)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,  dass  unter  co'  und  Z'  die  Ableitungen 
von  co  und  Z nach  r zu  verstehen  sind. 


(13.) 

Hieraus  folgt: 
(14.) 


2 x -4-  p — c o — 0, 
2x  -4-  p — «u  =0, 

* — 1 (»>'  — p) , 

* = I («o'  — e) , 
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Substituirl  man  die  Werth«  (14.)  in  (7.),  (8.),  so  ergiebt 
sich  ftlr  die  ponderomotorische  Wirkung  die  Formel: 

(15.)  , . dS  = JJtDsDat[Pdr  — kd{ßQi)  — ZdE] , 

und  andererseits  für  die  elektromotorische  Wirkung  fol- 
gende Formel: 

(i  6.a)  m = J,Ik,  (09*  + + '06,16,  -h  5dE) 

+ [dJi)D8\Q , 

' * • s • 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

r ' ■ -#  • 

(1 6,b)  (f dt  = J,Ds,  P-r-~  •>di6j[9|>  ~ “dE  **±J"  - ki&‘§L=Le,d&\ 
+ (dJ,)Ds,Q. 

Dabei  sind  .unter  P.  8 die  Ausdrilckc  (9.)  zu  verstehen.  ' 
Gleichzeitig  ergiebt  sich  für  das  Capital  (t  eines  den  früher 
erwähnten  Determinationen  unterworfenen  materiellen  Systems  der 
Werth: 

(17.)  <£  = T -H  2(ÜM . C{&))  + 0 + U - i 22{DsDs,JJ, 0)., 

vergl.  (100.)  pag.  493. 


. . §•  5. 

<« 

lieber  eine  gewisse  Summe  von  elektromotorischen  Kräften. 


Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (16.a,  b)  soll  die  Summe  der- 
jenigen elektromotorischen  Kräfte  berechnet  werden,  welche  ein 
gleichförmiger  elektrischer  Stromring  (J, , s,)  hervorbringt  in  irgend 
einem  Drahtringe  («). 

Die  beiden  Hinge  seien  biegsam,  mit  Gleitstellen  versehen,  und 
begriffen  iu  beliebigen  Bewegungen'1,  ihre  Elemente  seien  bezeich- 
net mit  Ds,  As  und  1k, , As,  (vergl.  pag.  441). 


Unter  Anwendung  der  Abkürzungen : 
P = pe©,  -t-  pE, 

(18.)  . Q ^ 0)00,  + «oE, 


dW  — — 


pdr  — ZS[00,)  — ö,<(E  aQ  + fw  — t)  (0S0I  — 0, d0) 


ergeben  sich  aus  (16.)  die  beiden  Formeln: 
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fl'J  1 ß* . @di  = DsDst (JtdV  -f-  QdJf) , (Wirkung  von  Ds,  auf  Dg), 
Ds.diU  = DgAg,[  0 -+-  Q7|) , (Wirkung  von  As,  auf  /)*) ; 

von  denen  die  erstere  diejenige  Krafl  Qdl  ausdrUckt,  welche  Dg\ 
innerhalb  der  Zeit  dl  in  irgend  einem  Punkte  von  Dg  (und  zwar  in 
der  Richtung  von  Dg)  hervorbringt;  wilhrend  die  letztere  in  ana- 
loger Weise  sich  bezieht  auf  A*i  und  Ds . 

Repräsentirt  \srft  die  Summe  sttnimtlieher  elektromoto- 
rischer Kräfte,  welche  der  Ring  [Jt,  *()  während  der  Zeit 
dl  im  Ringe  (*)  hervorruft,  so  folgt  aus  (19.): 

(20.)  Sdt  = J,.  (zy<WDgD*l  -f-  i’vQZfeA»,  -+-  ( JJ ,) . XXQDgDg, ; 
hiefür  kann  geschrieben  werden: 

(2 1 .)  ädt  = d{J>.  £ZQDsD$x)  -+•  J&dl , 
wo  alsdann  $d/  die  Bedeutung  hat : 

(22.)  2 $dl  = iZZJVDgDg,  -+-  2^’VQAtAs,  — 2d(22QDiDit) . 

Es  handelt  sich  nunmehr  (für  spätere  Zwecke)  um  eine  gewisse 
Transformation  von  fall , und  zwar  um  eine  doppelte. 

Erste  Transformation  von  fydt.  — Substituirt  man  in  (22.) 
für  das  letzte  Glied  den  dafür  sich  ergebenden  Werth : 

(«.)  2 diXZQDsDg,)  = 2 ZXdQDgDs,  -+-  2 v^Qi/IsAs,  -t-  A gDs,) , 

und  gleichzeitig  fiir  dH'  den  Werth  (18.),  so  erhält  man: 

Iß.)  2#d<=  — 22t\?dr— W(00|)— ädE+dQ-i- (/— «)  (ed0,—  0,  de)  ]#*/.)*, 

— 2AAQA sDs„ 

oder,  falls  man  für  P,  Q ihre  eigentlichen  Bedeutungen  (18.)  cin- 
trclen  lässt: 

Ij'.)  2 $dl  = — A'A'[((p-t-w  )00|  -4-  (g  -htö')E)dr  -4-2(w  — A)0,d0]  DsDgt 
— A’A'(2w00,  -+-  2ÜE)A tlh,. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  pag.  447) 
mitgelheilten  Transformationsformel,  sofort : 

(d.)  2$>d<  = — A'A'JjY  — {Q  00,  -t-  *e]  drDsDs, 

— A’A  (2;.00,  2SE)A gDgt, 

wo  L , M die  Bedeutungen  haben : 

, . D = (p  -+-  g -+-  <•>  -+-  <i>  j — 2 (w  — ).’) , 

W M = r(g  -h  7)  - 2 (o)  - i) . 

Vbhandl  d.  K.  S.  Ge»rll«cli.  il.  WiMruvb.  XV.  35 
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Zweite  Transformation  von  .£)</ t.  — Es  ist  identisch: 

(f.)  yy{>.—bij  Gi/e,— e,(/e  d«d«,  = — xx(x — u)ee, (Z)*a*, — a*/)»,' , 

wie  solches  unmittelbar  folgt  aus  der  soeben  citirten  Transformations- 
formel (pag.  447).  Andrerseits  ist  nach  («.): 

(r/.)  XXdQfhDs,  = d[XXMhDs,)  — XXQJkAs,  -+-  A */)«,) , 
oder  falls  man  2 XXQAxDs,  auf  beiden  Seiten  hinzu  fügt: 

(&.)  XXdQDsDs,+2XXQ&8Dsl  = d{XXQDsDs,)—XX'Q(DsAs>—£i»D>>). 
Nunmehr  folgt  durch  Addition  von  (f.)  und  {&.)  sofort: 

(/.)  xx[dQ  -+-  (A  — w)  (ede,  — e,( ie)]i)süs,  -+-  2xxq a*d*,  = 

= d(XXQDsDst)  — XX(Q  ■+■  (/.  — w)00,)  (ß*As,  — Av/)s,  , 
= d(XXQDsfhi)  — A’A’(A00,  -t-  aiEj^DsAs,  — A slht). 

Dieser  Ausdruck  (i.)  repräsentirt  die  letzten  Glieder  der  Formel 
(/?.).  Substituirt  man  für  jene  letzten  Glieder  den  durch  (/.)  darge- 
botenen  Werth,  so  gewinnt  die  Formel  (ß.)  folgende  Gestalt: 

(*.)  2 §dl  = — XX[Pdr  — Ad'00,)  — üdEJhlh,  — d{XXQI)xlkt) 
■+■  XX  ;/.00,  -+-  ü»E)  (IhAsl  — Av />*,). 

Wir  gelangen  nun,  durch  die  Formel  (21.)  und  unter  Anwendung 
der  beiderlei  Transformationen  (3,  t)  und  (x.) , zu  folgendem  Re- 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellcn  versehene  Ringe 
(*)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  befin- 
det sich  im  letztem  ein  Strom,  dessen  Starke  J,  von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert,  jedoch  stets  gleich- 
förmig  bleibt,  so  wird  die  Summe  c.dt  der  vom  Ringe  (</i,*i) 
während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (*)  hervorgebrachten  elek- 
tromotorischen Kräfte  den  Werth  besitzen: 

(23.)  £dt  = d(Ji . XXQDsDst)  ■+■  Jßdt; 

die  hier  auftretende  Grösse  $dt  ist  einerseits  darstellbar 
durch : 

(2i.)  Hyll  — — XX  [(L  — 00,  -»-  * e]  drlhDiu 

— 2 A’2’(A00,  -+-  wE)A*/hi, , 

WO  L,  M die  Hede  ulungen  haben: 
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L — (p-4-g-t-w  -+-  <D ) — 2 («'  — A ) , 

M = r [(>■+•  io ) — 2 (w  — A) , 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 

(25.)  2 §dl  = — 2Z[Pdr  — Ad(0©,)  —wdE^lhD»,  - d{22QlhD*,) 

+ A0Q,  -+-  cuE  (OsA*!  — Aj >■£)*,) . 

Dabei  stehen  P,  Q zur  Abkürzung  für  die  in  (9.)  genannten 
Aggregate. 


§.  6. 


Anwendung  des  elektromotorischen  Inl  egralgesetzes. 


Um  Genaueres  zu  ermitteln  in  Betreff  der  in  den  Formeln  (15.) 
und  (16.a,  b)  noch  enthaltenen  unbekannten  Functionen  (>,  p , o> , 
ü,  A,  benutze  ich  das  von  meinem  Vater  aufgestellte  elektromoto- 
rische Integralgesetz,  welches  folgendermassen  lautet: 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Hinge 
(*)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  be- 
findet sich  im  letztem  ein  stets  gleichförmig  blei bender  Strom 
, so  hat  die  Summe  är/t  der  von  ihm  während  der  Zeit  dl 
im  Hinge  (*)  erzeugten  elektromotorischen  Kräfte  den 
Werth:  m 

(26.)  £dt  — d[J,f ) , 

wo  f lediglich  abhttngt  von  der  augenblicklichen  Gestalt 
und  Lage  der  beiden  Hinge. 

Durch  Comhination  dieses  Gesetzes  (26.)  mit  der  vorhin  ent- 
wickelten Formel  (23.)  folgt  sofort : 

(27.)  £ = 0, 

also,  falls  man  fUr  •£>  seinen  Werth  (2k.)  substituirt : 

(28.)  A'A  [(L  — 00,  + drlhlh,  + 2A'i,(A0e,-t-ÜE)A«/)*1  = 0 ; 

und  zwar  erkennt  man,  dass  diese  Gleichung  (27.)  oder  (28.), 
ebenso  wiy  das  Gesetz  (26.),  gitltig  sein  muss  filr  willktlhrliche 
Bewegungen  der  beiden  Ringe. 

Für  sidche  Bewegungen,  bei  denen  die  Gestalten  der  beiden 
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Riuge  ungeündert  bleiben,  mithin  die  As,  As,  sitinintiich  Null  sind, 
reducirt  sich  die  Gleichung  (26.)  auf: 

0Q,  + "e]  drlhlh,  = 0. 

Hieraus  folgt,  unter  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (pag.  iiO), 
sofort : 


(29.) 


| /-  = 0 , 
\M=  0, 


das  ist: 


p + p + w = w — 2A  , 
r(f  + a >')  = 2 w — 2 A . 


Solches  erkannt,  reducirt  sich  die  für  beliebige  Bewegungen 
gültige  Gleichung  (28.)  auf: 

2’i’(A00,  -+-  wE  As/t.v,  = 0. 


Bringt  man  diese  in  Anwendung  auf  solche  Bewegungen,  bei  denen 
nur  ein  A<  vorhanden  ist,  alle  übrigen  As  aber  Null  sind,  so  er- 
halt man: 


As.  v(A00i  «E )D*,  = 0. 

Hieraus  folgt  nach  einem  früheren  Satze  (pag.  436) , dass  zwischen 
A und  u>  die  Beziehung  stattfinden  muss: 

(30.)  A = rw. 


Vermittelst  der  Relationen  (29.)  und  (30.)  kann  man  p,  g,  A 
durch  o) , w ausdrücken ; inan  erhalt : 


(31.) 


2 (y  / a » 

p = — I-  (o  — zrai  , 


A = + rat  . 


Somit  sind  die  unbekannten  Functionen  auf  zwei  reducirt,  nämlich 
auf  at  und  ä> . 


§■  7. 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie  fliessenden  I n tegra  Igosctie. 

Da  nach  (27.)  $ jederzeit  verschwindet,  so  reducirt  sich  die 
Formel  (23.)  auf: 

(32.)  2<ll  = d(Jt . yi'QDsDtt) . 

Aus  gleichem  Grunde  reducirt  sich  die  Formel  (25.)  auf: 
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(33.)  dr  — Ad  (00,)  — StfE]fl*fl*,  = — d(  v^-Qflsö#,) 

+ ^ .i’(Ä©0i  •+■  tuE  Dx A*j  — A.v/)*|) . 

Das  hier  in  die  zweite  Zeile  gesetzte  Glied  besteht  aus  einzelnen 
Integralen,  welche  theils  von  der  Form  sind: 

A*  . .^(A©©,  -+•  (i>E,iDsi  , 

theils  von  der  Form: 

As,  . 2'  {7.00 1 -+-  to E fl* . 

Zufolge  eines  früheren  Satzes  (pag.  436}  sind  diese  Integrale,  weil 
zwischen  A,  w die  Relation  (30.)  statlfindel,  stimmt  lieh  Null;  so 
dass  also  jenes  Glied  zweiter  Zeile  verschwindet,  mithin  die  Formel 
(33.)  die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 

(34.)  22[Pdr  — Ad (00,)  — wdE]  Dxlk,  = — d{22QD»Dgl) . 

Die  inducirten  elektromotorischen  Kritfle  sind  (zufolge  der  voraus- 
gesetzten Grundeigenschaften)  unabhängig  von  den  im  inducirten 
Kürper  etwa  vorhandenen  elektrischen  Vorgängen.  Nehmen  wir  da- 
her an,  dass  nicht  nur  in  (*,),  sondern  ebenso  auch  in  (*)  ein 
gleichförmiger  Strom  vorhanden  sei,  so  wird  trotzdem  die  Summe 
der  von  (*,)  in  (*)  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  immer  noch 
ausgedrückt  sein  durch  die  Formel  (32.). 

Gleichzeitig  wird  alsdann  die  zwischen  diesen  beiden  Strom- 
ringen [J , »)  und  (/, , *,)  stattlindende  ponderomotorisehe  Arbeit, 
nach  (15.),  den  Werth  haben : 

(35.)  2 ?2dS  = JJ{  . 22  [Pdr  — Ad(00,)  — rä</E]fl*ö*,, 

wofür  mit  Rücksicht  auf  (34.)  auch  geschrieben  werde»  kann: 

(36.)  22 dS  = — ./«/, . d(22QDsDs,) . 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

(37.)  Q = 22QDsDs,  = 22{toQe,  -1-  «E)fl*fls, , 

so  gewinnen  die  Formeln  (32.)  und  (36.)  folgende  Gestalt: 

(38.)  = d(J,Q) , 

(39.)  22dS  = — JJjdQ; 

so  dass  sich  also  für  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe, 
die  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  und.  von  gleichförmigen  Strö- 
men durchflossen  sind,  folgende  Gesetze  ergeben: 


/•" 
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Das  elektromotorische  Inlegralgesetz.  — Die  Summe  der  vom 
Ringe  (Jt , «i)  während  der  Zeit  dl  im  Ringe  (/,  s)  hervor- 
gebrachten elektromotorischen  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu- 
wachs von  JtQ. 


Das  ponderomotorisehc  Inlegralgesetz.  — Die  während  der 
Zeit  dl  von  den  beiden  Ringen  [J , *)  und  (Ji , *t)  aufeinan- 
der ausgeübte  pondcroinolorische  Arbeit  ist  gleich  (—  !)//■, 
mulliplicirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q. 

Der  Ausdruck  Q (37.) , welcher  lediglich  abhängt  von  der 
augenblicklichen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Ringe,  wird  zu  be- 
zeichnen sein  als  ihr  elektrodynamisches  Potential,  bezogen 
auf  die  Stromeinheit. 

§.  8 und  §.  9. 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie  für  den  Fall  beträchtlicher 
Entfernungen  res  u I tir  on  d e n Eiein  entn  rgesetze. 


Dass  das  Potential  /'  oder  JJ,Q  zweier  gleichförmiger  Strom- 
ringe (J , «)  und  (J, , *i)  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernung 
den  Werth 

(40.)  P = JJ,Q  = — AtJJl . vi'06'^" 


besitze,  unterliegt  keinem  Zweifel  (pag.  502).  Andrerseits  sind  wir 
durch  die  hier  entwickelte  Theorie  zu  der  Formel  (37.)  gelangt: 

(41.)  P = JJtQ  = JJt  . A‘A'  o)00,  -+-  cÖE)  Dslhl , 


wo  m,  To  zwei  noch  unbekannte  Functionen  von  r sind. 

Gehen  wir  nun  von  der  Hypothese  aus,  dass  diese  Functionen 
w,  (ö  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen  proportional  sind 
mit  irgend  welchen  Potenzen  von  r: 

a>=  gr*, 

T>  — hri , 


so  ergeben  sich  durch  Combination  der  Formeln  (40.) , (41.)  di« 
Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der  Constanten  g , h . p , g. 

Aus  (40.)  und  (41.)  folgt  nämlich  sofort: 

^■>,00,  -t-  töE)DsDsx  = -A*.  , 
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oder  falls  man  die  Werthe  (42.)  substituirt: 

22  [(yrT  + 7)  00i  -*■  hr* E j DsDst  = 0 . . 

Diese  Gleichung,  welche  stattfinden  soll  für  je  zwei  Ringe  von  be- 
liebiger Lage  und  Gestalt,  führt  [unter  Anwendung  des  Satzes 
(23. a,  b)  pag.  432]  zu  dem  Resultat,  dass 

9**  ■+■  y = ^ 


sein  muss.  Hieraus  aber  folgt  zunächst: 
(43.) 

und  sodann: 

(44.)  g + 4 = — A1. 

Somit  erhalten  wir  aus  (42.) : 


(45.) 


wo  </,  h zwei  durch  die  Relation  (44.)  verbundene  Constante  vor- 
stcllen. 

Selbstverständlich  wird,  weil  wir  die  Formel  (40.)  und  die 
Hypothese  (42.)  nur  für  beträchtliche  Entfernungen  als  gültig  er- 
achten, Gleiches  auch  zu  bemerken  sein  in  Betreff  der  Formeln  (45.). 

Unter  Zugrundelegung  der  Werthe  (45.)  resultiren  für  die 
Functionen  p,  p,  X (31.)  folgende  Ausdrücke: 


(46.) 


3 g + kh 

Q — ?r-> 

— ig  + 3h 

e = -i — rv  > 


und  hieraus  ergeben  sich  die  Aggregate  Q,  P (9.)  in  folgender 
Form : 

Q 9001 +*E 

P _ - {ig  + 0)901  ■+■  (»g  + »*)E  5 

so  dass  also  zwischen  Q und  P die  Relation  staltfindet : 


(48.) 


P = 


Q . *(9  + *)  (E  - *00|) 
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Endlich  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (45.),  (46.),  47.)  in 
die  beiden  Formeln  (16.a)  und  (15.): 

(49.)  (idt  = J,Ds,  | (g  **i  (®01  ~ BJr  + sQdQ,  - *0i-(0  + AdEj 

(50.)  dS  = JJJhlk,  [p,/r  -+.  * • d‘QO<  ~ Ej  j 

Diese  Formeln  (49.)  und  (50.)  sind  es  also,  durch  welche 
im  Sinne  der  gegenwärtigen  Theorie)  das  elektromoto- 
rische und  das  ponderomotorischc  Elementargesetz  für  be- 
trächtliche Entfernungen  sich  ausdrücken. 

Setzt  man,  ähnlich  wie  früher  (pag.  500)  nämlich  unter  An- 
wendung eines  mit  Ih  starr  verbundenen  Coordinatensystemes : 

(«•)  = pe  -f-  93)})  h-  (5.3)  dl , 

(fl-)  0 = 9(11  -f-iB«  -t-Gffi, 

W E = 9(91, + 9393,+ SG,, 

so  erhalt  man  aus  (49.) : 

i'pj  | ) $di  = JiDtt  + ihl  “iMi ldr  »Urf6i  — *ft<l  + *<fttij 

+ (dJt)Ds,  g"Ö-.±**< , 

uml  analoge  Werthe  für  tydt , $dt.  — Der  Werth  von  Sdt  (51.) 
ist  eine  homogene  lineare  Function  von  11,  91,,  </U,  <i9l, ; uml  Ana- 
loges  wird  olfenbar  gelten  von  , 3*^;  so  dass  wir  also  schrei- 
ben können : 

Sdt  = AU  + L91,  + Md\\  + AW91, , 

(52.)  2)<*  = m + m + ihm  + a;w,  , 

Sdl  = m-h  LG,  + M<m  + A'dS, . 

Um  von  der  Kedeutung  dieser  Formeln  (51.),  (52.)  eine  Vor- 
stellung zu  erhalten , haben  wir  uns  einen  körperlichen  Leiter  zu 
denken,  mit  welchem  drei  (auf  einander  senkrechte)  Axen  j,  6,  \ 
starr  verbunden  sind.  Alsdann  sind  Sdt,  2) dl,  3 dt  die  diesen  Axen 
entsprechenden  (Komponenten  derjenigen  elektromotorischen  Krall 
Edt , welche  ein  ausserhalb  des  Körpers  befindliches  Stromelement 
./,/)*,  während  der  Zeit  dt  hervorbringt  in  irgend  einem  Punkte  m 
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des  Körpers.  Dabei  reprasenüren  U , Ü? , © und  2b , ©1 , (£1  die 
Richtungscosinus  von  r [Dg i ■ — ► m)  und  von  JiDst ; wahrend  gleich- 
zeitig 01  den  Cosinus  des  zwischen  r und  J,Ds,  gelegenen  Winkels 
bezeichnet. 

Die  Formeln  (52.)  zeigen,  dass  die  Kraft  Edl  in  vier  Kräfte 
zerlegbar  ist,  nämlich  in  die  beiden  Kräfte  K,  L und  in  zwei  an- 
dere Kräfte  M' , N' , welche  mit  M,  N proportional  sind.  Die 
Kräfte  Ä und  L sind  respective  mit  r und  Dg i parallel;  hingegen 
steht  die  Kraft  M'  senkrecht  gegen  r,  und  *V'  senkrecht  gegen  Dg,. 
Um  die  Richtungen  der  beiden  letzten  Kräfte  genauer  angeben  zu 
können,  denke  man  sich  diejenigen  beiden  Elementarflachen  con- 
struirt,  welche  im  Raume  des  gegebenen  Körpers  während 
der  Zeit  dl  beschrieben  werden  durch  den  von  in  ausgehenden 
Strahl  r,  und  durch  einen  zweiten  von  m ausgehenden  und  be- 
ständig mit  Ds,  parallel  bleibenden  Strahl  p . Alsdann  ist  M'  senk- 
recht gegen  r,  und  gelegen  in  der  von  r beschriebenen  Elcmentar- 
fläche ; *)  andererseits  N'  senkrecht  gegen  p und  gelegen  in  der  von 
p beschriebenen  Elementarfläche. 

Wir  gehen  Uber  zur  Betrachtung  des  ponderomotorischen 
Elementargesetzes  (50.).  Die  beiden  Elemente  JDs,  J,Ds,  seien 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  mögen  mit  Bezug  auf  ein 
absolut  festes  Coordinatensystem  die  Coordinaten  x,  tj,  z,  x, , y,,  z, 
und  die  Richtungscosinus  A,  B,  I",  A, , B, , r,  besitzen;  ausserdem 
seien  U,  V,  VV  die  Richtungscosinus  von  r Dg,  - — <-Dg). 

Genauer  betrachtet,  werden  unter  x,  y , z die  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  von  JDs  (etwa  des  Schwerpunktes  von  JDs ) 
zu  verstehen  sein.  Die  Bewegung  dieses  Elementes  JDs  während 
der  Zeit  dt  wird  daher  zu  charakterisiren  sein  durch  die  Zuwächse 
</x,  dy,  dz,  welche  jene  Coordinaten  binnen  der  Zeit  dt  erleiden, 
und  daneben  durch  diejenigen  Drehungen  da,  dß,  dy,  welche  das 
Element  wahrend  dieser  Zeit  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- 
axen  ausfuhrt.  Analoge  Bedeutungen  mögen  dx,  dy,  dz,  und  da,, 
dß,,  dy,  für  das  Element  J,Ds,  besitzen.  — Alsdann  linden  die  Rela- 
tionen statt: 

*)  Denn  die  Richtung  if  (dU , d® , dSB)  steht  nicht  nur  senkrecht  gegen  r (U , 
$ , 9B‘ , solidem  auch  senkrecht  gegen  die  Richtung  (®d3B  — JBdSJ , ffidU  — Ud2B  , 
Ud©  - SdU) . 
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dr  = V dx  — dx,)  4-  V(dy  — dy,)  -I-  W dz  — dz,) , 

</A  = T dß — B dy,  dA,  = E,dß, — B,dy, , 

dB  = A dy  — I“ du,  dBi  = Aid/,  — rt(/a, , 

d T = Bd(e  — A dß,  </  T i = B,da,  — A,dß,. 

Sämmtliche  in  dS  (50.)  enthaltenen  Zuwächse  dr,  dQ,  dB dE 
können  (wie  aus  diesen  Relationen  folgt;  ausgedrückt  werden  durch 
dx,  dy,  dz,  da,  dß,  dy,  dx, , dy,,  dz,,  da,,  dß, , dy,;  so  dass  sich 
also  für  dS  selber  ein  Ausdruck  von  folgender  Form  ergiebt: 

(53.;  dS  = ( Sxdx  4-  Stdy  4-  S,dz)  4-  ( S„du  4-  Sjlß  4-  S,dy) 

+ [Txdx,  4-  Ttdy,  -+-  T,dz,j  -+-  (Tada,  -+-  T^dß,  4-  Ttdy i) . 
Alsdann  repräsentiren  offenbar  Sx , Sf,  S,  und  Sa,  Sf,  Sr  die  von 
J,Ds i auf  JDs  ausgeüblen  ponderoinotorischen  Kräfte  und  Dre- 
hungsnioniente , während  TM,  Tt,  T,  und  T,,  Tß,  Tr  die  analoge 
Bedeutung  haben  für  die  von  JDs  auf  J,Ds,  ausgeübte  Wirkung. 

Wenn  man  nun  den  Ausdruck  (53.)  wirklich  bildet,  so  er- 
hält inan: 

(54.)  Sx  = JJ,ÜsDs , [(p  - , 

(55.)  S„  = JJ,DsDs,  — -Br'  :j, 

und  analoge  Werthe  für  St,  S,  und  Sß,  Sr;  dabei  repräsentirt  P 
den  Ausdruck  (47.). 

Nach  (54.)  ist  die  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische 
Kraft  (Sx,  St,  S,)  zerlegbar  in  drei  Kräfte,  welche  respective  paral- 
lel mit  r,  mit  Ds  und  mit  Ds,  sind. 

Andererseits  ist  nach  (55.)  das  auf  JDs  ausgeübte  pondero- 
motorische  Drehungsmoment  ( S„ , S St)  zerlegbar  in  zwei 
Drehungsmomente,  von  denen  das  eine  die  Normale  der  Ebene 
(Ds,  r ) , das  andere  die  Normale  der  Ebene  (Ds,  Ds,)  zur  Axe  hat. 

Die  erhaltenen  Elementargesetze  (51.)  und  (54.),  (55.)  besitzen, 
wie  man  sieht,  einen  abschreckend  complicirten  Charakter.  Auch 
erkennt  man  leicht,  dass  eine  Vereinfachung  dieser  Gesetze  nur 
dadurch  erreicht  werden  kann,  dass  man  in  Betreff  der  beiden 
durch  die  Relation  (44.) 

(56.)  g 4-  h = — A- 

verbundenen  Constanten  g und  h annimmt , die  erstere  wäre 
= — A1,  die  letztere  = 0.  Alsdann  aber  werden  die  in  Rede 
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stehenden  Gesetze  identisch  mit  denjenigen,  zu  welchen  wir  im  vor- 
hergehenden Abschnitt  (pag.  503)  gelangt  sind. 

Setzt  man  der  Relation  (56.)  entsprechend: 

(57.) 

A = - A*  , 

wo  k eine  unbekannte  Constante  vorstellt,  so  wird  das  eben 
Gesagte  dahin  auszudrücken  sein,  dass  die  gefundenen  Elemen- 
targesetze nur  dann  einen  einfacheren  Charakter  annehmen, 
wenn  k den  Werth  ( — 1)  besitzt,  dass  sie  in  diesem  Falle 
aber  identisch  sind  mit  den  Gesetzen  des  vorhergehenden 
Abschnitts. 
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Verbesserungen. 

I.  Die  letzte  Zeile  von  pag.  423  soll  lauten: 


Dx  _ . Dy 
Ds  ’ Ds 


B, 


Di 

Ds 


f; 


II.  Auf  Seite  429,  Zeile  8 v.  o.  setze  man  : »alle  Elemente  der  beiden« 
statt:  »zwei  beliebig  gegebenem 

III.  Das  im  Teu bn e r 'sehen  Verlag  erscheinende  Werk,  auf  welches  ich  mich 
im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  mehrfach  gestützt  habe  (vergl.  z.  B.  die  Noten  zu 
pag.  425,  431,  432  u.  s.  w.) , ist  irrthümlicher  Weise  als  »Theorie  der  elektrischen 
Kräfte«  bezeichnet  worden.  Sein  wahrer  Titel  lautet  kurzweg  : »Die  elektrischen 
Kräft  e«. 
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Als  ich  im  XVII.  Hände  von  Schumachers  Astr.  Nachr.  die  von 
mir  ausgedachte  Einrichtung  veröffentlichte,  welche  gestattet,  auf  einem 
zu  Winkelmessungen  bestimmten  Kreise,  die  Anzahl  der  erforderlichen 
Theilsliiche  auf  eine  sehr  geringe  zurUck  zu  fuhren,  war  das  Ver- 
fahren um  die  Fehler  der  Theilstriche  eines  Kreises  zu  bestimmen 
schon  bekannt  , und  es  konnte  auf  das  von  Bessel  herstammende  hin- 
gewiesen werden.  In  Folge  meiner  neuen  Einrichtung  war  cs  mög- 
lich geworden,  dieses  Verfahren  mit  Leichtigkeit  auf  jeden  einzelnen 
Thcilstrich  des  Kreises  ausdehnen  zu  können,  während  diess  bei  der 
gewöhnlichen  Einrichtung  der  zu  Winkelmessungen  bestimmten  Kreise, 
wenngleich  theoretisch  möglich,  der  ubergrossen  Arbeit  wegen,  welche 
es  verursachen  würde,  praktisch  in  den  Bereich  der  Unmöglichkeit  ver- 
setzt werden  muss.  Anders  verhält  sich  die  Sache  in  Bezug  auf  die 
Htllfstheilungen,  welche  meine  Einrichtung  erfordert.  Hier  reichte  das 
damals  bekannte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Fehler  der  Theilstriche 
nicht  aus,  sondern  musste  durch  ein  wesentlich  abgeändertes , noch 
nicht  angewandtes,  ersetzt  werden,  welches  ich  auch  in  der  angezo- 
genen Abhandlung  beschrieben  und  erklärt  habe.  Dieses,  damals  neue, 
Verfahren  kann  ohne  Abänderung  auch  zur  Bestimmung  der  Theilungs- 
fehler  eines  gradlinigen  Maassslabes  angewandt  weiden , und  ist  auch 
dazu  benutzt  worden;  da  jedoch  nicht  behauptet  werden  kann,  dass 
man  es  immer  richtig  angewandt  habe,  so  dürfte  es  wohl  nicht  für  itber- 
llüssig  gehalten  werden  auf  dasselbe  zurück  zu  kommen,  und  es  von 
Neuem,  mit  specieller  Rücksichtnahme  auf  den  eben  genannten  Zweck, 
und  zwar  etwas  ausführlicher,  als  in  der  angezogenen  Abhandlung  ge- 
schehen ist,  zu  erläutern. 
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Vorbereitende  Entwickelungen. 

i. 

Neben  dem  .Maassstabe , dessen  Theilungsfehler  ermittelt  werden 
sollen,  lasse  man  sieh  ein  ähnliches  Mctallsttlck  anfertigen,  und  auf 
demselben  vorläufig  zwei  Theilstriche  ziehen,  die  ein  Intervall  bilden, 
welches  den  Intervallen  des  Maassstabes  ohngefithr  gleich  ist,  folglich 
entweder  ein  Millimeter,  oder  eine  Linie,  oder  andere  dergleichen 
Maasstheile,  je  nach  der  Beschaffenheit  des  zu  berichtigenden  Maass- 
stabes, darslellt.  Ks  ist  durchaus  nicht  nöthig,  dass  dieses  Intervall, 
welches  ich  das  PrUfungsintervall  nennen  werde,  irgend  einem  der 
Intervalle  des  Maassstabes  vollständig  entspreche,  sondern  es  kann,  ohne 
den  mindesten  Einfluss  auf  das  Resultat  hervor  zu  bringen,  merklich 
davon  abweichen. 

Durch  Hülfe  eines  dazu  geeigneten  mikrometrischen  Apparats 
messe  man  die  l nterschiede  zwischen  dem  PrUfungsintervall  und  jedem 
der  Intervalle  des  Maassstabes.  Die  Art  der  Ausführung  dieser  Mes- 
sungen wird  durch  die  Hinrichtung  des  angewandten  Apparats  bedingt, 
und  kann  daher  hier  nicht  naher  erörtert  werden;  es  ist  nur  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Messung  eines  jeden  Intervalls  des 
Maassslabes  unabhängig  von  der  Messung  der  Übrigen  Intervalle  auszu- 
führen  ist,  so  dass  die  Messungen  aller  Intervalle  nur  das  gemeinsam 
haben,  dass  sie  alle  von  der  noch  unbekannten  Grösse  des  PrUfungs- 
intcrvalls  ahliüngen. 

Die  Resultate  dieser  Messungen,  oder  mit  anderen  Worten  die 
durch  die  Messungen  gefundenen  Unterschiede  zwischen  den  Intervallen 
des  Maassstabes  und  dem  PrUfungsinlervalle,  sollen  der  Reihe  nach  mit 
«„  «j,  etc.  bezeichnet,  und  positiv  angenommen  werden , wenn  da» 
betreffende  Intervall  des  Maassstabes  grösser  gefunden  worden  ist.  als 
das  PrUfungsintervall,  dessen  unbekannte  Grösse  ich  mit  tc  bezeichnen 
will.  Die  wahren  Grössen  der  Intervalle  des  Maassstabes  sind  also  durch 
die  Ausdrücke  w ■+■  «0,  w -+-  a,,  tr  -+-  «5,  etc.  gegeben,  und  da  dieselben 
mit  Theilungsfchlern  behaftet  angenommen  werden,  so  sind  sie  einander 
ungleich.  Durch  Anbringung  der  Theilungsfehler  sollen  diese  Inter- 
valle aber  auf  eine  gleiche  Grösse,  die  wir  mit  i bezeichnen  wollen, 
liingefuhrt  werden.  Bezeichnen  wir  daher  die  Theilungsfehler  der 
Theilstriche  des  Maassstabes,  von  dem  einen  Ende  desselben  anfan- 
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gend,  der  Reih«  nach  mit  (0),  (I),  (2),  (3\  etc.,  so  erhalten  wir  so- 
gleich die  Gleichungen 

— 0 — f—  ( I -4-  m*  •+■  «„  = i 
— I ) -4-  Ä,  -+-  w -t-  «,  = i 
etc. 

Man  sieht  schon  aus  den  beiden  hingeschriebenen  Gleichungen,  dass 
sich  in  der  Rechnung  w von  i nicht  trennen  lässt ; setzen  wir  daher 

w — i = III 

und  nehmen  an,  dass  die  Anzahl  der  Intervalle  des  Maassstabes  mit  » 
bezeichnet  werde,  so  geben  die  beschriebenen  Messungen  die  Gleich  ungen 

— 0 + I -4-  in  -4-  «o  s=  0 

— (I)  -4-  (2)  -+-  m -*-«,  = <) 

— (2  -4-  (3)  -4-  in  ■+•  «j  = 0 

etc.  bis 

— In — 2 -+•  (n — I)  in  -4-  «n — t — 0 

— («—I;  -4-  (»i  -4-  m -+-  «,_i  = 0 

in  welchen  schon  eine  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  enthalten  ist. 

2. 

Zur  Bestimmung  der  den  Gleichungen  a beizulegenden  Gewichte 
mache  ich  auf  den  längst  bewiesenen  Grundsatz  aufmerksam,  dass  ohne 
Ausnahme  jeder  von  unmittelbar  beobachteten  (oder  durch  Messungen 
bestimmten)  Grössen  abhängigen  Gleichung  das  Gewicht  beizulegeu  ist, 
welches  der  darin  vorkommenden,  durch  Beobachtungen  bestimmten 
Grösse  zukommt.  In  den  Gleichungen  [a)  sind  diess  die  mit  «„ 
«5,  etc.  bezeichneten  Grössen,  und  folglich  sind  den  Gleichungen  die- 
jenigen Gewichte  beizulegen,  die  den  «„  «2,  etc.  zukommen.  Nun 
erhellt  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  alle  diese  Grössen,  ohne 
Ausnahme,  auf  gleiche  Weise  durch  die  Messungen  ermittelt  werden, 
und  folglich  kommt  denselben,  in  der  Voraussetzung,  dass  jede  der- 
selben auf  derselben  Anzahl  mit  gleicher  Sorgfalt  ausgefilhrter  Messun- 
gen beruht,  ein  gleiches  Gewicht  zu,  welches  der  Einheit  gleich  gesetzt 
werden  kann.  Einer  jeden  der  Gleichungen  (o)  darf  mithin  das  Ge- 
wicht = 1 beigelegt  werden,  da  die  verlangte  Voraussetzung  immer 
erfüllt  werden  kann,  und  eine  absichtliche  Abweichung  davon  keinen 
Zweck  hat,  vielmehr  den  Uebelstand  hervorruft,  dass  die  Behandlung 
der  Gleichungen  unnützer  Weise  verweitläuftigt  wird. 
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3. 

Untersuchen  wir  das  Resultat,  welches  hervorgeht,  wenn  zur  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe  blos  die  Gleichungen  «)  verwendet  werden. 
Da  den  eben  gegebenen  Krklilruugen  zufolge,  einer  jeden  dieser  Glei- 
chungen das  Gewicht  = I be igeleg I werden  muss,  so  fuhrt  die  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  dieselben  zu  den  fol- 


genden Endgleichungen, 

(0)  — (1)  — m — f„ 

— (0)  + * {V,  - (2) 

- Ii  + i * - (3)  = 

etc.  bis 

— » — 3 -+-  2 in — 2 — ii — I = f„_ j 

— (ii  — 2 -+•  2 (»i—1  — («  = f„  , 

— (n — 1)  -+-  (»}  -+-  in  = t„ 


— 0 -J-  ,«  •+■  lim  = (r) 

in  welchen 

f„  = «u,  fi  = «i  — «»,  = «■  — «I,  etc.  bis 

f»i— 2 *n-2  ^f|i— 31  f(i— 1 -I  ff«— 2,  f„  — ~~  — i 

so  wie 

& — — (f»  ■+■  fi  ■+■  f > ■+■  • • • -4-  f„_i  -+-  tn'j 
gesetzt  worden  sind.  Die  Auflösung  unserer  Aufgalie  beruht  nun  auf 
der  der/vorstehenden  Endgleichungen,  aber  es  ist  leicht  zu  erkennen, 
dass  hiebei  zwei  der  Unbekannten  (0),  (1),  (2),  etc.  unbestimmt  blei- 
ben, und  folglich  willktihrlich  angenommen  werden  können.  Wir  kön- 
nen hier  ohne  Weiteres  als  vollgültigen  Grund  für  diesen  Umstand  an- 
geben, dass  die  Anzahl  der  Gleichungen  («),  von  welchen  wir  ausge- 
gangen sind,  um  zwei  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  darin  enthaltenen 
Unbekannten.  Die  einfachste  Bestimmung,  die  wir  Uber  die  zwei  un- 
bestimmbaren Unbekannten  treffen  können,  ist  die,  dass  wir 
(0  = 0 und  (»)  = 0 

setzen.  Diese  Bestimmungen  sind  mit  der  Natur  unserer  Aufgabe  aufs 
Engste  verwandt,  und  werden  sich  weiter  unten  in  allen  noch  zu  ent- 
wickelnden Auflösungen  wiederholen.  Denn  durch  die  Bedingun- 
gen der  vörgeleglen  Aufgabe  kann  die  absolute  Lange  des  zu  prüfen- 
den .Maassstabes  nicht  bestimmt  werden;  es  werden  vielmehr  durch 
dieselbe  nur  die  Verschiedenheiten  oder  Unregelmässigkeiten,  welche 
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die  Intervalle  des  .Maassstabes  besitzen,  ausgeglichen,  und  diese  Inter- 
valle auf  ein  gleiches  Maass  hingeführt.  Hiebei  müssen  selbstverständlich 
die  Fehler  der  beiden  ttussersten  Theilstriche  unberührt  bleiben.  Wenn 
rnan  auch  die  absolute  Litnge  des  zu  prüfenden  Maassstabes  kennen 
lernen  will,  so  müssen  dazu  andere  Hülfsmittel  angewendet  werden, 
von  welchen  jedoch  hier  nicht  die  Hede  sein  wird. 

4. 

Nach  der  Einführung  der  beiden  Bedingungsgleichungen  (0)  = ft 
und  n =0  in  die  Endgleichungen  des  vor.  Art.  giebt  die  letzte  der- 
selben sogleich 


wodurch  m bestimmt  ist.  Bei  der  Auflösung  der  übrigen  Endgleichun- 
gen müssen  die  erste  und  die  letzte  derselben  weggelassen  werden,  da 
sie  in  den  anderen  enthalten  sind,  und  folglich  zugleich  mit  diesen  er- 
füllt werden.  Die  aufzulösenden  Gleichungen  sind  daher  die  folgenden, 

2 (1)  - (2)  = *, 

— (i;  -1-2  (2)  — (3)  = fj 
-(2.  + 2 (3)  - (4)  = r, 
etc.  bis 

— (« — 4)  -+-  2 (n — 3«  — (n — 2)  = #„_3 

— (n — 3)  -+-  2 («—2)  — (»—1)  = f«_2 

— (n — 2)  -+-  2 (n — 1)  = 

deren  bestimmte  Auflösung  nach  bekannten  Regeln  ausgeführt  werden 
kann,  und  hier  nicht  angeführt  zu  werden  braucht.  Es  kommt  uns 
vielmehr  darauf  an  zu  erfahren,  wie  die  Gewichte  der  Unbekannten 
beschaffen  sind,  die  durch  diese  Auflösung  hervorgehen,  und  zu  diesem 
Zweck  müssen  wir  die  unbestimmte  Auflösung  der  vorstehenden  Glei- 
chungen kennen  lernen,  die  auch  leicht  zu  erhalten  ist. 

Setzt  man  alle  Grössen  rechter  Hand  der  Gleichheitszeichen,  mit 
Ausnahme  von  *„  gleich  Null,  multiplicirt  hierauf  die  vorletzte  Gleichung 
mit  2,  und  addirt  dieses  Product  zur  letzten,  so  ergiebt  sich 
—2  in— 3)  -4-  3 (n— 2)  = 0 

in  welcher  (n — 1)  eliminirt  ist.  Multiplicirt  man  ferner  die  drittletzte 
mit  3,  und  addirt  das  Product  zur  vorstehenden,  so  bekommt  man 
—3  («— 4)  -+■  4 («— 3)  — 0 
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in  welcher  beides  (» — I)  und  (n — 2)  eliminirt  sind.  Die  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  führt  auf 

— (»— 2)  (1)  -+-  («—1)  (2)  = 0 

wo  (n — 2)  und  (» — 1)  die  numerischen  Coefficienten  der  Theilungs- 
fehler  (1)  und  (2)  sind.  Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 
2 (I)  - (2)  = 

giebt 

0)  = ^*. 

und  eben  so  findet  man 

(3)  = etc.  bis 
(n— 2)  = * e„  (»—  1)  ='-  f, 

Da  die  Gleichungen,  von  welchen  wir  ausgegangen  sind,  reciproke 
Gleichungen  sind,  so  muss  die  unbestimmte  Auflösung  derselben  die 
nilmliche  Eigenschaft  besitzen;  wir  können  demzufolge  vermittelst  der 
so  eben  erhaltenen  Ausdrücke  sogleich  die  Gleichung  hinschreiben 

/•\  n — 1 n — 2 n — S 

(\)  = — «,  -+-  - -+-  — - e3  + • ■ • 

+ n *—»  + n *-»  i I 

Setzt  man  nun  e,  = 0.  und  wendet  die  daraus  entspringende  Gleichung 
2 (1)  - (2)  = 0 
auf  die  vorstehende  an,  so  entsteht 


ta\  H — 2 

(*5  = V *> 


j n — 2 

2 —e, 


r\  3 8 I 

+ 2 - tn — 3 ■+■  2 - f„_,  + 2 - e._, 

womit  zugleich  alle  mit  *2  multipiieirten  Glieder  in  den  übrigen  Glei- 
chungen gegeben  sind.  Nachdem  auch  f7  = 0 gesetzt  und  die  daraus 
entstehende  Gleichung 

- (1)  + 2 (2)  ~ (3)  = 0 
auf  die  vorstehenden  angewandt  worden  ist,  so  folgt 

(S)«==^,  + *==**  + 3S=U  + .... 

■+■  3 - rM_j  + 3-  fn — j ■+■  3 — 


welches  Verfahren  inan  beliebig  fortsetzen  kann. 
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5. 

Es  ist  nicht  nothwendig  das  eben  angegebene  Verfahren  hier 
weiter  fortzusetzen,  da  das  Gesetz  des  Fortganges  derjenigen  Coeffi- 
cienten,  auf  deren  Kenntniss  es  hier  allein  ankommt,  sich  durch  die 
vorstehenden  Entwickelungen  deutlich  ausspricht.  Es  sollen  die  Ge- 
wichte der  durch  das  angewandte  Verfahren  bestimmten  Theilungs- 
fehler  erhalten  werden,  und  da  diese  überhaupt,  wenn  mit  (p)  irgend 
einer  der  Theilungsfehler  bezeichnet  wird,  dem  Coefficienlen  von  eF  in 
der  Gleichung  für  (p)  umgekehrt  proportional  sind,  so  geben  die  Ent- 
wickelungen des  vor.  Art.  sogleich  allgemein  das  Gewicht  dieser  Be- 
stimmung von  (p ) 

n 

pl»— r) 

welchen  Ausdruck  ich  schon  in  der  Eingangs  angezogenen  Abhandlung, 
jedoch  ohne  den  Beweis  hinzuzufügen,  gegeben  habe. 

Betrachtet  man  dieses  Gewicht  naher,  so  findet  man,  dass  es  für 
jede  zwei  Theilungsfehler,  welche  solchen  Theilstrichen  angehören,  die 
gleich  weit  von  den  Endpunkten  des  Maassstabes  entfernt  sind , gleiche 
Grösse  hat,  aber  fortwährend  kleiner  wird,  je  mehr  sich  die  Theil- 
striche  der  Mitte  des  Maassstabes  nahem,  wo  dasselbe  Überhaupt  ein 
Minimum  wird. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  der  zu  berichtigende  Maassstab  60 
Intervalle  besitze,  so  ist  das  Gewicht  des  durch  das  vorstehende  Ver- 
fahren bestimmten  Theilungsfehlers  (30)  nur  = wenn  der  Maass- 
slab  120  Intervalle  hat,  so  ist  das  Gewicht  von  (60)  nur  = -j^-u.  s.w. 
Es  giebt  sich  hieraus  zu  erkennen,  dass  das  im  Vorhergehenden  er- 
klärte Verfahren  zu  geringe  Sicherheit  darbietet , um  ausreichend  ge- 
naue Resultate  zu  liefern,  und  dass  die  Messungen  vermehrt  werden 
müssen  um  überall  ausreichende  Sicherheit  zu  erlangen. 

Die  zu  dem  genannten  Zwecke  dienlichen  Verfahrungsarten  sollen 
im  Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 
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Erstes  Verfahren. 

6. 

Die  grösst mögliche  Sicherheit  oder  Genauigkeit  in  den  Resultaten 
erlangt  man , wenn  man  nicht  nur,  w ie  im  Vorhergehenden  angenom- 
men wurde,  die  einzelnen  Intervalle,  sondern  alle  t'.omhinationen  zu  je 
zweien  derselben  mit  einem  Prüfungsintervall  vergleicht.  Zu  dem  Ende 
muss  man  einen  Prüfungsmaassslah  anwenden,  welcher  dem  zu  prüfen- 
den nahe  gleich  ist.  Mit  irgend  einem  bestimmten  Intervall  des  Prü- 
fungsiuaassstabes  müssen  nicht  nur  alle  Inten  alle  des  zu  berichtigenden 
verglichen  werden , sondern  es  müssen  die  Summen  von  2,  3 u.  s.  w. 
bestimmten  Intervallen  des  Prüfungsmaassstabes  mit  allen  entsprechen- 
den Intervallen  dos  zu  berichtigenden  verglichen  werden,  das  heisst, 
es  müssen  die  Unterschiede  derselben  von  dem  betreffenden  Prüfungs- 
inlervall  durch  mikrometrische  .Messungen  ermittelt  werden. 

7. 

Es  erscheint  angemessen  jetzt  einige  der  bisher  angewandten  Be- 
zeichnungen abzuündern.  Statt  der  in  den  Gleichungen  (a)  für  die  Un- 
terschiede der  dort  vorkommenden  Intervalle  mit  dem  Prüfungsinter- 
vall  eingeführlen  Grössen  a„  «j,  etc.  schreiben  wir  jetzt  L0]u,  [l]„ 
|2'o,  etc.  und  für  m soll  geschrieben  werden.  Für  die  gemessenen 
Intervalle,  die  den  Theilstrichen  0 und  2,  I und  3,  2 und  4,  etc.  zukom- 
men, sollen  [0]„  [1]„  [21„  etc.  nebst  m,  gesetzt,  für  die  zu  0 und  3, 
I und  4,  etc.  gehörigen  [0l2,  l 2,  etc.  nebst  ni2  angewandt  werden, 
u.  s.  w. 

Wir  erhalten  hierauf,  nachdem  die  Messungen  aller  Combina- 
tionen  zu  je  zweien  ausgeführt  worden  sind,  statt  der  Gleichungen  (a) 
die  folgenden : 

— (0)  -+-  fl)  -+-  m0  -+-  L01„  = 0 

— (1j  + 2j  -+-  ro0  + fl  ( = 0 

etc.  bis 

— (*» — 2}  ■+•  («— I)  -+-  m0  -+-  [n— 2]0  = 0 

— (» — 1)  -t-  (n)  -+-  m„  -+•  [n — 1]0  = 0 

— (0)~  -+-  (2)  -+-  m,  -+*  [01,  = Ö 

— (I)  -+-  (3)  -+•  m,  -h  [1],  = 0 

etc.  bis 
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— (n — 3)  ■+■  (n— 

1)  -4-  m,  -4-  [»— 3],  = 0 

- (»- 2)  (») 

+ wi|  + n — 2]j  = 0 

— (0)  (3) 

+ f/l*j  + [ Ol  j ===  ö 

-(«)  +(*) 

-4-  int  -4-  1 j = (1 

etc.  bis 

— (« — ii  -+-  (h — 

1 -+-  m2  ■+•  n — 4],  = 0 

— («  — 3')  -4-  (») 

-t-  m , -4-  , h — 3 2 — 0 

etc.  bis 

- (0)  -+-  (n — 

2)  -4-  ■+■  [0  = 0 

-(1)  + (n- 

1)  + + L 1 ■ « - ;i  — 0 

— (2)  -+-  (») 

+ ni„_3  -4-  [2]„_,  = 0 

- (0)  + («- 

1)  -4-  m„_,  -4-  [0]„_2  = 0 

-(■)  + (»)• 

-4-  »«„  2 -+-  1 = 0 

— (0)  -4-  (»: 

■+■  tn„_ , -+-  [0]„_t  = 0 

Die  letzte  Coinbination  habe  ich  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
angesetzt;  ihre  Messung  kann  nichts  nutzen,  und  sie  fällt,  wie  man 
sehen  wird,  von  selbst  aus  den  Formeln  hinaus. 

8. 

Behandelt  man  nun  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  nach  den  Vor- 
schriften der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  und  setzt  dabei  wieder 
das  Gewicht  jeder  Gleichung  = I , so  ergeben  sich  die  folgenden  End- 
gleichungen: 

n (0)  — (1)  — (2)  — — (») 

— m„  — »i,  — mt — — , -4-  {0  j = 0 

— (0)  + »(<)  — («)— — (») 

— m,  — m2  — »»,  — — m„_j  -4-  {1 } = 0 

— .0  — 1}  + n 2)_(3)  — — (n) 

— f/i2  — m}  — — m._ 3 -*-  {2}  = 0 

etc.  bis 

— (0)  — (1 ) — (2:  — + #(«—  2)—  (»— 1)  — (n) 

-f-  in j + + + + {»—2}  = 0 

— (0)  — 0)  — (2)  — — ln—  2;  H-n  (»—  1 ) — (n) 

-+■  111  \ Hh  "+" -f-  ■+•  {w  — 1 } = 0 

— (0)  — (1 ) — (2)— — («— 2)— (n— 1 j + n(n) 

-4-  m„  -h  m,  -h  m2  + -4-  m„  ■+■  ,{n)  = 0 
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— (0)  -t-  (»)  -+-  «m0  -4-  joj'  = 0 

— (0)  — (1)  -+•  (n—  I)  -4-  (»)  -4-  (» — 1 ) m,  { 1 {'  = 0 

— (0) — (1) — (2)  -I-  [» — 2)  -+-  (»— 1)  ■+■  (n)  -+-  (n — 2 )m2  -4-  j2j'  = 0 

etc.  bis 

— ,0)  — i'l)  — (2)  -t-  (n — 2 -4-  (* — 1)  -4-  (»)  -4-  3m„_,  ■+■  |n — 3|'  = 0 

— (0  — (t)  -4-  n—\)  -+-  (n)  ■+■  2m,_,  -t-  |n— 2j’  = 0 

— (0)  -I-  (»)  -+■  m.  -i-  |»—  I ' = 0 

deren  Anzahl  der  der  Unbekannten  gleich  ist,  und  worin  die  völlig  be- 
kannten Glieder  die  folgende.  Zusammensetzung  haben: 

{0j  = — [0]u— [01,—  0 a— — [0]«-»— [0],_| 

1 I J = [0]o — [ I ,(| — [£]| — I I 2 — [I  ]*_»  1.1  ]«-* 

1*1  = [<].-[2].  + [0]i— [2], — [2jj — . . — [2 ]„_« — [2]„_j 

etc.  bis 

|»— 2|  = [»— 3],— [n— 2],4-[b— 4],— [«— 2],  + [n— 5],-l-...-i-[0]._> 

Jn — 1|  = [» — 2]0 — n — 110-4-[n — 3 , + [« — £]i+ -t-[0]._j 

jn[  = n — 1]o+!» — 21,-4-[n — 3,-4- 


|0j'  = 0Jo  -4-  [1]„  -f-  [2],  -4- -4-  in— I o 

M!'  =J)ji  + 1 I + 2]i  + ■+■  ln_ 2]i 

|2;  = L0],  -4-  [1  j,  -4-  [2],  -4- -4-  [»— 3], 

» « ./A 


etc.  bis 

|n — 3}  = [0:„_j  -4-  [1  ]* — 3 -+■  [2],_j 

1”  = [0]_,  + [1  „_j 

Jn-Ij'  = [0]_t  „ 

Es  kann  bemerkt  werden,  dass 

(<*)  j0|  -4-  }1|  + |2|  + "4-  |«l  = 0 

sowie 

(fc)»(i0|— |n|)  + (n—2)(|i;  — }n— <})+(»— 4}(j2j  — |n—2i) -4-. . . 
-4-  2(j0j'-4-  «jn— 1 D ■+■  2(2J  1 \'+  >—  I) jn— 2j') 

-4-2(3J2|' -t- (» — 2)|n— 3|')-4-  . . . = 0 

sind. 

Die  vorstehenden  Endgleichungen  lassen  sich  ohne  Schwierig- 
keit vollständig  aullösen , und  fuhren  auf  sehr  einfache  Resultate. 

9. 


Die  erhaltenen  Endgleichungen  können  durch  die  Einführung 
der  Summen  und  der  Unterschiede  der  gleich  weit  von  den  Enden 
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des  zu  berichtigenden  Maassstabes  liegenden  Theilungsfehler  in  zwei 
völlig  von  einander  unabhängige  Systeme  von  Gleichungen  zerlegt  wer- 
den. Seien 

(*»0)  = (0)  + («) 

OM)  = (1)  + (»—1) 

(*,2)  = (2)  + (n — 2) 

etc.  bis 

(*,p— I)  = (p— 1)  + (p+1) 

(«»/>)  = 2(P) 

wenn  n eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

(m — 0 = (9 — '•)  +(q+ 2) 

(m)  = (9)  0 

wenn  » eine  ungerade  Zahl  ist,  und  man  in  jenem  Falle  zur  Abkürzung 


sowie  in  diesem 

I» 1 

9=  — 

setzt,  folglich  immer  p und  q ganze  Zahlen  sind.  Führt  man  diese 
Grössen  in  die  erste  Abtheilung  der  Endgleichungen  des  vor.  Art.  ein, 
und  setzt  zur  Abkürzung 

S0  = jOj  •+•  Jnj 

= {*)  + t«-M 

Sj  = j2|  + jn— 2j 
etc.  bis 

sr-i  = Ip— ! 

s,  =*W 

wenn  n eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

s»-i  = \q—  •)+{9+2i 

s,  = (9i  -+-|9+1| 

wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist,  so  gehen  sie  Uber  in 

(»—  I ) (*,0) — 8(M)—  2(*,2)  — — (*,p)  -t-  S0  = 0 

— 2 (*,0}+(»-i  )(*,!)—  *(«,*)  — — (*,f)  ■+■  S,  = (I 

— 2(*,0)  — 2(*,1)H-(«— 1)(*,2)—  . . . . — (s,p)  + Sj  = 0 
etc.  bis 

— 2(*,0;—  2(s,1)  — ....  +(» — !)(«,/) — I)  — (*, p)  ■+■  S,_t  = 0 

— (*,0)  — (*,<;—  — [*#— 4 Sr  =° 
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wenn  « eine  grade  Zahl  ist,  und 

{»— 1)(*,0) — 2(*,1) — 2(*,2) — — 2 ’»,q)  + S0  = 0 

— 2 (*,0  -+-  (n — 1)  (*,l; — 2(»,2'  — ...  — 2 (s,q)  4-  S,  = 0 

—2  >,0)  — 2 *,1)  ■+-  («—  I)  (*,2)  — ...  — 2 (n,q)  4-  S2  = 0 

etc.  bis 

— 2>,0) — 2 1 — . . . 4-  «—!)(«, </ — I — i[s,q)  4-  S,_,  = 0 

—2  *,0 — 2 («, I ) — . . . — 2 (s,q — n—\'[s,q)  4-  S,  = 0 

wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist. 

Diese  Gleichungen  bilden  für  sich  ein  abgeschlossenes  System,  da 
alle  m daraus  verschwunden  sind,  aber  sie  sind  nicht  von  einander 
unabhiingig.  Denn  addirt  uian  sie , so  verschwinden,  sowohl  wenn  n 
grade,  als  wenn  n ungrade  ist,  alle  Unbekannten,  und  zufolge  der  Be- 
dingungsgleichung V,  des  Art.  8 wird  auch  die  Summe  der  völlig 
bekannten  Glieder  gleich  Null.  Es  ist  also  von  diesen  Gleichungen  jede 
in  den  übrigen  enthalten , und  man  darf  daher  irgend  einer  der  Unbe- 
kannten einen  beliebigen  Werth  beilegen.  Am  besten  eignet  sich  dazu 
(*,0),  und  man  kann  in  vielen  Füllen  (*,0)  = 0 setzen.  Der  All- 
gemeinheit wegen  soll  im  folgenden  Art.  indess  keiner  der  Unbe- 
kannten ein  bestimmter  Werth  beigelegt  werden. 


10. 

Ziehen  wir  die  erste  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  nach 
um)  nach  von  allen  übrigen  ab,  so  ergeben  sich  sogleich 
u 4-  I | syl  —(*.0  j 4-  S,  — Sa  = 0 
(«  4-  !){(*, 2)  — (*,0  } 4-  Sj  — = ft 

etc. 

womit  unsere  Gleichungen  schon  vollständig  aufgelöst  sind.  Es  werden 
vollständig 

i*,1)=  M)  4-^f 

M)-  m: 

M)  = (*»0)  + ^ 

etc.  bis 
, = >,«)  4- 
,.p)  = >,0)  4-  ^ 
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welche  für  den  Fall,  dass  « grade  ist,  ausdrücklich  hingeschrieben 
sind,  aber  auch  dem  Falle,  dass  n ungrade  ist,  angehören,  wenn  darin 
7 statt  p geschrieben  wird. 

In  jedem  speciellen  Falle,  in  welchem  diese  Gleichungen  zur  An- 
wendung kommen,  muss  der  der  Sachlage  entsprechende,  numerische 
Werth  von  s,0)  darin  substiluirt  werden,  Für  welchen  stets,  wenn  die- 
sem Nichts  entgegen  steht,  die  Null  zu  wühlen  ist. 

Man  kann  ausserdem  bemerken,  dass  die  vorstehende  Auflösung 
unserer  Gleichungen  von  der  unbestimmbaren  Grösse  0 „_,  unab- 
hängig, folglich  bestimmt  ist,  denn  zufolge  der  Ausdrücke  des  Art.  8 
kommt  diese  Grösse  nur  in  JOj  und  jnj  vor,  und  verschwindet  in  der 
Summe  derselben,  die  oben  mit  S„  bezeichnet  wurde. 


11. 

Gehen  wir  jetzt  von  den  Summen  zu  den  ähnlichen  Unterschieden 
der  Theilungsfehlcr  Uber,  und  setzen 

(</,0  = (0)-  (») 

(</,1)  = (1) — (n — 1) 
d,  2)  = (2)  — (n — 2) 
etc.  bis 

(d,p— 2)  = \]> — 2) — {p  -+-  2) 
d,p — I ) = p — I ) — p- 1-1) 
oder  bis 

I)  = (7—1)—  7 + 2) 

[d,q)  = (7)  — '/ -Hl) 

je  nachdem  n grade  oder  ungrade  ist.  Man  kann  bemerken,  dass 
(i/,p)  = 0 wird.  Sei  überdies 

h — »h  ■+■  »*„_i 
/,  = m,  -+-  m„_2 
L = m2  -+-  1»  „_j 
etc.  bis 

lr  j = "I,, -1  + «*,+1 

l,-i  = »ip-i  + in,, 
und  bez.  bis 
l,-i  = '»,-1  + '«,+1 
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A = |0j  — Jn),  A'o  = jOj’+»ijn— 1 j' 

A = A,  = 2|1  j'+(n— 1)  j» — 2|' 

A = J2!  — j«— 2j,  A'j  = 3j2}'+  (n — 2)  jn — 3|' 

elc.  bis 

1),1  = !p— 2j— {;>-h2|,  A;_j  = (p— 4)|p— 2|'+(p+2)!p-»-ir 
A-«  = jp— 1|— jp+1|,  A’,_,  = p|p— 1 j’-»-(p-M)ipj' 

und  bez.  bis  • 

A-t  = {»—  M — !?+*!»  A-i  = ?!?—  <l'-4-(?+2)|g+1}' 

a = ivi  — a = 2(?+<)t?r 

dann  kann  man  die  Kndgleichungen  des  Art.  8 in  die  folgenden  ver- 
wandeln, 

(n-t-1)(cf,0)-2/„-2/l-2fJ- -2/,_,  +fl,=  0 

(«+1)(rf,l)  —2/, — 2^ — ....  — + /J,  = 0 

(»i  + 1)(d,2)  -2/,- — 2/p_,  + D,  = 0 

etc.  bis 


(w+1)(</,p— 2) 

— 2/,j-2 — 2/, — | + A-j  — ^ 

(j»+1)(d,p — 1) 

— 2/,_,  + A-i  = o 

und  bez.  bis 

(»+  ')(<*,?—•) 

—2  + A-i  = 0 

(n+  1 ) (d,q) 

— /,  + A = o 

-(n-M  ](d.O)  + «/„  -+-  A„  = 0 

— (n-4-1)}  (f/,0)  -k  r«/,  1 ) { 2(n — 1}/,  + A,  = 0 

M+l)}(d,0]+  </,1  + f/,2)  j -+-  3(w— 2j/j  + Ä2  = 0 

etc.  bis 

— d,0 ) + ((/,!)  +...+  (/, p — 2)  J + (p — 1 ) (p+2)/,_i  + = 0 

— (n+1)|  d,0)  + («/, !)+...  + (,/, p— 1)|  + p(p+1)/,_,  + Ar,_,  =0 

und  bez.  bis 

— (n+l  |((/,0)  + (</,1)+.  ■ + !(/, </— 1)|  + 9(9+2)/,_,  + A',_,  = 0 

— (»i+1)  j (d,0i +(d,1 ) + . . . + d,<j)j  + (9+ 1 )*/f  + Af  = l) 

wozu  bemerkt  werden  muss,  dass  wenn  ti  eine  ungrade  Zahl  ist,  allent- 
halben q statt  p,  und  im  ersten  Abschnitte  überdies  /,  statt  2/,-i 
gesetzt  werden  muss. 

Diese  Gleichungen  bilden  nicht  minder  als  diejenigen  für  die  (tjt) 
ein  für  sich  bestehendes  System,  in  welchem  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen der  der  Unbekannten  gleich  ist.  Auch  diese  Gleichungen  können 
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in  Bezug  auf  alle  Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  vollständig  auf- 
gelöst werden,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

12. 

Auch  in  dem  im  vor.  Art.  erhaltenen  zweiten  System  von  End- 
gleichungen ist  jede  in  den  übrigen  enthalten,  wie  auf  folgende  Weise 
gezeigt  werden  kann. 

Wenn  « eine  grade  Zahl  ist,  multiplicire  man  die  Gleichungen  der 
ersten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

n,  n — 2,  n — 4,  ....  4,  2 

und  addire  die  Producte,  wodurch  die  folgende  Gleichung  entsteht, 

(«-M)j«(d,0)  + (»— *)(iM)+  . . . -+-  4(rf,p— 2)+2(d,p-4)| 

— 2n/„— 4(« — I)/,—  ....  —2(p— l)(p-4-2)i,_j— 2p(p-4-1)/,^, 
-4-wß o + (fl — 2)/),  +....  + + 2öp.|  = 0 

Die  Summe  der  Gleichungen  der  zweiten  Abtheilung  ist  aber 

- |»(i/,0)  (« — 2) (d,1)  -i- 4(d,p-2)  -+-2(d,p-l)J 

^ - nl  + 2(n — 1 )/,  + . . . + (p — I ) -l-  p(p+4)/f_, 

+ Ä,  + A'i  + . . . . + + Af_i  = 0 

Verdoppelt  man  diese  und  addirt  sie  darauf  zur  vorhergehenden,  so 
verschwinden  nicht  nur  alle  Unbekannten,  sondern  auch  die  Summe 
der  völlig  bekannten  Glieder  wird  vermöge  der  Bedingungsgleichung 
(b)  des  Art.  8,  welche  sieh  nach  Einführung  der  D und  K wie  folgt 
stellen  lässt, 

nO0  -+-  (n— i)Dt  + ....  -t-  bDr -4-  2 

-4-  2 A'0  + 2Ä,  +....  + + 2A)>_1  = 0 

gleich  Null;  wir  sind  daher  auf  eine  identische  Gleichung  hingeführt 
worden. 

Wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist,  multiplicire  man  die  Gleichungen 
der  ersten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

»,  w — 2 , w — 4 , 3,  1 

und  addire  wieder  die  Producte,  wodurch  die  Gleichung 

(*»-M) j«(d,0)  -4-(w— 2) (</,1)  -4-  ...  -4-  3(rf,</ — 1 ) -*-{d,q)\ 

— 2ni0  — 4 (n  — 1)1,  — . . . — 2g(<j-»-2)i,_I — (9*M)j  l, 

-Hfl D„  + (n — 2jD|  -l-  ...  -t-  3 D,_i  + ö,  = 0 
entsteht.  Die  doppelte  Summe  der  Gleichungen  der  zweiten  Abthei- 
lung, weniger  der  letzten  derselben,  giebt  aber 
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— »-H)|*(</,0)  ■+•(« — 2)  ((/,!)  ...  -+■  3 //.</ — 1 } (d,q)  J 

-4-2m/0  ■+•  i(n — I ) /|  + . . . + if) '//+2)/f_i  -+-  (</ 1 ) a 
-t-2ha  -f-  2A,  + . . . + 2Äy  | + A(  = ft 
In  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  verschwinden  nicht  nur 
wieder  alle  Unbekannten , sondern  auch  die  Summe  aller  völlig  be- 
kannten Glieder  ist  wieder  gleich  Null.  Denn  die  Bedinguugsglei- 
chung  ’b)  des  Art.  8 hisst  sich,  wenn  n ungrade  ist,  unter  der  fol- 
genden Form  aufstellen, 

«fl«  + (n — 2)D,  + ...•+•  •(/),_,  + /!, 

+2A|  + 2A|  + . . . + iA(.|  + A,  = ll 
woraus  sogleich  die  Identität  der  jetzt  erhaltenen  Gleichung  hervorgellt. 

Man  kann  daher  wieder  irgend  einer  der  Unbekannten,  wozu 
sich  am  besten  (</, 0)  eignet,  einen  willkührlichen  Werth  beilegen, 
und  in  vielen  Füllen  </, 0)  = ft  setzen.  In  Verbindung  mit  der  olien 
erhaltenen  Bestimmung  (*,0)  = (I  folgt  hieraus,  dass  die  Tlieilungs- 
feliler 

(0)  = 0,  («)  = ft 

werden,  auf  welche  Gleichungen  wir  schon  in  den  »Vorbereitenden 
Entwickelungen«  gekommen  sind.  Wir  werden  jetzt  auf  dieselben 
Gleichungen  hiiigeftlhrt,  obgleich  die  Anzahl  der  ursprünglichen  Glei- 
chungen grftsser  ist,  als  die  der  Unbekannten,  was  in  den  vor- 
bereitenden Entwickelungen  nicht  der  Fall  war. 

l)a  jedoch  die  Gleichung  (<i,0)  = ft  nicht  immer  statthaft  ist. 
sondern  Falle  Vorkommen  können,  in  denen  der  Grösse  i/.ft)  irgend 
ein  anderer,  bestimmter  Werth  beigelegt  werden  muss,  «o  soll  im 
Folgenden  nicht  nur  (*,ft),  sondern  auch  ((/,())  unbestimmt  gelassen 
werden.  Spüler  werden  wir  auf  diesen  Umstand  zurUckkommen. 


13. 

Die  Endglcichungen  des  Art.  I I können  auch  vollständig  auf- 
gelöst werden.  Selzen  wir 

L„  = il„  ■+■  2/,  + + . . . + 2 tf_„  und  l»ez.  -+-  /, 

Ly  sb  ily  -+■  2/j  ■+■  ilf  , , mul  bez.  -I-  /, 

L2  = 24,  -+■  . . ■+■  ilp und  Itez.  -+-  /y 

eie.  bis 

l'p-l  = + Up-! 

Lp- 1 = Mf-t 
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und  bez.  bis 

so  geben  die  genannten  Gleichungen  ohne  Ausnahme  die  allgemeine 
Gleichung 

(n -4- !)(</,*)  - L„  -+■  Dk  = 0 (D)  ' 

Aus  dem  Art.  1 1 erhalten  wir  ferner  allgemein 

— /, 

und  aus  den  Gleichungen  des  Art.  8 ergiebt  sich  sogleich 

(h — k)mk — (*-4-1  -4-  j*j'  — j« — * — I }'  = 0 

woraus  man  durch  Elimination 

= (*-4-1)/,  — j*|'  -4-  {« — *— 4|'  1 , 

(n-4-1  = («—*;/»  -4-  ( *}'  — |» — * — 1 J'  f ' ' ' ^ 

zieht.  Aus  den  Werthen  der  L ergeben  sich  aber 


2/0 

= L0- 

— Lk  — 

L , 

2/j 

= l2- 

l3 

etc.  bis 

«V 

-1  — kp 

2 

= K 

-1 

und  bez. 

. bis 

= K 

-1 

l. 

= K 

womit  man  /,  aus  den  Gleichungen  (m)  eliminiren,  und  folglich  auch 
die  m0,  m„  etc.  in  Function  der  Lt  ausdrücken  kann.  Unsere  Anflt»- 
sung  erfordert  also  jetzt  nur  noch , dass  die  Lk  durch  bekannte 
Grossen  ausgedruckt  werden. 

14. 

In  Hinblick  auf  die  Fälle,  in  welchen  man  (d, 0}  nicht  der  Null 
gloichselzen  darf,  soll  hier  (if,0)  unbestimmt  gelassen  werden,  gleich- 
wie oben  in  Bezug  auf  (*,0)  geschehen  ist.  Da  aber  hier  die  Ent- 
wickelungen sich  anders  gestalten  wie  oben,  so  muss  ein  verändertes 
Verfahren  eingehalten  werden.  Seien 

37* 
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/)„  = D0  + (n-4- 1 7,0 
K „ = A0  — (n-4-1;  <1,0 
A , = A,  — n-t-1)  (7,0) 
h\  = Ä,  - (n-4-1)  {d,0) 

OtC. 

durch  deren  Substitution  .ins  allen  Rndgleiclmngen  des  Art.  1 1 ‘<1,0 
Uusserlich  verschwindet.  Die  erste  derselben  giebt  nun 

L„  = D„ 

wodurch  L„  gegeben  ist,  da  dem  in  //„  enthaltenen  (7,0)  in  den 
Anwendungen  jedenfalls  ein  bestimmter  Werth  beigelegl  werden 
muss.  Dieselbe  erste  Gleichung  giebt  aber  auch 

il0  — L,  + D\  = 0 

und  die  erste  Gleichung  der  zweiten  Abtheihing  wird 

n/„  -4-  A „ = 0 

woraus  man 

i'i  = !>■„  + } a’„ 

erhiilt , und  folglich  /,,  auch  durch  Imkannte  Grössen  ausgedrilckl 
wird.  Die  zweiten  Gleichungen  einer  jeden  Abtheihing  der  in  Keile 
stehenden  Rndgleicluingen  des  Art.  I I sind  nun 

(n+l  <1, 1 — /,,  -f-  I),  = 0 

— (n  ■+■  1 <1, 1 + 2 ii  — 17,  -4-  A , = tl 
aus  deren  Verbindung  mit 

l.t  — L,  ■+■  tl , = 0 

die  Gleichung 

tn  — ~ jAv,  1),  — L,{ 

hervorgeht.  Zur  Bestimmung  von  L,  geben  die  ferneren  Rndglei- 
clmngen  des  Art.  I I zuniiehst 

(n-4-1  )j  <1, 1)  -4-  (7,2)  J + D-2  -4-  Di — /..j — /,,  = 0 
— ii-4-l  | </,)  -4-  7,2  J -4-  .‘t  u — 2 I j ■+•  A j =0 
aus  welchen  man  mit  Zuziehung  von 

— Li  -4-  2/,  = 0 

sehr  leicht 

= /,,  -4-  {Aj  -4-  /t,  + D,  — L2  — /,,! 

erhiilt.  Diese  Rntwickelungen  kann  man  fortsetzen  so  weit  man  will, 
allein  ihre  Fortsetzung  ist  nicht  nüthig,  da  aus  den  schon  erhaltenen 
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Ausdrücken  das  Gesetz,  nach  welchem  sie  fortschreiten,  deutlich  er- 
kennbar ist.  Stellen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  zur  Berechnung  aller  (d,k)  zuerst 
/,,  = D\  + A'„ 

'»='o  + 

Ll  = f‘l  + ! h'l  -+-  I) j -+■  />, Lj L,| 

A|  = Lj  -+-  ]A",  -f-  D3  + Ä,  -+-  Lj— L,  j 

etc. 


zu  berechnen  sind, 
(/))  des  vor.  Art., 


worauf  man  ohne  Ausnahme,  durch  die  Gleichung 


i.l  L\  U—Dk 

'■"'*1  — n + l 


erhalt.  Durch  die  Einführung  der  L in  die  Gleichungen  (»»)  des 
vor.  Art.  bekommt  man  ferner 


m,  = 


i = 


}(t+l}(U  -Lt+|)  -(*('  + {»-*-!)’ 

n + I 

4(ii — k)iU  — Lt+t)  + )*!’  — f» — fc- — I }' 
n + I 


womit  die  Endgleichungen  des  Art.  I I vollständig  aufgelöst  sind. 
Nachdem  man  die  (n,k)  und  die  (d,kj  erhalten  hat,  ergeben  sich  die 
Theilungsfehler  selbst  durch  die  Gleichungen 

(*)  = i )(*«*)  + («**)! 

«-*)  = ; - m 

welche  auch  ohne  Ausnahmen  statt  finden. 


15. 

Zur  vorstehenden  Auflösung  ist  die  Bemerkung  zu  machen, 
dass  die  an  sich  unbestimmbare  Grösse  [0',-t  nur  in  i«„_ , vorkommt. 
Durch  die  vorhergehenden  Ausdrücke  wird  man  erkennen,  dass  diese 
Grösse  hier  nur  in  //„,  A"0,  J« — lj'  auflritt,  und  dass  man  mit 
blosser  Rücksichtnahme  darauf 

//„=  — 2 , A"„  = «[()]„_,,  J« — lj'  = [0l._, 
erhalt.  Nun  kommen  aber  in  den  obigen  Gleichungen  fltr  die  (djt) 
/>„  und  A"„  nur  in  der  Function  L,  oder  - A'0  vor,  und  in  dieser 
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verschwindet  den  vorstehenden  Gleichungen  zufolge  [0]»_,,  folglich 
werden  alle  { d,k ) von  [0]„_,  unabhängig. 

Von  den  Übrigen  Unbekannten  ist  vor  Allem  m„  zu  betrachten, 
woftlr  aus  dem  vor.  Art.,  wenn  in  der  betreffenden  Gleichung  k — fl 
gesetzt  wird, 

- i r0-)o}'  + {»— 


hervorgeht.  Aber  vermöge  der  obigen  Gleichungen  verschwindet 
auch  hier  [0]„_i,  und  m(,  ist  folglich  auch  unabhängig  von  |0]._,. 
Dasselbe  findet,  wie  sich  leicht  ergieht,  auch  ftlr  m,,  m2,  etc.  bis 
auf  m„  , statt,  fltr  welche  Grösse,  wenn  in  der  Gleichung  des  vor. 
Art.  für  m„_t_ , der  Index  k = 0 gesetzt  wird,  man 


oder,  nach  der  Elimination  von  A"„, 

= — }« — * { -+■  ifl, 0) 


erhält.  Hier  verschwindet  [0]^_,  nicht,  und  zwar  ist  es  der  einzige 
Fall,  wo  diess  stattfindet.  Die  Grösse  bleibt  also  unbestimmt, 
aber  dieser  Umstand  hat  auf  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  nicht 
den  geringsten  Einfluss;  man  kann  [0iB  , annehmen  wie  man  will, 
ohne  dass  irgend  eine  der  Unbekannten,  m„_,  ausgenommen,  dadurch 
geändert  wird.  Am  zweckmässigslen  setzt  man  entweder 

[0].  , = 0 

wodurch 

m„.  , =s  Kd,0) 

oder 

[0  i = \d,0) 

wodurch 


m„  , = (t 

wird,  ohne  dass  daraus  weitere  Folgen  in  Bezug  auf  die  übrigen 
Unbekannten  entstehen. 


16. 

Es  darf  nicht  unbemerkt  gelassen  werden,  dass  nachdem  die  d.k 
bestimmt  worden  sind,  sich  für  die  m andere  einfache  Ausdrücke 
darbieten,  welche  sich  ohne  Weiteres  aus  der  zweiten  Ahlheilung 
der  Gleichungen  des  Art.  8 ergeben.  Diese  Ausdrücke  sind 
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«.  = - ”|!°r - (rf.o)j 

{IM'  - (40)  - (41)  j 

»h  = - „a*  |i*r  - (40)  - ui)  - (d, 2)| 

elc.  bis 

= — P'H  JiJ» — If—  (4«  — 41)  — 

oil.er  bez.  bis 

= ~ fl-,  jtvi" — (40)—  (d,i;  — —(4^| 

ferner,  in  umgekehrter  Ordnung 

{}« — 1 {'  — 40)} 

j = — g j)w — 2{'  — (40)  — (d,1){ 

/«„  3 = — ' j!«-3|'  — (40)  — (41)  — (42; j 

etc.  bis 

= — p j !/'!'  — (40)  — (41)— — :4p—  I ) { 

oder  bez.  bis 

/»,+,  =—  l J|«/-Hj'— (40)— (40— •••— (4g— i)j 

Wie  man  sieht,  ist  die  obige  Gleichung  für  dieselbe,  auf  welche 
wir  im  vor.  Art.  gekommen  sind,  zugleich  sieht  man  hier  unmittel- 
bar, dass  alle  übrigen  m von  (0  ,,_i  unabhängig  sind. 

17. 

Aus  dem  Art.  10  giebt  sich  unmittelbar  die  Wirkung  der  Summe 
(*.0  auf  die  Thcilungsfchlcr  zu  erkennen:  man  sieht,  dass  («,0)  alle 
Theilungsfehler  um  eine  beständige  Grösse  ändert,  folglich  keine 
andere  Wirkung  ausübl,  als  den  Anfangspunkt  der  berichtigten  Thei- 
lung  zu  verschieben.  Anders  verhält  sich  diess  in  Bezug  auf  den 
Unterschied  40),  dessen  Wirkung  nicht  ohne  Weiteres  erkennbar  ist, 
da  diese  Grösse  in  die  Analyse  hinein  geflochten  vv  orden  ist.  Man 
■kann  indess  die  Wirkung,  welche  (40)  sowohl  auf  die  Theilungs- 
fehler wie  auf  die  verschiedenen  m ausllbt,  leicht  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  die  im  Art.  13  eingeführten  Functionen  L0, etc. 
für  den  Fall,  dass  (40)  = 0 gesetzt  worden  ist,  mit  Aw  At.  etc., 
so  entstehen  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


ÖiS 


P.  A.  Hasses. 


[** 

sU  = />„ 

y/i  = ö«  + ~ A« 

y/i  = y/,  -4-  jA’t  ■+■  ß,  — -^ij 

yA  = y^2  + |Aj  + ®i  + ®i  — -A 

etc. 

Zieht  man  diese  von  den  Gleichungen  ftlr  A„,  A„  Aj.  etc.  des  Art.  1 1 
ab.  so  erhält  man 
A0 — y/0  — f ^ (i 

A, — y/|  = «. — «„  + - JA'0— A„j 

Aj — y/2  — A, — y/|  + J/T,  — A,  A, — 

A j — y/j  = A2 — ./j  + a n_jj-  } A 2 — A3  (Aj  .-/ji  ( A,  _/,)j 

etc. 

woraus  vermittelst  einer  einfachen  Elimination 
Lu  = si„  -t-  (n-4-1)  (rf,0) 

A|  = y/(  + (n-t-l  (rf,0) 

Aj  = +■  ~ [ä+  I ,(rf,0) 

A;,  = y/;|  -t-  "n*  («-H)(d,0) 
etc. 

also  allgemein 

A»  = y/,  + ~~  (»-H)(«A0) 

folgt.  Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  die  Aenderungen,  welche 
(d,0)  in  den  Theilungsfehlern  hervorbringt,  einer  arithmetischen  Pro- 
gression folgen,  deren  Gliedern  der  Unterschied 

(d,0) 

fl 

zukommt.  Um  der  Gesammtwirkung,  welche  (#,0)  und  (<i,0;  auf 
die  Theilungsfehler  ausuben,  einen  Ausdruck  zu  verleihen,  soll  diese 
Wirkung,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Zuwachs,  welchen  die 
Theilungsfehler  und  die  damit  verwandten  Grössen  erhalten,  durch 
ein  der  betreffenden  Grösse  vorgesetztes  d bezeichnet  werden.  Wir 
bekommen  daher  zunächst  aus  dem  Vorhergehenden 
ä{s,k)  = (*,0) 

<>(*,*)  = *=**  (d,0) 
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woraus  sich,  wenn  wir  zu  den  Theilungsfehlern  selbst  übergehen, 
die  Ausdrücke 

d{k)  = ; (s,0)  ■+•  V"  (d, 0) 

A(n-k)  = (*,0)  - ^ (d,0) 

ergeben,  welche  in 

m = ==*  (o)  + k~  (.) . . ,4 

zusanunengefasst  werden  können.  Es  folgt  weiter 

d(k+\)-m  = - ’ j(o)  - (»){ 

woraus  man  erkennen  kann,  dass  jedes  in  der  Voraussetzung^^ 
(0)  = 0 und  (»)  = 0 berichtigte  Intervall  des  Maassstabes,  dadurch 
dass  diesen  Grössen  andere  Werthe  beigelegt  werden,  um  die  Grösse 
verkleinert  wird,  (*,0)  hingegen  keine  Wirkung  auf  die  Inter- 
valle ausübt. 

Dieses  Resultat  lasst  sich  leicht  erklären.  Wenn  (d.0)  = 0 ist, 
so  bleibt  durch  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  ganze  Lange 
desselben  unverändert;  bezeichnen  wir  diese  mit  X , so  muss  nach 
der  Anbringung  der  erhaltenen  Theilungsfehler  jedes  Intervall  des 
Maassstabes 

j. 

n 

werden.  Wenn  aber  (<f, 0)  von  der  Null  verschieden  ist,  so  wird 
durch  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  Lange  desselben  verän- 
dert, und  geht  in  A — {</,<!)  über.  Folglich  muss  in  diesem  Falle 
nach  der  Anbringung  der  Theilungsfehler  jedes  Intervall  den  Werth 

_ Jt-ta.o) 

n 

annehmen,  also  um  die  Grösse  ---  verkleinert  werden,  was  mit 

n 

dem  durch  die  obige  Analyse  erhaltenen  Resultat  übereinsliinml , da 
dasselbe  auf  die  nämliche  Verkleinerung  der  Intervalle  hingeführt  hat. 

18. 

Es  ist  nun  leicht  auch  die  Aenderungen  zu  ermitteln,  welche 
(d,0)  in  den  Werlhen  der  verschiedenen  m hervorbringt.  Durch 
Anwendung  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrucks  für  6{d,k)  auf  die 
Gleichungen  des  Art.  16  erhält  man  ohne  Milhe 


Digitized  byjGoogle 


SSO 


I'.  A.  Ha\»e>, 


[26 


*"•  = T 

:rf,0 

Am,  = — 

1 tt 

(,/.0) 

dm  j = 1 

t/,0 

el<*. 

Ins 

Y -'•«) 

j = 

Y ’M 

= 

t/,0 

Auch  dieses  Resultat  ist  leicht  zu  erklären,  und  rührt  davon  her, 
dass  sich  jetzt  die  m auf  andere  Werlhe  der  berichtigten  Intervalle 
beziehen,  als  in  dem  Kalle,  wo  (t/,0)  = 0 ist. 

Wir  können  aus  dem  Vorhergehenden  noch  ein  merkwürdiges 
Resultat  ziehen,  (»eben  wir  zu  «len  Functionen  der  Unbekannten 
Uber,  welche  in  den  ursprünglichen  Gleichungen  des  Art.  7 vor- 
kommen,  so  geben  die  Entwickelungen  dieses  und  des  vor.  Art. 
sogleich  zu  erkennen,  dass  die  folgenden  Gleichungen  stattlinden, 

— ü k -fr*  d k + 1 + (h/i  0 — ■ 0 

— Ak  -f - A[k-+-i  ■+■  Am,  = 0 

— d k + d k + ii , + — 0 

etc. 

woraus  man  den  Schluss  ziehen  kann,  dass  die  Summe  der  U>ua' 
drate  der  übrig  bleibenden  Fehler  von  (t/,0)  unabhängig  ist;  wir 
worden  jedoch  von  diesem  Satze  weiter  unten  einen  direcletf  Beweis 
liefern,  weshalb  wir  uns  hier  dabei  nicht  langer  aufhallen  wollen. 

19. 

Die  eben  ausgefUhrten  Entwickelungen  geben  ausserdem  zu 
erkennen,  dass  man  in  allen  Anwendungen,  welche  Ubcrhnu|rt  von 
dein  in  Rede  stehenden  Verfahren  gemacht  werden  können,  die  Be- 
rechnung in  der  Annahme,  dass  (*,0)  = 0 und  t/,0)  = 0 seien, 
ausfilhren  kann.  Sind  diese  Annahmen  in  dem  betreffenden  Falle 
zulässig,  so  erhalt  man  sogleich  die  Endresultate;  sind  aber  die  spe- 
cicllen  Umstande  so  beschallen,  dass  den  (*,()}  und  (t/,0  , oder  einer 
derselben,  Werlhe  beigelegt  werden  müssen,  welche  von  der  Null 
verschieden  sind,  so  sind  die  auf  die  genannte  Weise  erhaltenen 
Werlhe  der  Theilungsfohlcr  und  der  Prüfungsintervalle  durch  die 


r 'V 
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Gleichungen  (k)  und  (*»)  der  beiden  vorhergehenden  Artikel  auf  ihre 
wahren  Wcrthc  hinzufuhren. 

Man  kann  weiter  gehen.  Es  können  Falle  Vorkommen,  in  wel- 
chen nicht  die  Theilungsfehler  der  beiden  Kndstriche  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes,  sondern  die  Fehler  irgend  zweier  anderen  Theil- 
slriche  desselben  gegebene  Grössen  sind;  auch  dieser  Fall  kann 
durch  einen  kleinen  Zusatz  zu  den  vorhergehenden  Entwickelungen 
auf  sehr  einfache  Art  berücksichtigt  werden. 

Seien  die  Indices  der  Theilstriche,  deren  Fehler  im  Voraus  ge- 
geben sein  sollen,  e und  e , und  die  gegebenen  Theilungsfehler  selbst 
(c)  und  (e).  Werden  ferner  die  Fehler  derselben  beiden  Theilstriche, 
welche  inan  in  der  Voraussetzung,  dass  (*,0}  = 0 und  (d,0j  = 0 
seien,  erhalten  hat,  init  (y)  und  (e)  bezeichnet,  dann  erhalten  wir 
im  Sinne  des  Art.  17 


<*(<■•)  — s — (r)>  *(«)  = («'—(*) 

und  die  Anwendung  der  Gleichung  ’Jk)  auf  diese  beiden  Theilstriche 
fuhrt  auf  die  beiden  Gleichungen 


= v « + : w 

aus  welchen  sich  durch  Elimination 

(«)-  ÄlW-Wl-ÄIW-Wl 

ergeben.  Die  hieraus  folgenden  Werthe  von  (ö)  und  (n)  sind  die- 
jenigen, welche  im  gegenwärtigen  Falle  in  den  Gleichungen  [k)  und 
(m)  anzuwenden  sind . und  zu  dem  Ende  daraus  eliminirt  werden 
können.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

(•  _ je!— ()•)  r-  _ 

e — c ’ c— c 

so  erhält  man  allgemein 

#(k)  = {e — k)C  + k — e)E \k 


und 


A'mt  — k ■+■  I I.  — E 


"k  — V • • V V 

welche  im  gegenwärtigen  Falle  die  Berichtigung  der  Theilungsfehler 
und  der  Prüfungsintervalle  geben.  Die  vollständigen  Ausdrücke  der- 
selben werden  nun 

(k)  -+•  und  »ij  ii‘ml 

wo  wieder  (fc  und  mk  diejenigen  Werthe  dieser  Grössen  bezeich- 
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nen,  welche  man  in  der  Voraussetzung  *,0  = 0 und  (ä.Oj  = 0 
im  Voraus  erhalten  hat. 

Man  erkennt  übrigens  sogleich,  dass  die  Uleichungen  (k')  und 
(*»’)  in  ( k ) und  (m)  übergehen,  wenn  man  c = 0 und  e = n setzt, 
und  demzufolge  (/)  = 0 und  {«)  = 0 macht. 


20. 


Eine  wichtige  Untersuchung  besteht  in  der  Ableitung  des  Aus- 
drucks für  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirlen  Qua- 
drate der  übrig  bleibenden  Fehler  der  zur  Losung  der  Aufgabe  aus- 
geführten  Messungen,  weil  aus  dieser  Summe  der  mittlere  zu  be- 
fürchtende Fehler  einer  Messung  mit  grösstmöglicher  Sicherheit 
berechnet,  und  durch  dessen  Verbindung  mit  den  Gewichten  der 
Bestimmung  der  Unbekannten,  auch  die  mittleren  zu  befürchtenden 
Fehler  derselben  auf  bekannte  Weise  berechnet  werden  kennen.  Zur 
Ableitung  des  verlangten  Ausdrucks  soll  von  der  längst  bekannten 
Gleichung 


J2  = (//)  ■+■  [ul,  x -4-  (W)  x -+-  (cl)  x"  -+-  etc. 
ausgegangen  werden,  in  welcher  Jl  die  verlangte  Summe,  / 1]  die 
Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirlen  Quadrate  der  völlig  be- 
kannten Glieder  der  ursprünglichen  Gleichungen,  al),  (bl) , (cl),  etc. 
die  völlig  bekannten  Glieder  der  Eudgleichtingen,  und  x,  x,  x",  etc. 
die  Unbekannten  bezeichnen. 

In  Bezug  auf  unsere  Aufgabe,  in  welcher  die  Gewichte  aller 
durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  der  ursprünglichen  Glei- 
chungen = l gesetzt,  worden  sind,  wird 


= 

i«].* 

■+■  [iy  + [*]»*  + 

-+- 

[Ol,1 

-+•  [I1,2  -+•  [2],*  -+• 

elc.  bis 

-t- 

[0|?. 

-3  + MS-» 

10]*. 

-1 

[»—  I « 


(.«—21 


wo  das  letzte  Glied,  wenn  es  nicht  = 0 gesetzt  worden  ist,  mit 
aufgenommen  werden  muss.  Die  Cocilieienten  [al),  (bl),  [cl;,  etc. 
werden  bezüglich 

= jOj,  = }1  (,  = etc.  = jnj,  = {0»\  = Jl}',  = etc.  = {» — I }' 
wo  wieder  das  letzte  Glied  nicht  weggelassen  werden  darf,  wenn 
es  nicht  = 0 ist.  Die  Unbekannten  x,  x,  x",  etc.  werden  bezüglich 


Dia*! 


29]  Bestihhi'ng  d.  Thrilcngsfehlkr  e.  gradlinigen  Maassstabes.  553 


= (0),  = (1),  = etc.  = (n),  = tu,,,  = rn„  = etc.  = 
wo  in  Bezug  auf  das  letzte  Glied  wieder  die  vorstellenden  Bemer- 
kungen gelten. 

Der  obige  allgemeine  Ausdruck  für  JL  geht  daher  in  Bezug  auf 
unsere  Aufgabe  Uber  in 

Jl  = (U)  H-  2'  \k\{k)  -4-  2'  {k\’m„  ...(Jl) 
wo  das  erste  Suminenzeiclien  von  k = 0 bis  k = n,  und  das 
zweite  von  k — 0 bis  k — n — 1 ausgedehnt  werden  muss.  Die- 
ser Ausdruck  ist  schon  der  Anwendung  zugänglich,  da  die  Multipli- 
kationen und  Summirungen,  welche  er  verlangt,  leicht  auszufUhren 
sind;  filr  die  Quadrate,  aus  welchen  das  erste  Glied  besteht, 
bedient  man  sich  am  zweckmässigsten  einer  Tafel  der  Quadrate 
der  Zahlen,  deren  es  längst  mehrere  giebt.  Der  Ausdruck  ftlr  Jl 
kann  Übrigens  auf  lauter  Summen  von  Quadraten  hingeführl  werden, 
die  mit  ganzen  Zahlen  mulliplicirt  oder  dividirt  sind,  wie  jetzt  ge- 
zeigt werden  soll. 

21. 


Lim  die  eben  genannte  Form  herzustellen , gehen  wir  von  den 
folgenden,  theils  oben  ausdrücklich  vorkommenden,  tlieils  aus  dem 
Vorhergehenden  leicht  abzuleitcnden  Gleichungen  aus, 

\k\(k)  + \n—k\(n—k)  = j jSj  (s,k)  ■+■  Dt  ( d,k)\ 

(*,fc)  = (s,0) 


(**> 


St- St 
n + 4 


-Af 


;-(V  + n?)  = {*[*  + {»- 

von  welchen  die  zweite  von  k = 1 bis  k — p,  oder  bez.  bis  k = q, 
die  übrigen  aber  von  k = 0 bis  zu  denselben  oberen  Grenzen  sich 
erstrecken.  Man  bekommt  nun  leicht,  wenn  man  diese  allgemeinen 
Gleichungen  ausschreibl, 

*u|(0)  + X(»)  = ; s.  c«,o)  + j;  ( L.-D .1 

i*i» +i—*ic— *>  = ; s,  (.,»)  + + jf, 


etc.  bis 


H-  {«—2}*} 


Digitized  by  Google 


554 


P.  A.  Hanskn, 


f3« 


IHM  = r s,  M)  + -,vf,7  - rr.  Irl 


und  In1/,  bis 

!*!(»)  + !«+«!(?+•)  = fs.M)  + -+•  ,5"’,, 

- . + . I Ifl*  + !i+ 1 i1  i 

Aber  die  licdingungsgteichung  (a)  des  Art.  8 giebl 
0 = S,t  + iS,  + 4,  + . . , + s Ap 

und  bez. 

0 = S„  -+-  .S’|  + S,  + . . . + S, 

Aus  der  Summe  der  vorstellenden  Gleichungen  erhalt  man  daher 


m * - - SP  + -sstrr  (M.  + I A + M,  •+•  etc.  j 
welche  allgemein  gültig  ist,  und  in  welcher  das  Suinmenzeiclien  von 
k = 0 bis  k — n ausgedehnt  werden  muss. 


22. 


Die  Gleichungen  des  Art.  10  geben  durch  Mulliplication  mit 
nm„,  (u — l)m,,  (h — 2)«,,  etc.  und  Addition 


■ 2 MJ„_2  + = 

«i„_2  ■+■  {n — 1 }'  iii.- 


nm*  -+-  (n — I)  w,‘  •+■  ( » — 2)  m/ 

— } f0}'  m0  ■+•  jl  {' w,  -4-  J2j'  mt  ■+■  . . 

■+■  j j la  (</,0)  + L,  («/,!)  -+-  (d,2)  + etc.j 

Nachdem  die  [d,k)  durch  die  Gleichung  (d)  des  Art.  1 4 eliminirl 
worden  sind,  geht  dieser  Ausdruck  über  in 


Li 


elc.l 


^ 4. • - ■ — i 

— j|  )I‘u  IK  + ^1  D,  ■+■  Lj  IK  - 

fi — 2)  wi/  - 


— '«»!„*  -+■  (»—  I)  VI, 


etc.j 

etc.! 


wo  das  letzte  Glied  auch 

— 2 j(n— k)  m»1  ■+■  (Am f-l) 

geschrieben  werden  kann , wenn  man  die  Summe  von  k = 0 bis 
Ar  = p — 1,  oder  bez.  bis  k = < j ausdehnt,  und  im  letzteren  Falle 
das  letzte  Glied  halbirl. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Gleichungen  (*»)  des  Art.  13. 
quadriren  sie  und  addiren  die  Quadrate,  nachdem  diese  letzteren 
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mit  n — k und  bcz.  k-t- 1 multiplicirt  worden  sind,  so  entsteht  die 
Gleichung 

(«-*)*.*  + h*  + „i,  |i*r— !»— fc— 


in  welcher 

mit  der  Ausnahme 


n+l  * ’ n-H 

lt  — — ^i+l) 

L = K 


gesetzt  werden  muss.  'S.  Art.  13.) 

23. 

Setzt  man  nun  die  Ausdrücke,  welche  in  den  letzten  Artt.  er- 
hallen worden  sind,  in  den  Ausdruck  (Jl)  des  Art.  20,  und  fuhrt 
zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

• A = jkj  — Ju — k — 1 j , .■/  k = Li  — 1 

mit  den  Ausnahmen 

4'r-\  = und  bez.  J\  = 

ein,  so  erhült  man  sogleich 

W ~ nh  * 

■+■  s;»W  2’  L*  ~ *(•+<)  Aj./? 

welcher  Ausdruck  aus  lauter  mit  ganzen  Zahlen  dividirten  und  multi- 
plicirten  Quadratsummen  besieht.  Die  untere  Grenze  aller  vier  Sum- 
men ist  k = 0,  und  die  obere  Grenze  der  ersten  Summe  immer 
k = w,  aber  in  den  drei  folgenden  Summen  hitngt  die  obere  Grenze 
von  der  Form  von  n ab.  Die  oberen  Grenzglieder  sind 
wenn  ti  grade  ist  wenn  fl  ungrade  ist 


Iß. 


V « 


Der  entwickelte  Ausdruck  fUr  (//),  welcher  keiner  weiteren  Reduc- 
lion  Taliig  ist,  befindet  sich  im  Art.  20. 

Man  kann  zum  vorstehenden  Ausdruck  von  Jl  bemerken,  dass 
in  demselben  [0l„_,  von  selbst  verschwindet,  und  (x,0)  gar  nicht 
vorkommt;  diese  beiden  Grössen  Ulten  also  gar  keine  Wirkung  auf 
die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus.  Die  Grösse  (rf,0)  ist  zwar  in 
Jl  enthalten,  (litt  aber  dennoch  auch  keine  Wirkung  aus,  wie  schon 
im  Art.  18  angedeutet  wurde. 
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Um  den  zuletzt  .ausgesprochenen  Satz  direkt  zu  beweisen,  ist 
zuerst  zu  bemerken,  dass  </,0)  nur  in  den  Iteiden  letzten  Gliedern 
des  im  vor.  Art.  ftlr  JL  erhaltenen  Ausdrucks  verkommt,  und  dass 
daher,  wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  die  Function 
(A)  . . . W + A,2  + W -t - L/  + ... 

-5-  }«(L.-L,)*+  2(».-l )(At-i■1),  -+-  3,>-2 -+- { 

von  (d,0)  unabhängig  sein  muss.  Wenden  wir  uns,  um  diesen  Be- 
weis zu  führen,  an  die  im  Art.  17  erhaltenen  Kelationen  zwischen 
den  verschiedenen  A und  A,  welche,  wenn  zur  Abkürzung  d statt 
(n-t-U  </,0)  gesetzt  wird,  wie  folgt  geschrieben  werden  können: 
l'n  = -/»  + d 
L,  = -/,  -t-  d 

Lt  = -/,  -t-  d 

etc.  bis 

A,  j = Af  i +•  . d 
L,  , = - /,  i + * d 
oder  bez.  bis 

K . = -A-.  + l >• 

/.,  =-/,+;</ 

Durch  Substitution  derselben  kann  die  oben  angeführte  Funcliou  aus- 
drücklich durch  (d, 0) , oder,  was  hier  gleichgültig  ist,  durch  d dar- 
gestelll  werden,  wobei  aber  unterschieden  werden  muss,  ob  « grade 
oder  ungrade  ist. 

Wenn  n eine  grade  Zahl  ist,  so  giebt  die  genannte  Substitution 
der  Function  (A)  zunächst  die  Form 

At*  + A,7+ AJ- 4-etc.  — ~ \n(AL—  -4,)*+  2 (n— 1) {At—  At)7  + etc.} 
■+■  * jn./o  -+•  (» — 2 }At  -+-  (» — i)At  + ...  ■+■  4./,.  , -+-  2Ar._,  j d 

i I n(A,—Aa)  ■+•  i{n—\)[At—At)  + 3^»— 2) .•/,) 

”1  ...  + (p—l ) I/»+2)  — p{p+  \ ) | 

-+■  ij  j„>  + -h  (« — 4)’+  ...  -+-  4*  + 2*j  dl 

— Jn  ■+•  2 '» — I ) -t-  3 in — 2)  + ..  + (/» — I ) (j»+2)  ■+•  p[p- f- 1 ) j dl 
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.Man  erkennt  liier  leielit  sofort,  dass  die  Summe  der  Coeflicienten  v on 
J gleich  Null  ist,  aber  uni"  dasselbe  für  die  Coeflicienten  von  il1  er- 
kennen zu  können,  muss  eine  Summation  der  einzelnen  Glieder  vor- 
genommen werden. 

Die  Summe  der  beiden  Au"  Glieder  der  zwei  im  vorstehenden 
Ausdruck  mit  <P  multiplicirten  Reihen  wird,  wenn  wir  2)>  = n ein- 
führen, und  die  allgemeinen  Factoren  weglassen, 

2k1 — k:2p — fc+ 1) 

die  Summe  aller  Coeflicienten  von  iP  kann  daher  geschrieben  werden, 
22/k2  — Z’k[2p-k+* ) = 32 ’P-  (2j>+ 1 ) 2„pk 
indem  ilie  Anzahl  der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Reihen  = p ist. 
Langst  bekannt  sind  aber  die  beiden  Sunimenformeln 

— tprJ>+ I) 

durch  deren  Substitution 


2 p+i)2t’k  = p'+y*+'-p-  = o 


und  es  verschwinden  daher,  wenigstens  im  gegenwärtigen  Falle,  alle 
von  d abhängigen  Glieder  in  der  Function  (A). 


Wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist,  so  kann  ebenso  verfahren  wer- 
den, nur  die  Form  der  einzelnen  Glieder  ist  eine  etwas  andere.  Die 
erste  Substitution  bringt  den  von  (d, 0 abhängigen  Theil  der  Func- 
tion [A)  zunächst  auf  die  Form 

* }«.-/„  +> — 2)  A,  + (n — 4 }At  + ...  + 3^,_(  + 

,| n{At-Au)  + 2(n— -i,)  -I-  3 («- i){At—AJ  + 

+ “ I • ■ + 9(9+2)  (A,-A,_x)  - (9+1  )*A, 

,P 


+ Lj«2+>-2)’  + »-4)’  + . 
— + 2 h— 1+3  >1—2)  +. 


3 2 h 
-9  9- 


rJ 


-2  + j(9  + 1)l[«i2 


und  man  erkennt  hier  wieder  sogleich,  dass  die  Summe  aller  Coef- 
licienten von  il  gleich  Null  ist.  Zur  Reduction  der  mit  if‘  multi- 
plicirten Glieder  dieses  Ausdnicks  bemerken  wir,  dass 
n’+  (n — 2) 2 + . . . +3;+l2  — i'0V— 4i'„V 

Abtundl.  d.  K.  8 Oesellach.  d.  Winken  sch.  XV.  38 
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und 

— 2|»-4-2(n—  <)-*-  . . . + q[q+2)\  = — ixjk  fl— k + i) 
sind,  in  welchen  Gleichungen  bei  der  Ausführung  rechter  Hand  allent- 
halben n~<  statt  </  geschrieben  werden  muss.  Die  Summe  aller  Coeffi- 
cienten  von  iP  des  obigen  Ausdrucks  kann  daher  mit  Weglassung  der 
allgemeinen  Factoren 

iöV-2^V-2(n-t-  \)Zjk 

geschrieben  werden,  und  verwandelt  sich  durch  die  Anwendung  der 
beiden  oben  angeführten  Summenformeln  in 

,V  + J n2  + 

— '»)*— r(“— = 0 

wie  sich  durch  Auflösung  der  Binomien  zu  erkennen  giebt.  Also  auch 
im  gegenwärtigen  Falle  verschwinden  alle  mit  d behafteten  Glieder 
in  der  Function  (A),  und  es  ist  hiemit  bewiesen,  dass  in  allen  Fallen 
die  Summe  der  Fehlerquadrale  von  dem  Werthe,  den  man  (d,0)  bei- 
gelegt hat,  unabhängig  ist. 

Ausserdem  gelangt  man  leicht  zur  Hinsicht,  dass  man  zu  jeder 
Gruppe  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Zahlcnwerthe,  in  deren 
Bezeichnung  der  untere  Index  derselbe  ist,  eine  beliebige  Zahl  hinzu- 
ftlgen  darf,  wenn  man  nur  nach  ausgeftthrter  Berechnung  dieselbe 
Zahl  dem  erhaltenen  Werthe  des  betreffenden  ni  ebenfalls  hinzufllgt. 
Die  Anwendung  dieser  Bemerkung  ist  von  wesentlichem  Nutzen,  da 
man  dadurch  die  numerischen  Werthe  der  in  der  Rechnung  vor- 
kommenden, durch  die  Messungen  erhaltenen  Grossen  wesentlich 
verkleinern  kann.  Wählt  man  für  diese  hinzuzufllgendcn  Grössen, 
die  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmenden  arithmetischen 
Mittel  aus  jeder  der  genannten  Gruppen,  so  werden  nicht  nur  alle 
der  Berechnung  unterzulegenden,  durch  die  Messungen  erhaltenen 
Zahlen  möglichst  klein,  sondern  es  werden  auch  alle  mit  -Oj',  } I }', 
)2(',  ....  j« — I j'  bezeiehnelen  Grössen  gleich  Null,  wodurch  meh- 
rere Vortheile  erlangt  werden.  In  Bezug  auf  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate wird 

y jkfmt  = 0 

und  der  Ausdruck  fttr  Jl  des  vor.  Art.  geht  in  den  folgenden  über. 
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Jl  = f, ll ) — 


n + 1 


* !*!2 


_J 

iTT+T) 


z Lt  nt 


wo  die  Grenzen  der  zweiten  Summe  k — 0 und  k = p — I,  bez.  = </ 
sind,  wahrend  der  Ausdruck  des  vor.  Art.  in)  gegenwärtigen  Falle 
noch  seine  Gültigkeit  behalt,  und  sich  ohnehin  vereinfacht. 


Ich  bemerke  noch,  dass  man  nicht  die  genauen  arithmetischen 
Mittel  hier1’  anzuwenden  braucht , sondern  auch  eine  Vereinfachung 
der  Rechnung  erreicht  wird,  wenn  die  angewandten  Zahlenwerthe 
nahe  die  arithmetischen  Mittel  sind. 


25. 

Zur  Vervollständigung  unseres  Verfahrens  ist  noch  erforderlich 
zu  zeigen,  wie  die  daraus  hervorgehenden  Gewichte  der  Unbekann- 
ten berechnet  werden  können.  Iliefllr  ist  zuerst  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  die  erhaltenen  Gleichungen  darthun,  dass  die  Ge- 
wichte eines  jeden  Paares  von  Theilungsfehlern,  welche  Theilstrichen 
angehOren,  die  gleich  weil  von  den  beiden  Endpunkten  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes  abstehen,  einander  gleich  sein  müssen.  Be- 
zeichnen wir  daher  das  Gewicht  irgend  einer  der  Unbekannten  unserer 
Aufgabe  durch  ein  derselben  vorgesctzles  /',  so  bekommen  wir  vor 
Allem 

Pk)  = P[n — k) 

und  es  brauchen  daher  nur  die  Gewichte  der  ersten  Hüllte  der 
Theilungsfehler  ermittelt  zu  werden.  Von  diesem  Satze  schliesst  sich 
aber  von  selbst  djis  Gewicht  P p)  aus,  für  welches  die  vorstehende 
Gleichung  identisch  wird;  cs  muss  daher  dieses  Gewicht  besonders 
entwickelt  werden. 

Beschäftigen  wir  uns  zuerst  blos  mit  den  Gewichten  der  Thei- 
lungsfehler, und  nehmen  zu  dem  Ende  an,  dass  sowohl  die  Func- 
tionen (n-M)(s,fe) , wie  (« ■+• I ) r/.A)  ausdrücklich  in  Bezug  auf  die 
Grossen  |0',  J I !,  etc.  entwickelt  worden  seien.  Heben  wir  aus  die- 
sen Entwickelungen  die  Glieder  aus,  welche  mit  JA}  multiplicirt  sind, 
und  bezeichnen  die  Coefficienten  derselben  mit  Fk  und  Qt , so  dass 
mit  blosser  Rücksicht  auf  diese  Glieder 

(w-t-l)  (*,A)  -i-  FtjAJ  = 0 

(*»+!)(</,*)  -4-  Qk\k\  = 0 

38* 
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Die  Elimination  giebt  nun  aus  diesen  Gleichungen 

2 {»+<)(*)  -+-  (F, +<?,))*!  = 0 

und  nach  einem  bekannten  Satze  folgt  hieraus  allgemein 


/>  JL\  *(»+') 

1 w — <?, 


welcher  Ausdruck  der  obigen  Bemerkung  zufolge  auch  der  für 
Pfn — k]  ist. 


26. 


Der  Ausdruck  für  den  Coeflicienten  F\  lasst  sich  leicht  aus  den 
Gleichungen  des  Art.  10  erhalten,  welche  allgemein 

(h-H  )(sjt)  -+-  Sk  — S0  — 0 

geben,  wo  aber  zu  erwägen  ist,  dass  S„  von  den  übrigen  S abhängig 
ist,  und  daher  die  Gleichung  (a)  des  Art.  8 hier  berücksichtigt  wer- 
den muss.  Da  diese 

0 = 5)+S!  + Sj+...  + i^P 

und  bez. 

0 = S0  -+•  S,  -f-  Sj  -+•  . . . ■+•  St 
giebt,  so  folgt  allgemein 

(n-4-l)(s,k  + 2 Sk  = 0 
mit  der  Ausnahme,  dass 

(#+l)(«,p)  + — 0 

ist.  Da  ferner  ohne  Ausnahme 
Sk  = 

so  erhalten  wir  sogleich  allgemein 


f ; = 2 

mit  der  Ausnahme 

FP  = 3 

Da  ( d,p  = 0,  folglich  auch  Q,,  = 0 ist,  so  giebt  die  Gleichung  des 
vor.  Art.  für  die  Gewichte  sofort 


P(p)  = 

um  aber  die  Gewichte  der  übrigen  Theilungsfehler  bestimmen  zu 
können,  muss  «1er  Ausdruck  für  (Jt  abgeleitet  werden. 
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27. 


Die  Qk  sind  weit  zusammengesetzter  als  die  Fk , und  ihre  Bestim- 
mung minder  einrach  als  die  der  letzteren.  Man  könnte  sie  schon  aus 
den  Ausdrücken  der  <l,k)  in  den  Artt.  13  u.  14  erhalten,  aber  ich 
ziehe  vor  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Da  (t/,0)  eben  so  wenig 
wie  (*,0)  auf  die  Gewichte  Einfluss  Uussern,  folglich  gleich  Null  ge- 
setzt werden  kann,  so  geben  die  Unterschiede  von  je  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Endgleichungeu  erster  Abtheilung  des  Art.  I I , nach- 
dem [d, 0)  = 0 gesetzt  worden  ist,  die  folgenden  Gleichungen 
(»+ 1)  (d,V  -t-  2/„  + Dk — Ü„  = 0 

(n-M)j— (d,i ) + {J, i)  { -+-  2f,  0,-0,  = 0 

(n -t-  l ) } — (d,2)-t-|d, 3)  | -4-  2/,  D —U,  = 0 

v«-*-l)|—  («1. 3) -+-(</, 4)}  •+•  2/.,  + /),—  /),  = 0 

etc.  etc. 

Durch  die  Verbindung  dieser  mit  den  Gleichungen  zweiter  Abthei- 
lung lassen  sich  leicht  die  f„,  /„  etc.  eliininiren.  Man  erhalt 


>-H)  («M) 

-+-  -M,  = 0 

■+■  M-i  = 0 

+ :=  0 

;d,3)  + (</,i)  J+^=o 

etc.  etc. 


wo  zur  Abkürzung 


.1/,  = />,-«„  - \ K„ 

Mk  = Dt — 0,  - ^_T)  K, 

Jl/:t  = 0,-/1,  - -^_T)  Kj 

M,  = l)k—D,  — Kj 


etc. 

gesetzt  worden  sind.  Diese  Gleichungen,  welche  ohne  Muhe  so  weit 
fortgesetzt  werden  können  als  man  will,  sollen  hier  zur  Bestimmung 
der  CoelTicienten  Qk  dienen , zu  welchem  Ende  sie  wesentlich  ab- 
gekürzt werden  können. 
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28. 

Hs  ist  zunächst  zu  erwägen,  dass  die  Function  ü„  4-  ^ h„  nicht 
unalihtlngig  ist , sondern  von  den  Übrigen  I)  und  K abhüngt , und 
daher  für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  eliminirt  werden  muss.  Di« 
Gleichung,  durch  welche  diese  Abhängigkeit  ausgedrtlekt  wird,  ist 
die  ( b ) des  Art.  8,  welche  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 
kann: 

»— * 


(6)  . . . 0 = (^D„+  ^ A„)  4-  D , 4 

+ l (ä,  4-  K2 

Zur  gegenwärtigen  Untersuchung  können  aber  die  K,.  A\.  etc.  Nichts 
beitragen,  und  wir  dürfen  dieselben  daher  aus  der  Gleichung  weglassen. 
Setzt  man  allgemein 

iii  n — 2 k 

~ ~ 

so  geht  unsere  Gleichung  Uber  in 

Ai  ■+■  + — Tj)k  = o 

Setzen  wir  ferner 

n -t- 1 (/,  I + D|  + 2 /i  1 .k  TkDk  = 0 

(n-H)(d,2)  4-  1),  4-  i Ri,k  TkUk  = 0 

(«4-1)  (d,3)  4-  A,  4-  2 R(U)TkDk  = 0 

etc. 

und  substituiren  diese  nach  und  nach  in  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Gleichungen.  Die  erste  derselben  giebt  sogleich 
XR{*Jk)TkDk-  —TkDk 

und  da  hier  das  Summenzeichen  y weggelassen  werden  darf,  weil 
es  allen  Gliedern  geineinschall  lieh  ist,  so  folgt,  dass 

• R,\,k)  = I 

ist.  Die  Substitution  der  obigen  Gleichungen  in  die  zweite  der  im 
vor.  Art.  erhaltenen  giebt  zunächst 

yR(i,k)TkDt  = -*=i.  [/>,  4-  yRi\,k)TkDk]-D,  = 0 
Die  mit  I),  multiplicirten  Glieder  brauchen  hier  nicht  ermittelt 
werden,  und  diese  Gleichung  kann  daher  abgekürzt  werden  in 
R 2,A  = R I ,A 

wo  aber  in  dem  Gliede  linker  Hand  A nicht  kleiner  als  2 angenom- 
men werden  darf.  Ebenso  giebt  die  dritte  Gleichung  des  vor.  Art. 


Digitized  by  Google 


39]  Bestimming  o.  Theu.i;«g»fehi.er  e.  gradlinigen  Maassstares.  563 


Sr  Ä (*•*)“! r^*r  *(>>*) 

wo  aber  im  Gliede  linker  Hand  k nicht  kleiner  als  3 gesetzt  werden 
darf.  Diese  Entwickelungen  kann  man  so  weit  fortsetzen  als  man 
will,  und  jetzt  schon  das  Resultat  derselben  vollständig  erkennen. 

Da  es  hier  blos  auf  die  Ermittelung  der  Coeftieienten  fi(l,l), 
7fv2,2),  71(3,3) , etc.  ankommt,  so  soll  eine  einfachere  Bezeichnung 
eingefuhrt,  und  für  die  angeführten  Coefficienten  bez.  U„  L\,  U3,  etc. 
geschrieben  werden.  Wir  haben  daher  zunächst 


erhalten , und  die  folgenden  U sind  durch  die  Gleichungen 


/ r a" — 8 li 

| t 4n— H |T 

1 4 — 


Ps  = 
etc. 


3 n-ti  |? 


« 

8{»  — 1) 

*.  j 

4 (»  — 3)  * 

- - * ) 

5n-*)  ' 

etc. 


(JA 

U* 


(JA 


welche  nach  einfachen  Gesetzen  fortschreiten,  nach  und  nach  zu  be- 
rechnen. Da  nun  hier  in  den  oben  erhaltenen  Gleichungen  \k\  statt 
l)t  gesetzt  werden  darf,  so  bekommen  wir  allgemein 
(/i-t-t  d,k  -4-  JA- j ■+•  f kTt',k\  = 0 
und  da  statt  dessen  im  Art.  25 

(n-t-1)  (d.A)  + Qk{k) 
angenommen  wurde,  so  ergiebt  sich 

0*  = 1 + UJ> 

Hiemil,  und  da  oben  allgemein  Ft  ==  2 gefunden  wurde,  geht  der 
Ausdruck  der  Gewichte  der  Theilungsfehler,  welcher  im  Art.  25  ab- 
geleitet wurde,  in  den  folgenden 

P(A)  „ Fn-h)  = 04 

Uber.  Man  kann  bemerken,,  dass  wenn  k = p ist,  man  Tf  = 0 
erhall,  und  daher  der  vorstehende  Ausdruck 

PV  = — i— 

giebt,  welche  Gleichung  wir  schon  oben  im  Art.  26  auf  andere 
Weise  erhalten  haben. 
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29. 


Die  Eliminationen,  welche  die  im  vor.  Art.  für  die  U erhaltenen 
Gleichungen  erfordern , lassen  sich  zwar  allgemein  ausführen , aber  der 
dadurch  hervorgehende  allgemeine  Ausdruck  für  Uk  würde  sehr  weit- 
läufig werden.  Dahingegen  lassen  sich  diese  Eliminationen,  wenn 
der  betreffende  numerische  Werth  von  « im  Voraus  gegeben  and 
in  die  Gleichungen  substituirt  worden  ist,  sehr  leicht  numerisch  aus- 
ftlhren , zumal  wenn  man  die  Gewichte  in  ganzen  Zahlen , mit  eini- 
gen nngehüngten  Decimalen  ausdrücken  will ; eine  Angabe,  die  jedem 
Bedürfnisse  genügt. 

Die  Ausdrücke  der  ersten  V,  und  der  daraus  folgenden  Ge- 
wichte, lassen  sich  indess  in  allgemeiner  Form  leicht  angeben,  und 
sind  die  folgenden: 


ü,  = ' 

U » — J 

‘l  — 

»r  __  3n-— I6n+I8 
•*  3{n—  1 J (n  — 2'1 


Vt 

P(  \)  = /*(«—!) 
P{  2)  = Pin—t  i 
p(3  = /*;»— 3) 


6n‘- ',9n-'+  H'Jn-  IU 

8(5—  •!>-»)(«-.») 
(»4-1!» 

8»— I 

8{»  4-1 )«(»—!) 
~4»*-V»  + 8 
6in4- !)»(»—  1)  (»  — 4) 
18»3—  61  n24-tä9»-~  108 


pf  t p H i H[»4- l)w?»-~l)  — 8) 

4 ' 4 — »l«n»  + 889n2-  (604H  + H5S 

womit  man  bis  n = 10  ausreicht. 


30. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Gewichten  der  Prüfungsinlervalle  m,. 
m,,  etc.,  so  giebl  die  Gleichung  des  Art.  16  für  m0  ohne  Weiteres 

Pin„  = n, 

aber  für  die  übrigen  Prüfungsintervalle  muss  eine  besondere  Hol- 
wickelung ausgoführt  werden,  in  welcher  wieder  die  ßedingungs- 
gleiclmng  [b]  des  Art.  28  berücksichtigt  werden  muss.  Wahrend  wir 
bei  der  Ermittelung  der  Gewichte  der  Theilungsfehler  von  dieser 
Gleichung  nur  die  mit  den  I)  multiplicirten  Glieder  zu  berücksich- 
tigen hatten,  sind  es  hier  im  Gegentheil  die  mit  den  K rmiltiplicir- 
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len , deren  wir  bedürfen.  Die  anzuwendende  Bedingungsgleichung 
wird  daher 

0 = U„  -+-  * A„  -t-  -jÄ’i  + Ä,  -4-  . . . -+-  und  bcz. 

oder  zur  Abkürzung,  und  mit  dem  Vorbehalt,  dass  bei  uiigradem  n 
das  letzte  Glied  unter  dem  Summenzeiehen  halbirt  werden  muss, 

0 = l)n  -+-  * A'(l  -+-  \yht 

Die  Substitution  dieser  Gleichung  in  die  erste  [c)  des  Art.  27  giebt 

{«+1  (d,  i + * ynk  = o 

und  durch  die  Anwendung  derselben  Analyse  wie  in  Art.  28,  wird 
man.  indem  hier  die  Glieder  M, , itf, , jW, , etc.  gleich  Null  gesetzt 
werden  können,  auf  die  allgemeine  Gleichung 
(w-4- 1 )(d,Ä  *+■  —Uky A,  = 0 

hingeführt,  in  welcher  die  Glieder  unter  dem  Summenzeichen  mit  Kt 
anfangen  müssen.  Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich  die  Formel 
( fi ~h  I j (</. I ) -4-  <f,2  . . + \d,fc)  | + n 1 1 -hl  i~+- 1 ;(+  • • H-f-ij  Ä*  = 0 

in  welcher  das  Summenzeichen  hat  weggelassen  werden  müssen, 
weil  von  den  verschiedenen  mit  K bezeichnten  Functionen  nur  die 
einzige  Ä,  aufgenommen  werden  darf.  Auch  ist  zu  bemerken , dass 
in  Folge  des  obigen  Vorbehalts  im  Falle  k — ij  das  ganze  zweite 
Glied  halbirt  werden  muss. 

Gehen  wir  nun  zur  zweiten  Abtheilung  der  Kndgleichungen  des 
Art.  II  über,  so  erhalten  wir  sogleich 

(w — k k -f- 1 1 lk  I -+-  \Vj)At  = 0 
wo  zur  Abkürzung 

H,  = + Pj  + l/j  + • . . + i/|| 

mit  der  Ausnahme 

iv;  = Lji  + ut  + v3  + . . . + u,\ 

gesetzt  worden  ist.  Aber  es  ist  ohne  Ausnahme 

Kk  = [k+\)  \k\'  -4-  (n — k)  |ii — k—  I (’ 
und  die  obige  Gleichung  für  lk  geht  daher  Uber  in 

0=/4  + (\+Wk)  Ä.  + (1-t-HV)^'1' (/) 

woraus  die  Ausdrücke  der  verlangten  Gewichte  leicht  erhalten  wer- 
den können. 
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Wenden  wir  uns  /.ur  zweiten  Abtheilung  iler  Kndgleichnngen 
des  Art.  8.  und  ziehen  die  vorletzte  dieser  Gleichungen  von  der  zwei- 
ten. die  drittletzte  von  der  dritten,  u.  s.  w.  alt , dann  entsteht  eine 
Reihe  von  Gleichungen,  welche  durch  die  folgende,  allgemeine  dar- 
geslellt  werden  können 

'n — kmt  — (A-t- 1 ) !»„_»_  i -+-  {<:)'  — {« — k — I}'  = 0 
Da  alter  allgemein 

/,  = mk  -+- 

ist,  so  giebl  die  obige  Gleichung  (f) 


*+»  I v 


und  wir  erhalten  durch  eine  leichte  Elimination 


n-b\)mk  -+*  J 1 *4-  + -+-  W*|ii — k — 1}  = 0 

fl-t-l  )»!„_*  1 ■+■  J I + (l  + H'Oj!» — k — Ij  Hh  H,|Aj  = 0 

Hieraus  gehen , zufolge  eines  schon  mehrmals  angewandten  Satzes, 
die  beiden  Gleichungen 


l , + *+,  + 

hervor,  deren  erste  für  die  erste  Hillfte  der  m,  und  deren  zweite  für 
die  zweite  Ilalfte  derselben  gilt,  in  welchen  aber  der  Fall  k = </ 
vorläufig  ausgeschlossen  ist.  Da  in  diesem  Falle  auch  « — k — 1 = q 
wird,  und  IV,  halbirt  werden  muss,  so  geben  die  obigen  Gleichun- 
gen für  mk  und  »t„_ ohne  Unterschied 

(n-t- 1 }m,  -+-  2 ■+■  IVj  {^)  = 0 

folglich 

/v,«?  — i+W* 

wo  auch  rechter  Hand  k = t/  zu  setzen  ist.  Vergleicht  man  diese 
Gleichung  mit  den  Gleichungen  [P  , nachdem  in  diesen  auch  k — q 
gesetzt  worden  ist,  so  findet  man,  dass  alle  drei  Gleichungen  mit 
einander  (tbereinstinimen;  die  Gleichungen  P)  gelten  also  ohne 
Ausnahme,  und  wenn  k = q ist,  ist  es  gleichgültig,  welche  von 
beiden  man  an  wendet. 
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32. 

Für  die  vier  ersten  VV,  sowie  für  die  vier  ersten  und  die  vier 
letzten  Gewichte,  sind  wieder  die  Ausdrücke  in  Function  von  n ent- 
wickelt, und  wie  folgt  gefunden  worden: 


VV,  = *- 

1 n 


H-  = 


w;  = 


w,  = 


a.8n-B) 
n(n— 4) 

8(8»*— 87« + 86) 

3«  n—  I : in— 4} 

44n3  — 187»2+463n  — 360 
3n  n — 1}(n  — 4)(«  — 8} 


P(m,  = 

1 ni+n  + 4 

i,  (»+<)»(»— <)(«—*) 

1 ~ »>  + II«  — 18 

p , S n + I;«!«— t):n— 2) ;»  — 3 

I [Hl3)  j„*_8n>+69n'-490«  + 2BS 

8|»>1|«(»— <)(«— t)(»~8lfll— «) 


p.  ^ ___  3l,n+ 1 ;ni,n— 

* Sn5-l5n<  + \33fl-''— 


920»- + 2297«  — 1800 


Pm, 

Pm, 

Pm. 


■+) 

-i)  = 


I5(n  + I n-2  'n  — 3 

8*9+9«*  —468  n*  +iil6»**-  448M+M4# 
1 4 (n+l  )*»(«  — !]{«  — 4! 

3n4  + 12^  —1 3 I n«  + 8 OOn  - 476 
S(i»  + I)n,'ii  — II 
i*8+4«*— I5i»+If 
ä!n+l)n 


- 1 »2+8«- 1 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe 
dieser  Gewichte  hei  gegebenem  n und  grosseren  Indices  wieder  auf 
die  Benutzung  der  oben  entwickelten,  eoncreten  Gleichungen,  welche 
leicht  zu  behandeln  sind. 


33. 

Um  eine  deutlichere  Einsicht  in  die  Beschaffenheit  der  im  Vor- 
hergehenden gefundenen  Gewichte  zu  gewahren,  haben  wir  die 
numerischen  Werthe  derselben  für  eine  Reihe  von  numerischen  Ber- 
then von  n berechnet , und  zwar  von  n = 12  an  abwärts.  Bis 
ii  — 10  können  alle  Gewichte  durch  die  vorhergehenden,  in  Function 
von  ii  dargestclllen  Ausdrücke  berechnet  werden,  aber  für  die 
Werthe  1 1 und  1 2 von  n müssen  die  vom  Index  3 abhangenden 
durch  die  eoncreten  Formeln  berechnet  werden.  Die  Gleichungen 
für  die  U des  Art.  28  geben  zu  dem  Ende 
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[** 


für  h = 12 

V>  = ii  V*  + iT  (' 
und  für  n = 11 

V*  = sf  1‘  ■+■  3S  (' 

woraus  man  /',  erhall,  nachdem  die  he/..  Werlhe  von  f’, , t'„  f , aus 
den  in  Function  von  n dargeslellton  Ausdrücken  berechnet  worden 
sind.  Die  Gleichung  (p)  des  Art.  28  giebl  darauf  die  Gewichte  der 
Theilungsfehler  5 und  7,  he/.  6. 

Zur  Berechnung  der  Gewichte  der  l’riifungsintervalle  giebl 
der  Art.  50 

für  n = 12 

»v;=  i (n-r,+f',-Kf-+f') 

und  für  « = 1 1 
1V5  = — ( I 

worauf  die  Gleichungen  {Fj  des  Art.  31  die  bez.  Gewichte  gehen. 


34. 


Die  erhaltenen  numerischen  VVerthe  der  Gewichte  sind  nun  die 


folgenden : 


4V', 


n = 1 2. 

' 4VJ=I,  W,-  " W.« 


9 f 3 ff  913 

495  " Lb  <980 


P{\) 

= Pu) 

= 

456 

13 

= 

6.78 

m 

= p,10) 

= 

858 

449 

SS 

7.21 

P(  3) 

= p{9) 

= 

1860 

"878 

= 

7.67 

P(4) 

= P(8) 

= 

19805 

1884 

= 

8.09 

m 

= P(  7) 

= 

808880 

86568 

= 

8.45 

P(  6) 

= 

26 

8 

= 

8.67 

P(m.) 

= 

12 

n«.) 

= 

419 

40 

= 

10.73 

P(nij) 

= 

2860 

*807 

= 

9.31 

3 SCH 
3960 
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p l/l  'l 

49805 

7.91 

1 "h) 

»44 

Pftii 

61776 

6.39 

rin\) 

9367 

P[m  4) 

= 

8580 

1588 

= 

5.42 

PK) 

= 

808880 

68987 

= 

4.47 

P(m,) 

= 

19305 

5477 

= 

3.72 

PK) 

= 

8580 
284  4 

= 

3.05 

P(ni,) 

— 

429 

178 

= 

2.41 

P(m„) 

= 

156 

's»" 

= 

1.77 

n = 11. 


' _ 1 /;  _ 
i — ,0.  V*  — 

41 
54  ’ 

G = 

427 
720  * 

»,  6157 

15)30 

I u — <» 

!!’  ' 2 — SS  ’ 

w,= 

_ 722 
” 4481 

. w: 

MIO  ,,,  1537 

1 3376’  5 — 3310 

P(  1)  = i»(l  0) 

= 

44 

7 

= 

6.29 

II 

JO 

= 

880 

481 

= 

6.72 

P(3)  = P(8) 

= 

14256 

4987 

= 

7.16 

J5 

II 

J5 

f-a 

= 

63360 

8347 

= 

7.59 

P(5)  = P[  6) 

= 

3991680 

505117 

= 

7.90 

P(»*o) 

= 

11 

PK) 

= 

165 

47 

= 

9.71 

P(m-j) 

= 

4 980 
239 

= 

8.29 

PK) 

= 

35640 

5173 

= 

6.88 

PK) 

199584 

5.62 

35537 

PK) 

= 

27720 

6157 

= 

4.50 

P'K) 

= 

142560 

38347 

= 

3.72 

pk) 

= 

17820 

5894 

= 

3.02 

PK) 

= 

660 

277 

= 

2.38 

PK) 

= 

33 

4» 

= 

1.74 
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f*6 


n = 

10. 

p \ = /'  »; 

= 

1 <0 
19 

= 

5.79 

l\i)  = PX) 

= 

330 

^ÜT 

= 

6.23 

P(  3)  = P'J) 

= 

5940 

899 

= 

6.69 

Pi  = P 6) 

1 66310 

7.07 

13503 

P(5) 

= 

11 

8 

= 

7.33 

P .*») 

= 

10 

/*»»,) 

= 

1 65 
19 

= 

8.68 

P i/ij 

= 

660 

»r 

= 

7.25 

PW, 

= 

10895 

1768 

= 

5.88 

P[mt/ 

= 

3014 

649 

= 

4.66 

P{tn,j 

= 

410 

113 

= 

3.72 

P m,j 

= 

13760 

7911 

= 

3.00 

P w-j 

= 

1485 

634 

= 

2.35 

P(mH) 

= 

55 

31 

= 

1.72 

i»  = 

9. 

P.1;  = P(8) 

= 

90 

u 

= 

5.29 

P 

II 

= 

1440 

151 

= 

5.74 

/*;3)  = P(6) 

= 

1110 

181 

= 

6.19 

P(*)  = P 5) 

= 

1110 

474 

= 

6.55 

P«'u) 

= 

9 

P(m,) 

= 

360 

47 

= 

7.66 

Pllh 

= 

56 

T 

= 

6.22 

P m ,) 

= 

110 

~48~ 

= 

4.88 

Pm4 

= 

56 

45 

= 

3.73 

P«', 

= 

140 

47 

= 

2.98 

P » i.) 

= 

71 

84 

= 

2.32 

P."h) 

= 

90 

53 

= 

1 .70 
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fl  = 

8. 

P(1)  = PT 

= 

24 

5 

= 

4.80 

Pt  = P 6' 

= 

21 

T 

= 

5.25 

P{  3)  = P(  5) 

= 

4536 

797 

5.69 

P(i) 

=3 

6 

= 

6.00 

Pm0) 

= 

8 

P'm,) 

= 

116 

19 

= 

6.63 

PW) 

= 

504 

97 

= 

5.20 

PW) 

= 

567 

145 

= 

3.91 

PW) 

= 

4536 

15*9 

= 

2.97 

P(<, 

= 

126 

15 

= 

2.29 

PW) 

SS 

7* 

43 

= 

1.67 

n = 

•7. 

P(1)  = p{  6) 

= 

14 

T 

= 

4.67 

P(2)  = P(5) 

= 

224 

47 

= 

4.77 

P'3)  = P{4) 

= 

10080 

1943 

= 

5.49 

- P(m„) 

= 

7 

P(m,) 

= 

28 

T 

= 

5.60 

PWt) 

= 

280 

HT 

= 

4.18 

pW) 

= 

315 

106 

= 

2.97 

PW) 

= 

504 

*23 

= 

2.26 

PW) 

= 

28 

17 

= 

1.65 

n = 

6. 

P(l)  = PS) 

= 

4* 

11 

= 

3.82 

P 2)  = P(4) 

= 

90 

7 

= 

4.29 

P(  3) 

= 

14 

3 

= 

4.67 

PW) 

= 

6 

P'm,) 

= 

105 

*3 

= 

4.57 
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/>, 

= 

35 

H 

= 

3.18 

p »h 

— 

405 

IT 

= 

2.23 

P 

= 

94 

43 

= 

1.02 

tl  — 

5. 

P\)  = 1\K, 

= 

40 

s 

= 

3.33 

'az 

II 

IN 

= 

80 

*4 

= 

3.81 

P\"h) 

= 

5 

P[m,j 

= 

60 

47 

= 

3.53 

P\nh! 

= 

90 

9 

= 

2.22 

P»h, 

= 

30 

r» 

= 

1.58 

n = 

(. 

P 1 — P 3 

= 

90 

T 

= 

2.80 

Pyi) 

= 

40 

T 

= 

3.33 

Pm 

= 

4 

Pin, 

= 

5 

T 

= 

2.50 

Pin-i, 

= 

90 

43 

= 

1.33 

n = 

3. 

P{\  = Pi) 

= 

49 

5 

=' 

2.40 

P\m„ 

= 

3 

P[i*  i) 

= 

6 

T 

= 

1.20 

n = 

2. 

P(l) 

= 

2 

P{tH„ ) 

= 

2 

Der  letzte  Fall  geht  in  das  Verfahren  über,  auf  welches  wir  in  den 
»Vorbereitenden  Entwickelungen»  gekommen  sind,  wenn  man  dort 
auch  n = 2 macht;  man  erkennt  leicht,  dass  die  Gewichte  sowohl  wie 
die  anderen  Resultate  mit  einander  Ubereinstimmen. 

Die  vorstehenden  Zahlcnwerlhc  der  Gewichte  zeigen  zur  Genüge, 
dass  beim  gegenwärtigen  Verfahren  die  Maxima  derselben  in  die 
Mitte  des  zu  prüfenden  .Maassstabes  fallen,  während  beim  Verfahren 
des  Art.  I u.  ilg.  das  Gegentheil  stattlindot.  Aber  auch  die  Gewichte 
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der  an  den  Knden  dieses  .Maassstabes  liegenden  Theilungsfetder  sind 
so  gross,  dass  die  Bestimmung  der  letzteren  als  hinreichend  sicher 
erkannt  werden  mnss.  Dass  die  Gewichte  der  Priifungsintervalle 
vom  ersten  bis  zum  letzten  stark  abnehmen,  liegt  in  der  Natur  der 
Sache,  und  kann  nicht  anders  sein.  Man  sieht  ferner,  dass  alle  Ge- 
wichte mit  der  Anzahl  der  Intervalle,  d.  i mit  »,  wachsen;  der 
Grund  davon  ist  in  dem  Umstande  zu  suchen , dass  die  Anzahl  der 
zu  messenden  (Kombinationen  in  weit  grösserem  Maasse,  als  n,  wachst 
untf  ihre  Anzahl  Oberhaupt  nahe  im  Verhältnisse  von  u'2  zunimmt. 


35. 

Um  die  Zusammensetzung  der  mit  }();,  J 1 j,  etc.  bezeichnelen 
Zahlenwerthe,  die  von  den  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen 
abhangen,  deutlich  vor  Augen  zu  führen,  sollen  einige  derselben  hier 
ausdrücklich  angeführt  werden. 

n = 12. 

{o}' = 0’„  + [(],>  + -t-  l U0 

{'}’  = 1°  i + 14  !i  + +{40;, 

{2}' = jo;.2  + i , + + 19, 2 

{3}'  = [9]s  +|(,3  + + Lsi3 

{*}'  = [0]«  + [4J«  + + [7], 

etc.  etc. 

{»}'  = "]»  +[t]8  +[*]»  +[3], 

{9}'  = L0]„  + [(]„  + [2], 

{10}' = [0]lt+[i]„ 


{0}  = — [0],  -[0],  — [0]2  r-[0]3  -[0],  — [0]Ä  -[0],  -[0],  — [0]„  -fo],  [o],<> 

{<}  = [0]o 

-m.  -[<].  -[<]*  -m»  -t<}«  -m*  -m.  -m,  -[<]»  -m,  -tu.» 

{2}  = [•]„  +[0], 

-[*]»  -12,  —[2.2  -[21,  —12]«  -[21,  -[2],  -[2],  -[*]*  -[2]» 

(3)  = .2]*  + l.i  +.*.! 

-[3],  -[3],  ~[3\  -[3],  -[31,  -[31,  — [3  , -[31,  —[31, 

{*}  = [3]o  + 2 j + .1  , -+[0], 

-[*].  — [*)|  - 4.2  —[4],  -[4,,  -{4},  — [U#  -[*], 

{5}  = [4],  + 1 i -I-  2 2 +.41,  +.0  a 

-[«].  -IS".  —[512  -[51,  —[5]«  -[5],  — [5  n 

{6}  = [51,  +[4],  +[312  +l2],  +[4],  +[0], 

— [®]o  — ®.i  — *1,  —[61,  — 6j«  — 6 » 

{'}  = <ij0  +_•’).,  +[4]j  +[3]j,+  2||  +[(  , +[0  t 

— ['o  —.*,1  —.7.2  —.‘,3  — i'ji 
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(8)  = 
{9}  = 
{10}  = 
{"}  = 
m = 

{•>}'  = 
{'}'  = 
{*}'•= 
etc 

{'}’  = 
{*}'- 
{»}'  = 

{0}  = 

{•}  = 

{*}  = 
(3)  = 

{*}  = 
15}  = 
{6}  = 
{7}  = 
{8}  - 

w = 
{"»}  = 
{11}  = 

{«}'- 

or- 


[50 


*0 

4-  .*>  1 

+ 5], 

■+■  * 1 

■+■  V i 

-18], 

- 8 , 

- 8, 

- 8 ;| 

181» 

4-  7 , 

+ 16). 

+ 18]. 

+ 4 ' . 

-l«o 

-[9  , 

— [«li 

,9  0 

+ [8. 1 

+ [7,I 

+ 6 

+ .5], 

-[40  « 

- 10  , 

[40lo 

■*".9  1 

+;«, 

+ [7js 

-f“  fi  1 

[<*  . 

4-  10  1 ■+■  9]j 

4-  8 3 

+ S'i 

+ 1 0 

4 0 7 

+ 9 * 

+ 2 « 

4-  ' : 

4-0 

+ * i 

+•  .5  » 

4-  2 , 

4 1 

■+■  9 1 

+ 1) 

+ 2 

4-  6 

+ .5}» 

+ 11JT 

+ 3 

+ 0 «» 

+ 1 « 4-  " i« 

+ I i- 


II  ==  II. 

Ou  + lu  + i g 4* -4-100 

0],  +[l  , + i,  4- +[9, 

0-2  +[1  j +j2  2 4- +83 


etc. 

[°J7  + • IT  -H*]7  4- [3], 

[°  » ■+•  1 h 4- [2  „ 

0 ,j  4-[t  „ 


— [®  0 

-[o  1 -ro  j 

— iO  | 

-Or. 

-fOI, 

- 0 ;, 

- "'s 

- 0 

[0]» 

— [41. 

- «Ii 

- 1 « 

— L 4 1 — 1 l 

- 1»’: 

- 1 

— 1 « 

- 1 s 

- t 

4.» 

+ ,®  1 

-'*1. 

- 2,  - 2], 

-[2-:, 

-;*]« 

-[2  1 

-,2'„ 

—[21, 

-*ls 

■21» 

+ 41.  +[0]i 

- 3» 

— [3  , -131t 

— [3], 

-[31. 

- 3}. 

— [3], 

-131, 

15.0 

4-[2|i  -+■  1 2 

+ t«:, 

— L*  lo 

- * , -14}* 

-[* 

— [*]. 

- 4]» 

- * „ 

4 0 

+ 3)|  +.2;! 

-1-  • ja 

+ Oi4 

— 1.0  '0 

-[81,  -[5;, 

— [5]j 

-15]. 

— [5]i 

LSI. 

+ 1 1 + 3 ! 

■+* ' 2i_i 

4-  1 , 

4-  0|5 

-[•]. 

— [<•;,  - 6ij 

-[•h 

-16]. 

[61. 

+[3)i  +[4-j 

4*131, 

4-  2 , 

■*-|4  i 

4-  0 c 

-m. 

-.71,  — [7'j 

— [7]j 

[7]. 

+ [Gl,  4 ■’> ! 

4- LH, 

4-  3 , 

+ 2., 

+ * t« 

4- [Ol, 

-[81. 

-[«;,  — [«ii 

[8]. 

+ 7 1 4-[6  1 

4-  5i3 

4-  4 4 

4-  3l, 

4 2 B 

4-  <1, 

4-  0 s 

-19  , 

— [9]. 

[9]. 

+ 8 , 4-  7 j 

4-  6 j 

+ 3’. 

+ 4 s 

4- 

4-'i'- 

4-  • s 

4-  0 

-[401. 

[401. 

4-  9 , 4-8-2 

4- [71» 

+ .4  . 

+ ,31.-. 

+ [4], 

4-  3], 

4-  2,s 

4-1« 

n = 10. 

0-,  4-[1  U 4-  7,«  + + 91» 

[0  , + II,  +lü,  + 
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r.  iS) 


{2}’  = II |2  -I-  1 1 + -4- + ' <i2 

{3}'  = + [4i3  + [21,  + 

<*)' - [o],  +[i],  +;ä,  + ...  + 5, 


{5}' = ü!ä  + )4j,  + [2],  + 3 ;5  + [4  5 
{6}'  = iO]6  +[1],  + [2],  + [31, 

{7}'  = [01,  +[4  ; -4-  2 ; 

{»}’=  l«j»  +[*\ 


(0) 

= 

— [9,;o 

— [°]l 

—PI, 

[0],  -[9], 

-[0], 

-[0],  -t«l,  -[0), 

{<} 

= 

[0). 

-CI. 

-Pli 

-m. 

-m,  -[«i. 

— [*]. 

— {<!,  -(1),  —LP, 

{2} 

= 

M). 

+ 9], 

-[*]. 

- 2, 

-[*], 

-[2)3  -[21, 

— [21s 

-[2',  -[*), 

(3) 

= 

[«]. 

+ 1 1 

+i°i 

-I« 

— Pli 

-[3)2 

Pis  .3  4 

— 3]. 

[3]. 

M) 

= 

[31. 

+ [21. 

+ (•]* 

+ 9]:, 

-1*1. 

-[*). 

-[*:, 

-[*],  -[*)» 

-PI. 

(3) 

= 

Ml» 

+[3], 

■4-1*:, 

+ 1 3 + 9 4 

-[51. 

[5]i 

-[5j2 

-[5)3  -15), 

{«) 

= 

[5.0 

+ [*], 

+[31, 

+ [2  3 + 1 i« 

+ [9], 

-[•]. 

— [®], 

-[OU 

{’) 

= 

[*!. 

+ 15, 

+ v. 

+ [31,  +[21, 

+ M1.  +[01, 

-PI, 

-m. 

— Pit 

{«} 

= 

PI. 

+ L6.1 

+ [5], 

+M]j  +[3], 

+ Pls 

+ [4  0 +[0], 

— L«j. 

-[81. 

{9} 

= 

Wo 

+ [7]. 

+[61, 

+ [5  3 + [*J« 

+ [31, 

+ [21,  +[41,  + , 0 U 

— ,®]« 

{(0)  = [9)0  + |8),  + 7 , + i6!.t  + |5],  + )4]s  + [3.  +[21,  + .4  „ 

n = 9. 


{0}'  = 0]o  + 1 0 + 2 o + + [8]o 

M}’ = [0],  +[1],  +[21,  + +17], 

(2)'  = [0],  + [1,2  + 2 2 + + .6)2 

MV  _ll  I .4.  .V 


WJ  = ’ J3  +.*JS  + • • • • + 1 ■:* 

[4J’  = 0]4  + ,4  , +[2)4  + 3)(  + ij, 

i»r-  [o],  +m).  +[*]»  +[>]* 

{fi}'=  [01,  +[H,  +[2’|, 

17)' = [0],  +[41, 


{«}  = 

— lOjo 

-[0), 

— [0  2 

— [0], 

-[01. 

-[0], 

-[0). 

-[•], 

{')  = 

[01. 

-[«]. 

—[«3, 

-PI2 

-[<], 

-Ml» 

-Ml. 

—Ml» 

-MIj 

(2)  = 

PI. 

+ 101, 

— [2). 

-[2], 

— [2  2 

— 1*1:» 

-[2], 

— [2)s 

-12], 

[3)  = 

1*  U 

+ '!. 

+ 9 2 

— [3|. 

-[3], 

— [3’, 

-[3], 

-[3]. 

-[3], 

39’ 
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[52 


w = 

[»). 

+12]. 

+ [4  i 

+ 0 3 

-[*). 

-[*1. 

-[•:* 

—[Mi 

-[M, 

{5}  = 

[ Mo 

+ [3], 

+ 2* 

+(Mi 

+ [0, 

-[»]. 

- 3!i 

-m* 

—[51» 

{6}  = 

[3jo 

+ L4  i 

+13]» 

+ 2ij 

+ ! M« 

+[0]l 

— [0]. 

-[61. 

-[•]. 

{7}  = 

[«]. 

+ [3], 

+ Mi 

+[3;a 

+1*1. 

+IM» 

+ [«]. 

-[71. 

-[7;. 

{8}  = 

[7]. 

+ [6]. 

+[*]* 

+ Mi 

+ [3], 

+ 2;, 

+[M. 

+ 0, 

-[*]. 

{9}  = 

1®]» 

+tn. 

+ .6  i 

+[»]* 

+[*]« 

+ 3|j 

+;*:« 

+[r, 

« = 8. 

{0}' = [0],  ■+■  Mo  +E*]o  + + 17]. 

{«}’  = [®],  + [M.  +[21.  + + [•]. 

(2)'  = [0],  + [Mi  +[2],  + +[5], 

{3}'  = [0],  + [4]»  +,tjj  + + [Ma 

{*}'  = [»].  +[•]«  + [*]«  +[3]. 

{5}'  = [0]5  +[1],  +[*]. 

{6>'=  [0],  +[4], 


{0}  - 

-[0], 

—(«]. 

-[0)i 

~[0]i 

-[»]. 

— [0]> 

[M  = 

[«]. 

-[Mo 

-m. 

—[Mi 

-[Mi 

-IM« 

—[Mi 

-[M. 

{2}  = 

[•]. 

+ [0], 

-[*]. 

-[*]. 

-[*]. 

-Mi 

-[*]« 

-[2k 

{3}  = 

[2’o 

+EM. 

+ [°Ji 

-[3], 

-[3], 

— [31i 

— [3]j 

— [3 1. 

{*)  = 

[3]o 

+ [*]. 

+[Mi 

+ [0[i 

— [Mo 

-IM. 

-[Mi 

— [Mi 

{5}  = 

4 jo 

+ [3]. 

+ [2  i 

+[M, 

+ [0]4 

—[M. 

-IM. 

-[•Mi 

{6}  = 

[»]• 

+[M. 

+ 3 i 

+ ]2]s 

+ [«]« 

+ [0]i 

[6  jo 

— [6  . 

{7}  = 

[61. 

+ [5], 

+ .Mi  + 31, 

+ 12'« 

+ 1 5 

+[«1. 

-[7]. 

{8}  = 

[71. 

+ 6 i 

+[3]i 

+ . 4]3 

+ 3]« 

+ 2]» 

+ 1 . 

fl 

= 7. 

{«}’  = 

.0,. 

+ [4  o 

+[*;. 

■+■  . . 

• • • + 6 . 

(U'  = 

Oll 

+ [M. 

+ l2  i 

+ . . . 

■ • + 3}| 

{2}’  = 

[0]i 

+[Mi 

+ L*Ji 

+ i:*  2 

+ [Ml 

{3]’  = 

[Oll 

+[M> 

+ l2j» 

+ ß 3 

{*)*  = 

["]« 

+:m« 

+ .2, 

{5}'  - 

[Ol 

+ J 5 
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{0}  = 

-[«].  — 10], 

— Pk 

-[0], 

— [0]4 

-[•]» 

{1}  ” 

[0]. 

— [1].  — [l]t 

-P3i 

-[*], 

-[<]. 

-[«]» 

P}  = 

[«].  +1«]. 

-[8].  — [21, 

-[*]* 

-Pk 

-Pk 

{3}  = 

[*].  +[l]i 

+[•], 

— [3].  -[3], 

-[3], 

-[»]. 

{*}  = 

[3  jo  +[*]i  +l‘k 

-K°J3 

-[*].  -[*], 

-[*], 

{5}  = 

Wo  +[3]i 

+ Pk 

+[lk 

+[•]« 

-[51.  -{5], 

{6}  = 

5Jo  + i i 

+ [3], 

-♦-Pk 

+[«k 

+ Pk 

— i6Jo 

{’}  = 

;«j.  +i8], 

+ L*j2 

+ [3j3 

+Pk 

+ [<]. 

n 

= 6. 

{0}'  = 

[0,  +[l],  + [2],  + 

.... 

+ [5]„ 

{<}’ = [0-,  +[J]|  -H[S||  +[3]!  -»-[4J, 
{i}' = Ojj  -»-[1],  -*-[8  2 + [3], 

{3}'  = °.3  + [•],  +P]j 

{‘}'=  [«]*  + *]i 


{0}  = —[01,  — [0  , — [0]j  -[0]j  -L0]4 

{<}  = t»}. 

-[«]<.  -ui,  — [i]3  -ii]4 

{2}  = [4],  + 01, 

-Wo  -Pk  -[*], 

{3}  = [2],  + 1]|  +i0  2 

-[3],  -[3],  — [3  x 

W = [3]o  + P]|  +[<],  +(0]j 

-Wo  — [*). 

{5}  = [4],  +[3],  + 8],  +[lk  +[0], 

-Wo 

{6}  - l»]o  +[4],  +;3[a  + [2]j  +[!], 

» OB  5.  ' 

{0}’  = 0],  +[l],  [i,0  +]3],  +]4|, 

{'}’  = [0].  + I].  +[*].  +3], 

{2}'  = ;0,  + I , -t-[2], 

{3}-  = [0]a  + I], 


{0}  = -10,  -[o , — [oj,  ~[0}3 
{•}  = 10]. 

-[<].  -t'li  — i*k  -[I], 

{2}  = [I],  +[0], 

-[*].  “PJi  -[*]» 
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15» 


{3j  = 

4.0  + ' 1 
- 3 . - 3 , 

+ 0, 

{‘}  = 

3 o + - i 
- * 0 

•+•  l.i  + "i 

{5}  = 

' o + 3 i 

+ 4 l + • i 

/<  = V 

{0}'  = 0,  + l0-t-4,-t-3, 

{•}'  = fl,  + I,  + i, 

{*}'  = ».  + •« 

(0)  = - II,  -0,  -0, 

{«}  = »0 

- • 1 

{*}  = ' . + 0 1 

— i u — 4 , 

{3}  = ?,+!,+  0 , 

(M  = .3.»  +.*  i + I l 

« = 3. 

{fl)'  - d|  + 1 » + äi 

m = l*>  . 


{0}  = - 01,  - 0 , 

{1}  = [0  „ — t , - 1 , 

(*}  - [«:. 

{3}  = 

n = i. 

{0}'  = 0 „ + I „ 


{0}  = - 0 „ 

{'}  = » , 0 

{4}  = l( 

Alle  diese  Ausdrücke  schreiten  nach  so  einfachen  Gesetzen  fori, 
dass  man  sic  ohne  Schwierigkeit  für  joden  beliebigen  Werth  von  n 
hinschreiben  kann.  Die  willkührliche  Grösse  [0  ist  allenthalben 
weggelassen  worden,  man  kann  sie  aber  leicht  ergänzen,  wenn  man 
sie  nicht  gleich  Null  machen  will. 


36. 

Zur  näheren  Hinsicht  in  die  überaus  kurze  Rechnung,  auf  wel- 
che das  in  Rede  stehende  Verfahren  hinfuhrt,  sollen  zwei  kleine 
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Beispiele  hinzugefügt  werden,  die  aliei'  fingirte  sein  müssen,  da 
gegenwärtig  keine  in  Wirklichkeit  ausgeführlen  vorliegen.  Fingirte 
Beispiele  haben  übrigens  den  Nutzen,  dass  sie  so  eingerichtet  wer- 
den können,  dass  die  Higenthüinlichkeiten  des  durch  sie  zu  erläu- 
ternden Verfahrens  hervortreten,  was  bei  den  der  Wirklichkeit 
entnommenen  nicht  immer  der  Fall  ist. 

Sei  zuerst 

n = 8 

und  habe  man  durch  die  Messungen  die  folgenden  Zahlenwerthe 
erhalten,  unter  deren  Einheit  man  sich  ,lff  Millimeter  denken  kann, 


und  die  sich 

folglich  bis  auf  , „ Millimeter 

einschliesslich  er 

strecken : 

i0’„  = 

+0.32, 

0 | = +0.35, 

0 , = 

+ 1.22, 

[0  , = +0.27 

r„  = 

+0.32, 

T,  = +0.52. 

1 2 = 

+ 1.17, 

'1  , ==  +0.11 

■2  , = 

+ 0.28, 

:2  , = +0.48. 

i*]t  = 

+ 1.08, 

2 , = +0.02 

[3],  = 

+ 0.22, 

[3],  = +0.43, 

3 i — 

+0.93, 

3 = —0.17 

[41.  = 

+ 0.20, 

i , = *+-0.3o, 

+0.82, 

4::i  = -0.27 

l.ö  0 = 

+0.20, 

5!,  ^ -4-0.27, 

[6],- 

+ 0.79 

■6  c,  = 

+0.10, 

[6],  = -f-0.20 

,1  ]„  = 

+0.16 

[0].  = 

+0.31, 

0]4  = —1.80, 

[0;.  = 

—0.95 

[<].- 

+0.20, 

© 

1 

II 

•<3 

[4].  = 

— 1.07 

[*].« 

—0.03, 

,2,  = -2.18 

[3  , = 

—0.12 

In 

Folge  der  Bemerkung  des 

Art.  24 

sollen  den  einzelnen  Zah 

lenwerlhen  dieser  Gruppen  bez.  die  Zahlen 

—0.22,  —0.40,  —1.00,  0.00 

—0.09,  +2.00,  +1.01, 

hinzugefügt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  übergehen, 


;oi0  = 

+0.10, 

[0  , 

= 

+ 0.15, 

0]a  = 

+0.22, 

0 

= 

+0.27 

[i  i.  = 

+ 0.10, 

= 

+0.12, 

[4]*  = 

+0.17, 

1 » 

= 

+ 0.11 

'*].  = 

+ 0.06, 

2 . 

= 

+ 0.08, 

[*]*  = 

+0.08, 

L*]. 

= 

+0.02 

3 . = 

+0.00, 

[3j. 

= 

+ 0.03, 

3 2 = 

—0.05, 

[3], 

= 

—0.17 

ij.  = 

—0.02, 

[4]. 

= 

—0.05, 

i 2 = 

— 0.18, 

4], 

= 

— 0.27 

[5]«  = 

—0.02, 

5 , 

= 

—0.13, 

L®  2 == 

— 0.21 

o „ = 

— 0.12, 

[«]. 

= 

—0.20 

i „ = 

—0.06 
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j0\  = 

4-0.22, 

0\  = 4-0.20. 

0’,  = 4-0.06 

L*  , = 

4-0.1  1, 

r»  = — o.ok. 

1 „ = —0.06 

[*:.  = 

—0.12, 

2 = —0.18 

L3\  = 

— 0.21 

Hieraus  bekommt  man  zuerst  durch  die  unter  n = 8 in  den  Artt. 
35,  1 0 und  I I ausgeschriebenen  Ausdrücke 
}0j'=  -t-0. Ok,  jo!  = — 1 .22,  S,  = — 2. 4t,  />,,  = —0.03,  A,  = 4-O.ftl 

jl|'  = 0.00,  |l|  = — 0.41,  S,  = —1.05,  Z>,  = +0.23,  K,  = O.On 

|2j'  = 4-0.03,  }2{  = 4-0.31.  S,  = 4-0.8  k,  I),  = —0.22,  A,  = —0.03 

|3|'=  —0.0k,  {3|  = 4-0.80,  S,  = 4-1.38.  D,=  4-0.02,  A,  = —0.16 

j4j'  = 0.00,  jkj  = 4-1  04,  S,  = 4-2.08 

;5!'==  —0.02.  jöj  = 4-0.78 

j 6}'  = 0.00,  jO;  = 4-0.53 

’7j'=  0 , j7{  = —0.04 

js;  ==  —1.19 

Man  kann  sich  leicht  davon  Oberzeugen,  dass  diese  Zahlenwerthe 
den  beiden  Bedingungsgleichungen  u und  [b)  des  Art.  8 GenOge 
leisten.  Seien  nun  die  Theilungsfehler 

(o;  = 0,  (8  = 0 

dann  geben  die  Gleichungen  des  Art.  I k zunächst 

L„  = —0.03 
/,,  = —0.02 
Lj  = 4-0.0157 
Ls  = 4-0.01 40 

Es  ist  zu  bemerken , dass  zur  Berechnung  dieser  L die  letzten  der 
mit  A und  f>  bezeichnelen  Grössen  gar  nicht  gebraucht  worden 
sind , und  dass  diess  immer  der  Kall  sein  wird ; man  kann  sie  da- 
hingegen zur  Conlrole  der  numerischen  Berechnung  der  L verwen- 
den. Berechnet  man  durch  Hülfe  dieser  Grössen,  deren  allgemeine 
Bezeichnung  den  Index  p — I und  bez.  </  hat,  durch  fortgesetzte 
Anwendung  der  l»et reffenden  Gleichungen  des  Art.  I 4,  auch  Lp.  oder 
bez.  LJ+1,  so  muss  man,  wenn  die  numerische  Rechnung  fehlerfrei 
ausgeführt  ist, 

Lr  = 0,  und  bez.  = — Li 

erhalten.  Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  eben  für  unser 
Beispiel  angegebenen  Zahlenwerthe  der  ersten  dieser  beiden  Bedin- 
gungen indem  hier  n grade  ist  entsprechen. 
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Man  bekommt  hierauf  leicht 

(*,1)  = —0.1311  (*,  3)  = —0.4433 

(d,1)  = —0.0277  {d. 3 = —0.0007 

(s,2)  = — 0.361 1 {#,4;  =—0.4989 

(d, 2)  = +0  0262 
und  hieraus  die  Theilungsfehler 

(n  = —0.0894  (5)  = —0.2213 

(2  = —0.1675  6 = —0  1937 

3;  = —0.2220  (7)  = —0.0617 

(4)  = —0.2494 

wozu  noch 

(0)  = 0 , (8)  s=  0 

kommen. 

Um  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  berechnen , giebt  der 
Art.  20  für  unser  Beispiel  zuerst 

U,  = 0.6961 

und  die  obigen  Zahlenwerthe  geben  ferner 

= 6. 1 892 

J}  = 0.0016,  W = 0.0009,  8 J'f  = 0.0200 

J?  = 0.0000,  L,*  = 0.0004,  14 J'?  — 0.0178 

,/j2  = 0.0025,  LäJ  = 0.0002,  I8./7  = 0.0005 

. /:  - = 0.0016,  L,‘  = 0.0002,  20.-/ V = 0.0040 

0.0057,  0.0017,  10)423 

womit  der  Ausdruck  des  Art.  23 

JL  = 0.0067 

ergiebt. 

Berechnet  man  endlich  auch  die  Werthe  der  wi„ , m, . m.2,  etc., 
wozu  man  sich  am  einfachsten  der  Gleichungen  des  Art.  16  bedient, 
so  erhalt  man,  wenn  zugleich  die  obige  Bemerkung  in  Betreff  der 
den  Messungen  hinzugefugten  Zahlenwerthe  berücksichtigt  wird, 
m„  = —0.0050  —0.22  = —0.2250 
m,  = —0.0040  —0.40  = —0.4040 
nh  = -0.0053  —1.00  = —1.0053 
m,  = +0.0076  0 = +0.0076 

m,  = —0.0006  —0.09  = —0.0906 

TO,  = +0.0062  +2.00  = +2.0062 

m„  = —0.0139  +1.01  = +0.9961 
m-  = 0 =0 
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38  2 

Aus  diesen  Bestimmungen  erhalt  man  ilie  Langen  der  ange- 
wandten Prilfungsinlcrvalle  selbst,  durch  Anwendung  der  in  Art.  I 
gegebenen  Erklärungen  der  überhuii|)t  mit  m I «‘zeichneten  Grössen. 
Nennt  man,  wie  dort,  i tlie  Grösse  der  Intervalle  des  Maassstahes 
nach  der  Anbringung  der  Theilungsfelder,  so  werden  die  Üingcn  der 
bei  der  Berichtigung  desselben  angewandten  Priifungsintervalle  durch 
die  Ausdrücke 

i -l-  m„,  i -I-  m,,  i -t-  ro,,  etc. 

. gegeben. 

37. 

Als  zweites  Beispiel  seien 

n = 5 

und  die  durch  die  angestclltcn  Messungen  erhaltenen  Zahlenwerthe 

[0] ,,  = + 0.20  0),  = — 0.40 

[P„  = +0.30  [11,  = —0.20 

[2] ,  = +0.36  ,2],  = +0.22 

[3] „  = +0.68  [3],  = +0.74 

[4] .  = +0.90 

[0  , = —0.68  0',  = —0.28 

[1] ,  = —0.03  P,  = +0.33 

[2  , = +0.63 

Wir  wollen  diese  zuerst  unverändert  anwenden,  und  zugleich  in  der 
Berechnung 

(*,0)  = —0.3  , [d, 0)  = +0.2 

woraus 

(0)  = —0.05  , (5)  = —0.23 

folgen,  annehmen.  Aus  den  vorstehenden  Zahlenvverthen  ergeben 
sich  nun  zunächst,  durch  Anwendung  der  in  den  Artt.  35,  10  und  I I 
unter  n = 5 ausgeschriebenen  Formeln, 

j0|  '=  +2.44,  ;0fs=+|.16,  S0  = +3.78.  />„=— 1.46,  *„=  + 2.44 
ji;’=+0.36,  ji;  = — 0.18,  S,  = — 0.51,  «,  =+0.13,  *',=+0.92 

j2|  = — 0.08,  ;2;=  — 1.33,  S,  = — 3.27,  «,=  +0.61,  *,=—0.48 

)3j'=— 0.05,  |3j  = — P9* 

j4|'=  0 }4j  = — 0.33 

js;  = +2.12 

welche  wieder  den  Bedingungsgleichungen  .«  und  b des  Art.  8 
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genügen.  Durch  die  bez.  Gleichungen  des  Art.  I V ergehen  sich  zu- 
nächst hieraus 

Ü\  = —0.2«,  K\  = -4-1.24,  L„  = —0.26 
A",  SB  —0.28,  = -4-0.236 

K’2  = —1.68,  L2  = +0.1445 

wo  die  Berechnung  der  L wieder  auf  die  im  vor.  Art.  angegebene 
Weise  hat  geprüft  werden  können.  Hieraus  folgen  nun 
:*,1 ) = 4-0.415  (*,2)  = +0.875 

(d,1)  = +0.0143  i/.2  = —0.0776 

0 = — 0.0500  3 = +0.4768 

1)  = +0.2147  (4)  = +0.2004 

2 = +0.3987  (5  = —0.2500 

Man  erhält  ferner 

' ll ) — 3.4027  2’!Aj2  = 13.8838 

/„2  = 5.9536,  L„‘  = 0.0676,  5 /',J  = 1.2300 

./,J  = 0.0961^  Lt*  = 0.0557,  8./1,2  = 0.0692 
~6.Ö497~  Lj2  = 0.0209,  18,/V  = 0.3762 
oT442  1.6754 

womit  sich 

Sl  = 0.0226 

ergieht.  Schliesslich  werden 

m„  = —0.4480 
m,  = —0.0364 
m2  = +0.0722 

I».,  = +0.0821 

m,  = +0.2000 

womit  man  eben  so,  wie  beim  vorigen  Beispiel  erklärt  wurde,  zu 
den  Prüfungsintervallen  selbst  tibergehen  kann. 


38. 

Es  soll  nun  dasselbe  Beispiel  auf  andere  AVeise  behandelt  wer- 
den. Zuerst  setze  inan 

(0)  — 0,  (5)  = 0 

und  addire  zu  den,  im  vor.  Art.  gegebenen,  durch  die  Messungen 
erhaltenen  Zahlenwerthen  bez.  die  folgenden, 

—0.488;  —0.09;  +0.03;  —0.025 
wodurch  an  deren  Stelle  die  folgenden 
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0],  = —0.288.  0 , = —0.49.  0\  = —0.65 

l „ = — 0.188,  I , = — 0.29,  I 2 = — 0.02 

2 \ = —0.128,  [2',  = +0.13,  ,2  , = +0.68 

'3,  = +0.192,  3',  = +0.65 

4’,  = +0.412 


'0  j = —0.305 
I,  = +0.305 
erhalten  werden,  für  welche 

;o;’=  0 , |0:  = + 1.733,  S0=+3. 78,  ß,=— 0.314.  A.=  0 

jlj'as  0 , Jl;  =— 0.095,  Ä’,=— 0.51,  D,s=+0.320.  A,=  0 

;2;'=+o.oi.  ;2;=— 1.360,  ,s2=— 3.27,  />2=+ 0.550.  a2=+o.o6 
|3f=  0 , ; 3 ; = — 1.910 

>4;  = 0 , ;4;=— 0.415 

; 5 j = + 2.047 

Wie  man  sieht,  sind  hier  die  Werthe  der  verschiedenen  S genau 
dieselben,  wie  im  vor.  Art.,  und  es  lasst  sich  darthun.  dass  diess 
immer  der  Kall  sein  muss,  welche  Grössen  man  auch  den  verschie- 
denen Grup|*en  der  Messungen  hinzufugt.  Hier  bekommen  wir  nun 

L„  = —0.314 
L,  = — 0.31  4 
L-2  = — 0.1555 

und  sodann 

*,  I = +0.715  *.2  = +1.175 

(/.I  =—0.1057  </,2  = —0.1176 

0=0  ~~  3 = +0.6463 

1 = +0.3047  4 = +0.4103 

2 = +0.5287  5=0 


Zur  Summe  der  Kehlerquadrate  ergiebt  sich  jetzt 
II  = 2.1760,  2 r;*'1  ss  12.8724 
./*  = 0,  W = 0.0986,  5 J'f  = 0 
J*  = 0.  /.,3  = 0.0986,  8./V  = 0.2008 
Lj1  = 0.0242,  1 8.7  V = 0.4356 
0.221 4 0.6364 

und  hiemit 

JL  = 0.0226 


wie  im  vor.  Art.,  obgleich  hier  die  Rechnung  durch  ganz  andere 
Zahlen  geführt  worden  ist. 
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Schliesslich  erhalten  wir  jetzt 

m0  = 0 —0.488  = —0.4880 

m,  = —0.0264—0.09  = —0.1164 
m2  = -0.0778-t-0.03  = —0.0478 
ra,  = —0.0329—0.025  = —0.0779 
m(  =0  =0 

welche,  gleichwie  die  Theilungsfehler,  von  den  im  vor.  Art.  erhal- 
tenen Wertheu  bedeutend  verschieden  sind. 

39. 

Uni  in  die  eben  erhaltenen  Resultate  die  Bedingungen,  welchen 
die  Theilungsfehler  der  Endstriche  des  zu  berichtigenden  .Maassstabes 
unterliegen,  einzuftlhren,  dienen  die  Gleichungen  der  Artt.  17  und  18. 
Nehmen  wir,  wie  im  vorvor.  Art.,  an,  dass 

(0;  = — 0.05,  und  (5)  = — 0.25 
sein  sollen,  so  erhalten  wir  durch  die  Gleichung  (k)  des  Art.  17 

3(0)  = —0.05 
3(1)  = —0.09 
3(2)  = —0.13 
3(3)  = —0.17 
3(4)  = —0.21 
3(5)  = — 0.25 
und  aus  den  Gleichungen  (m)  des  Art.  18, 

3m0  = +0.04 
3m,  = -t-0.08 
öm2  = +0.12 
dm,  = +0.16 
3m,  = +0.20 

Fügt  man  diese  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Resultaten  hinzu,  so  er- 
geben sich 

(0)  = —0.0500  m0  = —0.4480 

(1)  = +0.2147  m,  = —0.0364 

(2)  = +0.3987  n»a  = +0.0722 

(3)  = +0.4763  m3  = +0.0821 

(4)  = +0.2003  m,  = +0.2000 

(5)  = —0.2500 

welche  sich  mit  den  Resultaten  des  vorvor.  Art.,  wo  der  Rechnung 
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sofort  dieselben  Bedingungen  unlergelegt  worden  waren,  in  voll- 
ständiger Ueberefnstiiumnng  befinden. 


iO. 

Die  Gleichungen  des  Art.  19  kommen  zur  Anwendung,  wenn 
nicht  die  Theilungsfehler  der  Endstriche,  sondern  die  anderer  Theil- 
striche  des  Maassstabes  im  Voraus  gegeben  sind.  Zur  weiteren  Er- 
läuterung dieser  Gleichungen  soll  angenommen  werden,  dsss  in  un- 
serem Beispiel  nicht  die  Kehler  der  Theilstriche  0 und  3,  sondern 
stall  dessen  die  der  2 und  4 gegeben  seien!  und  zwar  dass 

(2)  = -4-0. 4487,  und  (4)  = +0.2503 
werden  sollen.  Zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  19  erhal- 
ten wir  jetzt 

c = 2,  (c)  = +0.4487,  I»  = +0.3287 
c = 4,  (e)  = +0.2303,  {t}  = +0.4103 
C = —0.0400,  E = —0.0800 

wo  die  Werthe  von  / und  (t)  diejenigen  sind , die  im  Art.  38  ge- 
funden worden  waren.  Die  Gleichungen  k")  und  m'  des  Art.  19 
geben  nun  durch  Anwendung  der  vorstehenden  Zahlenwerlhe  sogleich 
(V  0)  = 0 ö 'm„  = +0.04 

d'(1)  = —0.04  d'm,  = +0.08 

<V'(2)  = —0.08  d'm?  = +0.12 

d'(3)  = —0.12  d'm,,  — +0.16 

(>';4)  = —0.16  d'm,  — +0.20 

<J'(5)  = —0.20 

welche  den  Resultaten  des  Art.  38  hinzuzufugen  sind.  Man  sieht, 
dass  die  Werthe  der  m dieselben  werden  wie  im  vor.  Art.,  weshalb 
sie  nicht  hingeschrieben  zu  werden  brauchen ; für  die  Theilungsfehler 
ergeben  sich  jetzt 

(0)  = 0 

(1)  = +0.2647 

(2)  = +0.4487 

(3)  = +0.3262 

(4)  = +0.2303 

(5)  = —0.2000 

woraus  man  erkennt,  dass  die  den  Theilungsfehlern  (2)  und  i 
oben  untergelegten  Redingungen  erfüllt  sind.  Uebrigens  wird  man 
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leicht  gewahr,  dass  diese  BedinguDgen  so  angenoninien  worden  sind, 
dass  sie  nur  eine  Verschiebung  der  Theilungsfehler  bewirken,  was 
jedoch  in  den  Anwendungen  nicht  Vorkommen  wird , und  auch 
leichter  berücksichtigt  werden  konnte.  Die  vorstehende  Behandlung 
unseres  Beispiels  hat  blos  den  Zweck  zu  zeigen,  dass  man  in  allen 
Fidlen,  welche  Vorkommen  können,  die  Aufgabe  so  lösen  darf,  als 
wären  0)  und  («)  gleich  Null,  und  dass  man  darauf  jede  mögliche 
Bedingung  in  Betreff  der  zwei  Theilungsfehler,  welche  die  Auflösung 
unbestimmt  lässt,  mögen  diese  sein,  welche  sie  wollen,  durch  die 
Gleichungen  der  Artt.  17,  18,  19  mit  Leichtigkeit  berücksichtigen  kann. 


Zweites  Verfahren. 

41. 

Das  eben  abgehandelte  Verfahren  ist  das  vollkommenste,  welches 
zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  gegeben  werden  kann,  da  es  alle  Coiu- 
binationen  der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  berück- 
sichtigt, welche  überhaupt  der  Messung  unterworfen  werden  können. 
Dieses  Verfahren  muss  deshalb  allen  Unbekannten  der  Aufgabe  die 
grösstmöglichen  Gewichte  zutheilen,  auch  sind  die  Rechnungen, 
welche  es  verlangt,  so  einfach  und  kurz,  wie  bei  keinem  anderen 
Verfahren  möglich  ist.  Dieses  Verfahren  verdient  daher  vorzugs- 
weise angewandt  zu  werden,  und  würde  auch  immer  ungewandt 
werden  können,  wenn  nicht  ein  Umstand  damit  verbunden  wäre, 
der  in  manchen  Fällen,  welche  Vorkommen  können,  wenn  man 
von  der  Strenge  Nichts  vergeben  will,  dessen  Anwendung  sehr 
mühsam  macht.  Wenn  nemlich  n eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  so 
wächst  die  Anzahl  der  auszurührenden  Messungen  (nahe  im  Verhält- 
niss  von  n'2)  so  an,  dass  die  Ausführung  derselben  sehr  mühsam  und 
zeitraubend  wird. 

In  Anbetracht  dieses  Umstandes  erscheint  es  nicht  überflüssig, 
noch  ein  anderes  Verfahren  anzugeben , welches  bei  einer  grossen 
Anzahl  von  Intervallen  oder  Theilstrichen  auf  geringere  Arbeit  hin- 
sichtlich der  anzustellenden  Messungen  hinführt,  und  es  liegt  an  der 
Hand,  dass  diess  nur  dadurch  bewirkt  werden  kann,  dass  man  ge- 
wisse Gattungen  von  Combinationcn  der  Messung  nicht  unterwirft. 
Da  aber  hiemil  zugleich  die  ganze  Auflösung  der  vorliegenden  Auf- 


s 
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gäbe  einen  veränderten  Gang  nimmt  und  auf  Endgleichungen  ande- 
rer Form  hinfuhrl,  so  muss  diese  Verfahrungsart  besonders  abgeleitet 
und  erklärt  werden. 

i2. 

Es  giebt  eine  Gattung  von  Combinationen,  die  auf  keinen  Fall 
weggelassen  werden  darf,  uemlich  ilie  Verbindung  der  Theilstriche 
0 und  I,  I und  2,  2 und  3,  u.  s.  w.  mit  einander,  oder  mit  anderen 
Worten  die  Vergleichung  der  einzelnen  Intervalle  des  Maassstabes 
mit  einein  Prilfungsintervall,  und  diese  soll  daher  in  den  nachfolgen- 
den Entwickelungen  ausdrücklich  aufgenoinmen  werden.  Da  es  aber 
von  der  besonderen  Anschauung  der  die  Ausführung  leitenden  Per- 
son abhangt , welche  der  Übrigen  Combinationen  entweder  wegge- 
lassen oder  aufgenoinmen  werden  sollen,  so  wollen  wir  diese  letz- 
teren allgemein  halten,  und  die  Formeln  unter  diesem  Gesichtspunkt 
entwickeln. 

Seien  x,  ft,  etc.  die  übrigen  aulV.unehmcuden  Intervalle,  ihrer 
Grösse  nach  geordnet,  so  dass 

x ■<  A.  < fi  etc. 

und  sei  das  grösste  dieser  Intervalle  nicht  grösser  als  p oder  bez.  y. 
wo  p und  q dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  den  Artt.  !)  u.  f. 
Seien  ferner  tj  die  Anzahl  aller  aufgenommenen  Intervalle,  wodurch 
tj  = (der  Anzahl  der  x,  A,  ft,  etc.)  -t-l 
wird,  dann  siud  die  ursprünglichen  Gleichungen  unserer  Aufgabe 

— (Oj  -+-  (1)  -t-z»n  — 0 

— 0)  ■+■  (i)  •+•>«»  •+•[*]«  = o 

— (2)  + (3)  +»«o  "+"[2]o  = 0 

etc.  bis 

— (n— 2 (n— 1)  -+-  m„  ■+•  [»— i]0  = 0 

— n — I)  -t-  -t-  m„  -+-  [»—<]„  = ft 

— ,0)  -t-  (x)  -+-  m,  -t-  [0],  = 0 

— (I)  -*■  a-f-l)  -+■  tn,  -+-  [1],  = ft 

etc.  bis 

— (n — x — 4)  -t-  (n — ly  -+•  m i -+-  [ii — x — I],  = 0 

— n — x)  -+■  (»)  -+■  w,  -t-  ji — x | — 0 

— (0/  "+■  (*/  + m2  + L**]r  = d 

— ( I ) -t-  (A-f- 1)  + *h  + [^Ji  = 0 

etc.  bis 
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— ii — 4 — I + <n — I + »»j  -+-  i n — 4 — ll2  = 0 

— ii — 4 + ir  + i»j  + [ii — 42  = 0 

— 0 + ft  + »h3  ■+■  t0  j = 0 

— I + ii-t- 1 + in  , + 1 J -j  = 0 

etc.  bis 

— n — fi—  I + n — |.i  + ms  + n — // — 1 2 = 0 

— ii — ft)  + (ii)  -+-  «i,  + | n — fi  3 = 0 

etc. 

die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  behandeln  sind. 

43. 

Das  bekannte  Verfahren  fuhrt  auf  die  folgenden  Endgleichungen : 

0 — I — x — T—  ti'  — etc. 

— *«„—»» | — ....  — }0j  = ü 

— I)  + i,-t-l  I — 2 — x+l  — 4+1  — fi-hl  — etc. 

— tu, — — ...  — + }1j  = 0 

— I + + 3 — x+2  — 4+2,—  fi  + t — etc. 

—ui, — iiij — ...  — hi v , + J2|  = 0 
u.  s.  \v.  bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  x — I , ferner 

— 0 — x — I + ;;  + 2 x — x+l  — 2x  — x+4  — x + ii  — etc. 

— iiij — m:, — ...  — w,_,  + jxj  = 0 

— I — y.  + ?,  + 2 x+l  — x+2  — 2x+ 1 — x+4+ 1 — x+/i+l)  — etc. 

— mi2 — in:, — ...  — III,  , + }x+  1 1 = 0 

u.  s.  vv.  bis  zur  Gleichung  ftlr  den  Theilungsfehler  4 — I , ferner 

— t)  — 4 — x — 4 — I + /,+3  4 — 4+1  — 4+x  — 24  — 4+/i  — etc. 

— in, — in, — . . . — »«,  _!  + }4J  = 0 

— I — 4— x+ I — 4 + <^  + 3 4+1  — 4+2 

— ,4+x+l  24+r—4+,«+l)— etc. 

— tu, — in 4 — ...  — in,  , + j4+1{  = 0 
ii.  s.  w.  bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  (ft — I),  ferner 

— ^0'  — (fi — 4 — fi — x — fi — 1 1 + /,  + 4 •ii) 

—!  /i -t-  \ ) — jt+x)  — 'X— fi'  — {ifi)  — etc. 

—m,—ni,—  . . + l/ij  = Ü 

— | — ii — 4+1  — fi — x+l  — [fi'  + : >|  + 4 ,ii+l 

— jii  + 2 — fi  +*x+.  I — /i+4+1 , — tu  + 1 — etc. 

— i», — »»; i — . . . — + {/<+!}  = 0 

u.  s.  w.  bis  alle  aufgenonuuenen  Combinalionen  erschöpft,  und  die 

Ahhandl.  «I.  K.  S.  UeselUcli.  <1.  Wiwmrh,  >,Y.  40 
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lüeirluingen  für  alle  Thcilungsfeliler  erliallen  sind.  * 


Hierauf  koni- 

die  folgenden  Ideirhiingcn  für  die  IVüfiingsintervalle  hinzu: 


men  nur 

— 0 -+-  n +HIII,,  -+- 

— 0 — I — ...  — x — I -+•  n — x-h  I -f - + ii  -h  ii  — y.+  I in, -h 

— 0 — I — . . . — ■ A—  1 + ii — x + 1 + . . , + ii  + ii — /.  + 1 

— 0 — I — . . . — Zl—I  + ll—fl~^\  +...+  ’)(  “4“  N — H Tr  I ZZZj-+* 


= II 
' = « 
= H 
' = II 


u.  s.  \v.  iiis  die  (Heicliiingen  für  alle  PrUfimgsinlcnidle  erhalten  sind. 


Die  Willig  bekannten  (ilieder  dieser  (ileirlitingen  haben  die  fol- 
genden Ausdrücke: 

|0j  = - 01, , — 11,-11,-  0 , - etc. 

{I!  = <>  o - W,  -1,-1.-  I],  - etc 

!*:  = I ,,  - i , - i}2  - * , - etc. 

n.  s.  w.  bis  zu  jx — l{,  ferner 
}x|  = [x — I „ — 'x\,  -+-(*,  — x | — « , — x , — etc. 

,'*+• 1 ;=  X „ — x+  I „ -+-  I , — x-4-  I , — z-f-  I — /.+  I — rlr. 

ii.  s.  \v.  bis  JA — I ferner 

|Aj  = X— I „ — Al,  + A— x , — x , + 0 , — x j — A , — etc. 

jx+IJ  = x A+ 1 ,+■  x — x-4- I | — A+l  ,-f-  I ,—  A+  I .,—  A+ 1 i etc 

ii.  s.  w.  bis  J/i — 1 {,  ferner 


; )i 

I = 

ii- 

-1 

II 

fl 

II  ■+■ 

fl 7. 

1 

III  | -4-  ii — X 

•*  

fi 

■i 

+ 0 , - 

T 

~ II 

i ” 

— fi 

, — etc 

- + 1 : 

= 

{/•'„' 

— 

ii  -4- 

1 „ 

-4-  fi 

1 

N 

+ 

1 

- iz  + l | •+■  n — A+ 

i 

II  + 1 ; 

— 

1 ! — ZZ-t-  1 

ii 

+ i 

, - 

11.  s. 

w 

. bis 

-i! 

= 

ii  — 

2 o 

— ii 

1 — 

i „•+•  ii— i 

i— 1 

, + II — x — 1 

2 + 

—ft  — 

-1  ,+  Hr 

V 

i". 

= 

ZI  — 

1, 

, + 

II- 

-X  1 

■+■  n- 

-x  , 

-t-  II  — ii  , -4- 

otr. 

ferner 

:<»!’ 

= 

« „ 

■ 11. 

+ 

i „ 

-+-  . . 

-4- 

II—  1 

!T 

= 

0 , 

-+• 

1 , 

-+■ 

-4- 

ii — x!, 

!*!' 

= 

<>  ■ 

-4- 

1 i 

+ 

* z 

-4- 

. -4- 

»—Alz 

)3{' 

= 

<>  * 

+ 

1 

+ 

* 

-+-  . 

. -4- 

ii  — ii  | 

etc. 

etc. 

• 

womit  schon  die  Aufgabe  allgemein  gelüst  ist. 


*)  Ich  bemerke  zum  l eberlhiss,  dass  alle  in  «len  vorstehenden  Gleichungen 
in  ( ) ein^esrhlossenen  Grössen  Theihinjssfehler  lietleiilen , mit  Ausnahme  ',,n 
i+t1,  «*t«\  welche  numerische  Üoeftlcienlen  sind. 
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44. 

Zur  nüheren  Verständigung  iler  im  vor.  Art.  erhaltenen  En»I- 
gleiclmngen  wollen  wir  hier  <lie  Hauiiteigenlhilmliehkeiten  ilerselhen 
angeben. 

I Keine  der  Endgltüchungen  enthüll  alle  l'nhekannten,  sondern 
es  fehlen  in  jeder  Gleichung  eine  Anzahl  der  letzteren , wodurch 
ihre  Auflösung  erleichtert  wird. 

t Das  ganze  System  von  Endgleichungen  besteht  aus  recipro- 
ken  Gleichungen,  nciulieh  aus  solchen,  welche  zu  Leiden  Seiten  der 
Diagonale,  die  mau  durch  sie  ziehen  kann,  wenn  sie  geordnet  auf- 
gestellt werden,  sowohl  in  vertikaler  wie  in  horizontaler  Kichtung 
dieselben  Goeflicienlen  halten. 

3 Diese  Endgleichungen  sind  ausserdem  in  Bezug  auf  die  Glie- 
der, welche  die  Theilungsfehler  enthalten,  symmetrisch.  Wenn  man 
»len  letzten  Theilungsfehler  mit  dem  ersten,  den  vorletzten  mit  dem 
zweiten,  u.  s.  w . vertauscht,  dann  bleiben  alle  diese  Gli»*der  dieselben. 
In  Bezug  auf  die  Prilfungsintervullc  kann  man  auch  die.  erste  Glei- 
chung mit  der  letzten,  die  zweite  mit  der  vorletzten,  u.  s.  w.  ver- 
tauschen, wenn  man  zugleich  die  Zeichen  derselben  umkehrt.  Sei»»n 
fitr  einen  Augenblick  »/) , (h  , i , k , (/),  etc.  irgend  welche  Thei- 
lungsfehler, und  r ein  numerischer  Coeflicienl,  dann  lintlet  neben  der 


Gleichung 

— 9) — l/'  — (*'  -+■  r k) — (I — in  — etc. 

— mc — ....  — -h\k\  = 0 

auch  die  Gleichung 

etc.  — 11 — ui — 11 — / -hi  n — A — 11 — i — bi — li  — bi — </ 

■4 -mr  -h -hm,..  , -4*1« — A|  = ü 


stall.  Wenn  man  also  die  erste  liiklfte  dieser  Gleichungen  erhalten 
hat,  so  kann  man  die  zweite  lltilfle  hiernach  sogleich  hinschreiben. 

4 Die  Anzahl  der  »1,  welche  in  »liesen  Gleichungen  Vorkom- 
men, nimmt  gegen  die  Milte  des  Systems  stufenweis  ab,  und  unter 
Umstünden  kommen  in  der  Mitte  eine  oder  mehrere  Gleichungen  vor, 
in  »lenen  gar  keine  tu  enthalten  sind. 


40* 
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45. 

In  Folge  der  Symmetrie  in  den  Endgleichiingen,  auf  welche  im 
vor.  Art.  aufmerksam  gemacht  wurde,  kann  mau  auch  hier  die  im 
«ersten  Verfahren»  eingeführten  Summen  und  Unterschiede  der 
Theilungsfehler  mit  Vortheil  anwenden.  Seien  ilaher  wieder 
»,0  = (ü  -+-  (n,  (</,»  = 0 — II 

(*,l)  = (I)  + II—  I «/, I = Ui  — I) 

etc.  etc, 

welche  Gleichungen,  w ie  man  oben  in  den  Artt.  9 und  1 1 gesehen 
hat,  ihren  natürlichen  Abschluss  bei 

s.p  = 2 ji  , ((/,/i—  I = fi — I — p+t 

Wenn  ii  eine  grade  Zahl  ist,  und  liei 

M = 7 + 7+1  , </.  7 = 7 — 7+1 

wenn  ii  eine  ungrade  Zahl  ist,  finden.  Wir  wollen  sie  alter  hier 
weiter  forlselzen,  und  ferner  noch  die  Bezeichnungen 
x,j}+ 1 = /»+  I + )i — II,  tl.jv  — 0 

'x,/t+2  = p+2  p — 2 , il.p-t- 1 = //+ 1 — /> — I 

etc.  etc. 

und  Itezichungswoisc 

.«,7+1)  = </+  I + 7,  1/.7+I  = 7+I)  — '7 

{*,7+2  = 7+2  + 7—  I . 1/.7+2  sa  7+2'—  7— I 

etc.  etc. 

einführen,  woraus  sich  die  allgemein  gültigen  Gleichungen 

X.li  = x.li Ii  . ll.li)  = iljl Ii 

ergeben,  wenn  /.  irgend  einen  Index  Itezeichnel,  der  nicht  grosser 
als  11  ist. 

4«. 

Wir  können  nun  sehr  leicht  aus  den  Kndgleiehungen  des  Art.  43 
die  entsprechenden  für  die  Summen  und  Unterschiede  uhleilen,  denn 
diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  in  den  Gliedern,  welche  die 
Theilungsfehler  enthalten,  nur  dadurch,  «lass  die  x und  hez.  die  d an 
die  Stelle  jener  treten;  die  (ihrigen  Abänderungen  sind  sehr  leicht 
zu  linden.  Setzt  man  wieder 

s,  = »oj  + ;»{ 

•s.  = } i { + {» — 1 j 

etc. 
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w io  im  All.  1),  so  sind  die  Kndgleichungen  für  die  Summen: 
it  .v,(), — (*,|  — x,x — x.A  — x,/i)  — elc.  4-  S„  = 0 

— *,1  •+■  /(+!  x,  1 — *, 2 — x,x-|- 1 — x,A4- I 

— a'.h  1 — etc.  + Sj  — 0 

— *,l  4-(>/4-l  x,i  — .1,3  — x,x4-ä  — *,A4-2 

— x,/c  -+-  i — eie.  -+-  Sx  = 0 

ete. 

— (x,0  x.x — I 4"  Ij-t-i  X.X  — X.X  4-  1 — '*.ix  — X,X4-A 

— x,x4-/i)  — eie.  -+-  S,  = 0 

— x,  I — .v.x  4-  »(4-  2 x.x4-l  — x.x+2  — x,2x4-U 

— x,*4-A4-l  — '*,x4-,i<4-  I — eie.  4-  S,+l  = 0 

eie. 

— *,(•  — x,A — x)  — (x,A — l)4-r/4-3  *,A) — *,A4- 1) — *,A4-x) 

— *,2A) — [*,A  ■+■/«)  — eie.  4-  S*  = 0 

— [x,  I — x.A — x4~ 1 — x.Aj  -f.  i^-J-3)  (x,A4-  I — v».A4-2) 

— (*,A4-x4-l  — *,2A4-I) — (*,A4-/«4-  I j — eie.  •+-  SUl  — 0 
elc. 

— 8,0) — («./< — Al  — (#,/l — XI  — :'x./c — I -+■  tj+X)  's, fl) — X, /(•+■!) 

— (x./i-t-x  — x.u  4-A — (*,2/»‘  — elc.  -+-  = 0 

— *,l  — 8,(1 — A+l) — V./l  — X-t-  I — lt  + i-  8,11  ■+■  I s./i-t-i 

— (*,/i4-x4*l) — (*,/«4-A4- 1 ) — («,2/i 4*  I)  — ete.  4-  = 0 

eie.  elc. 

Diese  Gleichungen  bestehen  für  sieh,  du  alle  m aus  ihnen  verschwun- 
den sind;  ihre  Anzahl  ist  der  der  Unbekannten,  die  sie  enthalten, 
gleich,  und  sie  bilden  jetzt  das  erste  Syslem  von  lindgleichungen. 
Sie  brechen  bei  der  Gleichung  für  x./i  ab,  wenn  n grade  ist.  und 
bei  der  Gleichung  für  «,</  , wenn  n ungrade  ist.  Sic*  sind  wieder 
reciproke  Gleichungen,  lind  können  auf  bekannte  Weise  aufgelöst 
werden. 


47. 


Selzl  man  wieder 

/>„  = !<»l— !«1 
«i  = c 

eie. 

wie,  im  Arl.  II.  so  ergeben  sieh  die  folgenden  Kndgleielmngen : 
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ij  fi.O  — xd,\)—  d.x,  — tl.i — tl.fi  — etc. 

— 2m„ — im,  — ...  — 2m, ._ , -+-  l>„  = 0 

— (d,0)  ■+■  -f- 1 (/,  I — tl.ii—  il.x-h  I — (/./.+ I — tl.fi  + I — de. 

— im,  — im2 — . . . — 2m,  , -t-  D,  = O 

— i </.  I -t- (»,  •+•  I il.i  — i/.3  — tl.x -hi  — tl.i-hi  — tly/t  + i — de. 

— im,  — mt — . . . . — 2w,_ -+-  l),  — 0 
etc. 

— (/ 0 — (</.x — I •+•  >^  + 2 tl.x  — i/.«+  I — tl.ix — 

— rl.x-h/t ' — etc. 

— im-j — tm, — ....  — int'  ,+/),=  (l 

— d.\  — ( tl.x  -h  tt-h  i tl.x-hi)  — tl.x-hi  — t/.ix-hl  — (/.*-»-/.-»-  I 

— tl.x-hfi-h  I — de. 

— 2m, — 2«n., — ....  — 2w„_,  -+-  /!,+  , = 0 

elc. 

— rf.fl  — [il.i. — x — tl.i — I + tl.i  — tl.i-h  t 

— tl.i-h  x — tl.i'/.  — rf,/.+H  — de. 

— im, — im, — . . . — im,  , -+-  /),  = 11 

— ti.  I — tl.i — x -f-  I — tl.i.  -h  + 3 tl.i-h 1 ) — tl.i-hi 

”((/.A+it+  I — d.2x  + 1 — 1 d,i-h 11  -h  I — de. 

— 2m,, — 2/«, — . . . —im, j_,  -+-  />,+,  = (l 

de. 

— tl.tt) — (/.,(/  — /.  — (/./( — * — tl.fl — l|  + i(  -+-  i (/,/(  — r/,«+li 

— tl.tt  -+-  x — Ktl,/i+i , — (l.ifi)  — de. 

— im, — ....  —2m,  , -+-  />„  = (I 

— i/,l  — </.,« — i-h  I — i/.i( — x+ I — tl.fi  -+-  tl.ft  + I 

— tl.ft -t-i  — tf./i+x-f- 1 — tl./t-hi-h  I — tl.ift-h 1 — eie. 

— im,—  . . . —im,  , -h  />„+,  = 0 

eli1.  eli-. 

welche  bei  der  Gleichung  fur  tl./i — I und  Ir1?.  d.i/  abbrechen. 

Zur  Krgttnzung  dieser  Gleichungen  kommen  noch  die  folgenden  hinzu. 

— 2 </,0  -t-inm„+i\Q}' = [) 

— 2 //.()  — 2 </,  I — . . . — 2 tl.x — I + 2 it — x-+- 1 m,-t-2|l}‘  = fl 

— 2 tl.tt  — 2 tl.  I — ...  — 2 tl.i — I -+- 2 n — 2+1  w.,+2{2}'  = fl 

— 2 tl.tt  — 2 </, I — ...  — 2 tl.tt — I -t-i  11 — ,0+1  m3+2)3}’=  fl 

etc.  eie. 

Die  Gleichungen  dieses  All.  bestehen  wieder  für  sich,  nml  ihre  An- 
zahl isl  wieder  der  der  Unbekannten  gleich ; sie  bilden  das  zweite 
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System  vuii  Gndgleir  Innigen  hei  der  gegenwärtigen  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Audi  sie  sind  reciproke  Gleichungen,  auf  welche  inan 
die  bekannte  Auflösung  solcher  Gleichungen  auwenden  kann. 


k8. 

Wenn  inan  die  Gleichungen  des  vorvor.  und  des  vor.  Art.  für 
irgend  einen  bestimmten  Werth  von  « ausgeschrieben  bat.  so  ereig- 
net sich,  dass  in  einigen  der  *./>•  und  il.k  der  lndc\  I;  di»'  Grenze 
der  Gleichungen  Übersteigt,  mit  anderen  Worten,  »lass  I;  grösser  wird 
als  /».  oder  bez.  p — I.  oder  bez.  »/;  diese  Glieder  können  und  müssen 
durch  Anwendung  der  im  Art.  13  erhaltenen  Gleichungen 

= ,,—k  . il.k  = — </.«—*) 

auf  solche  zuruckgefuhrt  werden,  in  denen  k kleiner  oder  wenig- 
stens nicht  grösser  ist.  als  die  eben  genannten  Grcnzweiihe.  Hiebei 
können  drei  verschiedene  Kalle  einlreten.  die  wir  besonders  erörtern 
wollen. 

1 Wenn  nach  der  erklärten  Xurückführung  des  Index  fc,  dieser 
einen  Werth  nuniunnl,  der  in  der  betreuenden  Gleichung  sonst  nicht 
verkommt,  so  entsteht  ein  besonderes  Glied,  welches  im  ersten  System, 
das  ist  in  den  Gleichungen  für  die  s.k  den  Goeflicienten  — I.  aber 
im  zweiten  System,  oder  in  den  Gleichungen  für  die  il.lc  den  (’.oef- 
licienlen  +1  bekommt. 

2 Wenn  der  zurückgelührle  Index  einen  Werth  bekommt,  der 
ohnehin  in  der  liet  reifenden  Gleichung  verkommt,  so  vereinigen 
sich  diese  beiden  Glieder  mil  einander.  In  den  Gleichungen  für  die 
s.k  bekommt  »las  entstehende  Glied  den  Goeflicienten  — i,  aber  in 

denen  für  die  il.k  liehen  sich  die  beiden  vereinigten  Glieder  gegen- 
seitig auf,  und  verschwinden  daher. 

3 Wenn  der  Index  des  zurückgcführlcn  Gliedes  dem  des  Hau|ü 
gliedes  der  Gleichung  gleich  wird,  »I.  i.  des  Gliedes,  welches  einen 
positiven  Goeflicienten  hat.  so  wird  in  den  Gleichungen  für  die  s.k 
dieser  Goellieieul  tun  Gins  verkleinert,  und  in  denen  für  die  il.k 
um  Gins  vergrössert. 
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19. 

Addirt  man  alle  Gleichungen  des  ersten  Systems  von  Kndglei- 
ehungen  Art.  1(1  . so  kommt  man,  infolge  der  Bedingungsglcirlumg 
;<i)  des  Art.  H auf  eine  Gleichung,  die  identisch  Null  ist,  und  es 
ist  folglich  wieder  eine  der  Summen  (*,k  willkuhrlich,  für  welche 
wieder  am  zweckmassigsten  x.O  gewühlt  wird.  Ausserdem  findet 
man,  dass  in  jeder  Gleichung  dieses  Systemes  wieder  die  Summe 
aller  ('oefficientcn  Ntdl  ist,  welche  Kigenschafl  zur  Prüfung  der  Kich- 
ligkeil  der  Aufstellung  derselben  dienen  kann. 

Multi|>licirt  man  die  Gleichungen  der  ersten  Abtheilung  des  zwei- 
ten Systems  von  Kndgleichungen  Art.  17  der  Reihe  nach  mit 
«,  n — 2,  n — f,  etc. 

und  die  der  zweiten  Abtheilung  der  Keihc  nach  mit 

I . x,  /,  ,n.  etc. 

und  addirt  alle  diese  Produele,  so  bekommt  mau  infolge  der  Be- 
dingungsgleichung 'b  des  Art.  8 wieder  eine  Gleichung,  die  iden- 
tisch Nidl  ist.  Ks  ist  folglich  auch  einer  der  Unterschiede  (d.k  will- 
küluiich,  für  welchen  am  zweckmassigsten  d,l)  gewählt  wird.  Nach 
Aufstellung  dieser  Kndgleichungen  bietet  die  Untersuchung,  ob  sie  in 
der  Thal  der  genannten  Bedingungsgleichung  genügen,  einen  Prüfstein 
für  die  Uichligkeit  der  Aufstellung  dar. 

56. 

Die  im  Art.  17  erhaltenen  allgemeinen  Gleichungen 
d[x.k  ~ x.O 
A ,l,k  = n~1k  d.tt 

nebst  der  k und  den  zunächst  daraus  gezogenen  Schlüssen,  haben 
hier  wieder  volle  Geltung,  aber  die  Gleichungen  in'  des  Art.  18  neh- 
men eine  etwas  andere  Form  an.  Man  findet  ohne  Mühe,  dass  liier 

= 1 d,ö 

n • 

dmx  = * </,() 

Am2  — * (</,«/ 

Ains  = “ ; 

etc. 

werden. 
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Subslituirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  für  t)'s,A-)  in  die  lind- 
gleichungen  des  Art.  46,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  in  jeder 
derselben  x,0  verschwindet!  und  übrigens  dieselbe  Form  bewahrt 
bleibt.  Die  Substitution  der  obigen  Gleichung  für  d(d,k  , so  wieder 
Gleichungen  für  dmu,  dm , , etc.  in  die  Endgleiclnmgen  des  Art.  17 
gicht  ein  ähnliches  Resultat.  Da  in  diesem'  letzteren  Falle  die  Re- 
duclion  weniger  einfach  ist,  so  wollen  wir  sie  für  die  zwei  ersten 
Gleichungen  hier  ansetzen ; für  die  übrigen  Gleichungen  verführt  man 
ebenso. 

Nehmen  wir  blos  auf  die  mit  (r/,0)  inultiplicirlcn  Glieder  Rück- 
sicht, so  giebt  die  erste  Gleichung  des  Art.  47  nach  der  genannten 
Substitution  die  Glieder 


i , r/,0 


n--4  r/,0 

n 

3 

n 

<1.0 

r/,0 

n ; 7 ' 

ix 

H 

r/,0 

<1.0 

n 

3; 

n 

r/,0 

r/,0 

n 

n 

<1.0 

etc.  etc. 

Da  aber  die  Anzahl  der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Goluinuen  = it 
ist,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  sogleich 

tj[d,  0 —!/(/,«)  = 0 

w.  z.  b.  w.  Die  zweite  Endgleichung  des  Art.  17  giebt  unmittelbar 
nach  der  Substitution  die  Glieder 
— r/,0  -1-  »/-l-l  — — r/,( t 


n — 4 

»i 


</,o 


_ n-ix-i 

<1.0 

ix 

<1.0 

n 

n 

_ n-H-i 

r/,0 

__  i/„ 

d.O 

n 

n 

h — 3 ii  — i 

r/,0 

2« 

r/,0 

n 

n 

— etc.  — etc. 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  einer  jeden  der  beiden  GoUunneu  = r( — I 
ist.  Die  Summe  der  Glieder  beider  Columnen  wird  also 

fl  — 3 


<l,o 


und  der  ganze  vorstehende  Ausdruck  wird 
-A 
w.  z.  b.  w. 


— d,0t  -+-,<(+  I , * d.O  — ~ I " M ' <1,0/  = 0 
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ii  ziehen  aus  diesen  I ntcrsuelmugen  den  Schluss.  dass  man 
m jedem  Falle  die  Kndglcichungcn  der  Ai II . ili  und  17  in  der  An- 
nahme 

*,(»  = 0.  i/.O  = 0 

auflosen  darf.  Wenn  in  speciellcn  Fallen  solche  Nebenbedingungen 
vorhanden  sind,  wodurch  den  heiden  Glossen  *,tt  und  </, 0 . oder 
einer  derselben,  Werlho  hcigelcgl  werden  müssen . die  von  der 
Aull  verschieden  sind,  so  kann  man  diese  auf  die  nemliehe  Weise 
berücksichtigen , wie  bei  dem  »ersten  Verfahren«  erklärt  wurde. 

Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  »lass  man  aus  den  Ivndglciehuugcn 
des  Art.  i7  alle  m durch  ein  allgemeines  Verfahren  eliminiien  kann; 
da  aber  hieraus  keine  besonderen  Vortheile  entspringen,  so  unter- 
lasse ich  die  Ausführung,  die  auf  ein  System  von  (Jlcielmngcn  für 
die  il.k  fuhrt,  in  welchen  die  ( loellicienlen  zusammengesetzte  Aus- 
drücke bekommen,  und  kein  Goeflicient  Null  ist. 


öl. 

l'm  die  Summe  der  Fehlcri|uadrate  zu  erhallen,  kann  man  sich 
beim  gegenwärtigen  Verfahren  der  Gleichung  Jl  des  Art.  20.  neni- 
lich  der  Gleichung 

Jl  = //)  + vjlt;  /,■  + 

bedienen,  deren  Anwendung  geringe  Arbeit  verursacht,  aber  ver- 
langt, dass  alle  Inbekannlen  der  Aufgabe  schon  berechnet  worden 

sind.  Diese  Gleichung  ist  iiuless  einer  l mformung  fällig,  welche 

mit  derjenigen,  die  in  den  einfacheren  Fallen  angewandt  zu  werden 
pflegt,  dieselbe  Ouelle  hat,  und  hier  kurz  angedeulel  werden  soll. 

Durch  die  Anwendung  der  ersten  der  im  Art.  21  angegebenen 
Gleichungen  gehl  die  obige  in 

Jl  =11+1  ±St  *,li  + JV/Jt  i/.A  -+- 

Uber.  Setzt  man  nun  vor  Allein  x.O  = 0,  (IA\  = 0,  und  lasst 

demzufolge  die« erste  Gleichung  eines  jeden  der  zwei  Systeme  von 
Entlgleichungen  unbeachtet,  bezeichnet  die  Goellicienlen  der  (ihrigen 
Ivndgleichungeu  auf  die  gewöhnliche  Art.  und  zwar  die*  tles  ersten 
Sy  slemes  mit 

an) , ii/»},  .....  nl 

ab  , Mo hl 

etc. 
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und  zur  Unterscheidung  die  des  zweiten  Systems  mit 
(au  . [ufl  , (ti, 

(«Ä»  M W 

etc. 

wendet  auch  bei  der  Auflösung  der  Endgleichungen  die  bekannten 
Hulfsgrossen  an. 

66.  I , (6c,  I j,  . . . 6/,  I j 
rr,2i,  cd, 2 ....  cf,  2} 
etc. 


so  wie  im  /.weilen  System  die  ähnlichen,  mit  griechischen  Buchstaben 


zu  bezeichnenden . so  liudet  inan  aut'  bekannte  Art : 

n _ //  _ 1 jia'r  . (W.l)*  id.t  - ) 

_ 1 ftüL1  <**■*■*  . O'G*5  . I 

3 ((««:  'r‘  w.i)  dy,*T  j 

wo  die  Reihen  fortgesetzt  werden  müssen,  bis  alle  Unbekannten  er- 
schöpft sind.  Die  Arbeit,  welche  die  Anwendung  dieses  Ausdrucks 
verursacht,  kann  übrigens  derjenigen  des  obigen  Ausdrucks  gleich- 
gesetzt  werden,  da  jeder  dieser  beiden  Ausdrücke  aus  derselben 
Anzahl  von  Gliedern  bestellt. 


32. 

Zur  Berechnung  der  Gewichte,  welche  das  gegenwärtige  Ver- 
fahren den  Unbekannten  beilegt,  ist  folgendes  zu  bemerken.  Die  Anwen- 
dung eines  der  bekannten  Verfahren  zur  unbestimmten  Auflösung  eines 
Systems  von  linearischen  Gleichungen , bei  gegebenem  Werthe  von  n, 
fuhrt  in  Bezug  auf  das  erste  System  von  Endglcichungen  zur  Kcunlniss 
des  Goeflirienten  von  St  in  der  Gleichung  für  «,/.  , welchen  Coefli- 
cienten  wir  x.k  nennen  wollen.  Durch  Anwendung  desselben  Ver- 
fahrens auf  das  zweite  System  von  Endglcichungcu  gelangt  mau  nicht 
.nur  zur  kcunlniss  des  GocIBcienlcn  von  II,  in  der  Gleichung  für  tl.k  , 
sondern  auch  zur  Kcunlniss  des  Goefticienten  von  |ij'  in  der  Gleichung 
für  in,,  welche  beiden  Cooflicienlen  hier  mit  il.l;  und  i ' bezeichnet 
werden  sollen. 

Wenn  wir  nun,  wie  oben,  die  Gewichte  durch  ein  der  betref- 
fenden Grosse  vorgesetzles  V bezeichnen,  so  ist  ohne  Weiteres  all- 
gemein 
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und  den  Entwickelungen  des  Art.  23  gcuiftss 

/»/.  = l‘n-1,  = , , * 

[»,*  + \d,k 

wozu  noch  bemerkt  werden  kann,  dass  inuiicr 

/*  m„  = « 


und  wegen  </./>  = ft. 


w erden. 

Schliesslieh  ist  zu  diesem  Verfahren  noch  zu  bemerken,  dass  man 
gleichwie  im  ersten  Verfahren  durch  Addition  oder  Sublraction  con- 
stanler  Zahlen  die  durch  die  Messungen  gegebenen  Zahlenwerthe  ver- 
kleinern, und  wenn  man  will  bewirken  kann,  dass  die  durch  \k\‘  bc- 
zeichneten  Grossen  Null  oder  wenigstens  »ehr  klein  werden. 


33. 

Ich  halte  es  zur  leichteren  Orientirung  für  dienlich,  die  Gleichun- 
gen, auf  welche  dieses  »zweite  Verfahren«  fuhrt,  ftir  zwei  speciclle 
Wcrthe  von  n auszuschreiben , und  setze  zuerst 

« = 2». 

Die  (Kombinationen,  welche  ich  aufnehmen  werde,  sollen 
x — i.  — i.  ii  = 7.  v = Ift 

. sein,  womit 

V = 5,  i>  = 3 

wird.  Die  vorstehenden  Werthc  von  x,  /.,  /i,  v bedeuten , dass  mau 
ausser  den  einzelnen  Intervallen  des  zu  prüfenden  Maassstabes,  auch  die 
Intervalle  zwischen  den  Theilslrichen  (I  und  2,  I und  3,  u.  s.  w.,  fer- 
ner zwischen  ft  und  V,  I und  3,  u.  s.  w. , ferner  zwischen  ft  und  7. 
I und  8.  u.  s.  w. . endlich  zwischen  ft  und  Ift.  I und  II,  u.  s.  w.  mit 
angemessenen  Prilfungsinlerv allen  vergleichen,  und  die  Unterschiede 
von  diesen  messen  wolle.  Wir  bekommen  nun  zuniiehst 

|»!’=  •>  ,,  ■+-  I ,,  + t\  + + I«  » 

; i ;'  = tr , + r , + 2’ , + — -t-i8, 

|2}'=  ft  , + 1 , ■+■  2 3 + -+-  l(i  , 

|3j’=  0!,  + I , -I-  2 , -f- + '.13, 

} Vl'=  [0ll+l',  + i,  + ....+  ioJt 

aus  welcher  Zusammenstellung  zugleich  ersichtlich  ist.  welche  nume- 
rische Grossen  im  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Messungen  erlangt 
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werden  müssen.  Aus  diesen  letzteren  ergeben  sich  auch  die  Werlhe 
der  }0j,  j I {,  etc.,  deren  Zusammensetzung  ich  so  geordnet,  dass  das  Ge- 
setz des  Fortganges  sogleich  ersichtlich  ist,  auf  der  Rückseite  der  an- 
gehiingten  Tafel  angegeben  habe.  Die  Vorderseite  dieser  Tafel  giebt 
die  beiden  Systeme  von  Kndgleichungcn  für  den  vorliegenden  Fall, 
welche  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Arlt.  i6  und  17  auf- 
gestellt worden,  und  in  denen 

S„  = j0|  + j20j,  />„  = |0'  — |20j 
s,  = ji'+jioj,  i>,  = J i ! — ! 1 9 j 
etc.  etc. 

S — 2' 10'  I)  ==  '0* 'Ml 

sind.  Die  Richtigkeit  der  Aufstellung  der  Kndgleichungen  prüft  man 
dadurch : 

I dass  jedes  System  für  sich  reciprok  sein  muss; 
i dass  in  der  Summe  aller  Gleichungen  des  ersten  Systems  alle 
Unbekannten  verschwinden,  so  wie  dass  ausserdem  in  jeder  Glei- 
chung die  Summe  aller  Gnefficienlen  gleich  Null  sein  muss: 

3)  dass  im  zweiten  System  alle  Unbekannten  verschwinden  sollen, 
nachdem  man  die  Gleichungen  desselben  der  Reihe  nach  mit 
10,  0,  K.  7,  6,  5,  i,  3,  i.  I 

r >’  l :i 

(null  iplicii  l . und  diese  l’rnducte  addirt  hat. 

Der  richtigen  numerischen  Berechnung  der  Grossen  ,S„,  S, , etc. 
etc.  {0}',  J I {'.  etc.  versichert  man  sich  durch  die1  obigen  beiden 
letzten  Bedingungen,  das  ist  durch  die  Anwendung  der  Gleichungen 

S0  ■+■  s,  + Sj  + + | .S10  = 0 

10f)„  + 0/1,  + HD-,  + ....  + l)ij 


welche  ans  den  Gleichungen  <»)  und  h des  Art.  S hervorgehen. 

öi. 

Zum  zweiten  Beispiel  sollen  die  numerischen  Werlhe 
»i=1l 

x = 2,  Ä = 3,  /i  = 3 
»(  = 4.  </  = ö 
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ImmiiiI/!  weiden,  mit  wcIcIkmi  Hiiiu  zuerst  itIiüII  : 


•10 


n ' — 

iui  — 

« ,i 

-t- 

0 “+* 

i„  + 

• ■ + 1 *•  ii 

1 ' = 

» ■ 

+ 

1 *+* 

i , + • • 

+ !»]. 

;2;'  = 

0 2 

-t- 

J + 

<’*  + • • 

• • + * 2 

3'  = 

0 ■ 

-t- 

3 + 

Ä 2 + 

• + (»  J 

— 0 „ — 0 

»„-l„  - I 

I „ - 2 „ + 0 , - 2 

i „ — 3 „ + I , - 3 

= 3 „ — i i.  + 2 i — 1 

— l g 3 ü + 3 I — •’» 

= , „ — (i  „ -t-  l | — ft 
= ft  ii  — 1 i + 3 i — 7 

= : 7 ii  — 8;„  + ft  | — 8 

= 8 „ — !>  i,  + 7 , — !* 

= ft  1«  „ + 8 , 


- 11  i 

- I i 

- * 2 

■+■  ft  1 — 3 1 

-h  I J — i , 


- 0 J 

- I i 

- i ■, 

- 3 . 

- i ; 


-+-  2 i — •'»  2 -4-  0 a — 


ft 


-+-  i 2 — 7 2 ■+-  2 :i 


•>  2 
ft  2 
7 J 


8 


3 , 

V, 


= 

Ift  „ 

-+-  ft . 

+ H j 

+ Ö t 

\ 

ik  = ;«!- 

m: 

S,  = Jl'-Klü», 

« . = ;n- 

tft! 

s,  = |2; 

IK  = Hi- 

ft; 

s,  = ;:t;+;8;. 

lf*  = |3{  — 

»1 

\ = ;i*+|7j. 

» , = !*!- 

7! 

s,  = j3!-i-;ßj. 

n.  = ;:v}— 

ß| 

Ri 

stos  Sysloni  von  Kinlgloiolinnfton. 

— 

— x,2  — x,3 

— 

x,-i  -+-  \ 

= ft 

x.l 

— x,2  — x,3 

— x,i  — 

X,">  + iS, 

= ft 

— 

(#,1 

-t-ft  x.2  — x,3 

— 8(«,i)  — 

x,.»j  -+-  S, 

= 0 

— 

x,l) 

— x,2  +0  x.3 

- v«,*)  -* 

x,.">  -4-  .S, 

= 0 

— 

x.l 

— 2 x.2  — x,3 

1 

+ 

•V>  -1-  St 

= 0 

— 

X.l 

1 

■>1 

1 

— 2 x.l)  -t-7 

X..»  -+-  S, 

= 0 

!»• 


V. 
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Zweites  System  von  Endglpichiingen. 


— ./.  1 

— j/,2 

— r/,3  — fr /,"> 

— 2m„ 

— iw,  — iwt  — iw3  -4-  /)„  = 0 

+ 3 //.  1 

— >l.i 

— r/,3  — i/,i  -4-  r/.ö 

— iw,  — iw,  — iw,  -i-  1),  = 0 

— <1. 1 

-Hi  i/,2 

- r/,3)  — r/.ö 

— iw,  — iw,  -+-  1),  = 0 

— ,/.l 

— tl.i 

-4- X r/,3  — il.l 

— iw,  -4-  //,  = II 

— r/.l 

— r/,3  -t-X  </.i 

— iw,  -4-  l>,  — 0 

-4-  r/,1 

— <l.i 

-4-1)  t/,3  -4-  //;,  = 0 

-» -22«/, 

-4-  *{»{*  = 0 

— 2 </,  1 

■+-2U«/,  •+•  2}  1 j'  = 0 

— 2 r/.l 

— 2 i/,2 

-4- 18m,  -»-  2;  2j'  = 0 

— 2 Ul 

— 2 il.i 

—2  r/,3  —2  t/,4  -t-  1 im.,  -4-  2|3!'  = 0 

Die  Fneloren,  durch  deren  Anwendung  mun  die  richtige  Aufstel- 
lung des  zweiten  Systems  von  Kndgleiclmngen  prüfen  kann,  sind  hier 
II,  7.  3,  3.  I 
I.  2,  3.  3 

so  wie  alle  lx>ini  vorigen  lt<*is|»i«‘l  in  dieser  llezieliung  anfgeslelllen  H«‘ - 
merkungen  nurli  liier  Anwendung  linilen. 


35. 

Die  lieiden  Systeme  von  Endglciehungen,  auf  wolelie  das  gegen- 
wltrtige  Verfahren  fuhrt , muss  man  in  jedem  speeiellen  Falle  durch 
das  hekannle  Verfuhren  auflosen,  um  die  Werllie  der  l nhekannlen 
mul  ihre  tjevvichle  zu  erhallen,  und  es  scheint  nicht,  dass  sieh  im 
Allgemeinen  hier  Abkürzungen  angeben  lassen.  Zwar  könnte  man 
aus  dem  /.weiten  System  die  w eliminiren,  aber  ich  kann  keinen  Vor- 
theil darin  erblicken,  da  die  durch  diese  Elimination  hervorgehenden 
(deielmngen  für  die  </./.'  keine  Lücken  in  den  (loeflieienten  mehr  dar- 
hielcn,  und  sehr  unregelmitssige  (’.oeflicienlen  bekommen,  wodurch 
ihre  Behandlung  wieder  erschwert  wird. 

Vereinfachungen  in  den  Kndgleichungen  lassen  sich  nur  in  beson- 
deren speeiellen  Füllen  angeben . und  das  letzte  Beispiel  gehört  dabin. 
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Zieht  man  im  ersten  System  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten, 
dritten,  vierten  und  sechsten  al>,  hisst  dagegen  die  fünfte  Gleichung 
unverändert,  so  ltekomml  man  die  folgenden: 

»»  = II 


Erstes  System  von  Endgleichungen 
+ 6 S,l  — A,  4 + .1/ j ssr  0 

-t-7  s.  i — i*,  4 -+■  M.  — 0 

-1-7  *,3  — *,4'i  — *,ö)  -t-  .W,  = 0 

— I — i s.i  — *.;t  -i-6  *,4  — 2 *,5)  -+-  M,  = 0 

— », :i)  — t *,4  -t-s  *,5  -4-  ,*/j  = ü 


in  welchen 

.1/,  = ,S’,  — ,s„ 

.Wj  = iS,— S,  . 

u = s,  — s, 

»/,  = -S, 

M,  = S.-SU 

sind.  Dieses  System  von  Gleichungen  ist  wieder  reciprok,  und  weil 
leichter  aufzulösen,  als  das  ursprüngliche,  weil  es  weit  mehr  Lücken 
oder  fehlende  Gneflicicntcn  darhielel. 

Eliminirl  man  im  zweiten  System  von  Endgleichungen  aus  der 
ersten  derselben  tu,  durch  die  siebente,  so  ergiehl  sich  die  folgende: 

_ ,/.  i — ,/,  i — — »/.;> 

— im , — 2 iiij  — im,  -i-  //„  + *j}0|'as  0 

und  zieht  mau  diese  von  der  zweiten,  dritten,  vierten,  sechsten, 
so  wie  das  Zweifache  derselben  von  jeder  der  drei  letzten  ah,  so  er- 
giehl sich: 

* = I I 

Zweites  System  von  Endgleichungen 


+r>  ti,  l) 

- (<l,  ' 

4-i  t/,5) 

+ 

•v, 

= 0 

+"{rf,2 

+ ä«t| 

+ 

= 0 

-f rf,4) 

-»-(</,  5)  +init 

■4-2»Pj 

4" 

•V, 

= II 

-(</,!) 

— 2»t:, 

■+■ 

A’a 

s 0 

+ *•'</,  1 

+ [«/,:! 

-t-in't/,5)  4-2m, 

4-2/»j 

4-  2#l:, 

4* 

V* 

= 1) 

+ 2{rf,3) 

4-2{i/,5j  4-?4m, 

4- 4m, 

4-4/tr, 

4- 

•V« 

= 1) 

+i  <i:\ 

+2(t/,5)  -eit», 

4-  28»tj 

4-iWj 

4- 

K, 

= II 

— 2 ;#/.  4 

-4-  i (t/,5  4- 4 m, 

4-  4 m. 

4-  1 Hm, 

4- 

a; 

- 0 

in  welchen 
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M = Mö“  + A {o}*) 
iv,  = ß2-(D.  + A joj’) 
iV3  = Dj — jfl0  + i |0J’) 
ff«  = D, 

N>  = l),-(Du  + A joj') 
ff«  — 2|1(' — 2(0,  A joj') 

. iV,  = 2|2j'— 2(ö0  + A |0j') 
ff«  = 2|3|'— 2(D„  + A jor) 

sind.  Diese  Gleichungen  bilden  wieder  ein  reciprokes  System,  und 
sind  leichter  aufzulösen,  als  die  ursprünglichen,  weil  sie  inehr  Lücken 
in  ihren  Coefficienten  darbieten.  Dass  in  den  letzten  Gleichungen  hier 
alle  tu  Vorkommen,  ist  von  keinem  Belang,  da  während  der  Auflö- 
sung des  ursprünglichen  zweiten  Systems  von  Gleichungen  ähnliche 
Glieder  ohnehin  von  selbst  entstehen  werden. 


56. 

Zur  Vergleichung  mit  den  betreffenden  Resultaten  des  ersten  Ver- 
fahrens wollen  wir  hier  noch  für  das  zunächst  vorhergehende  Beispiel 
die  Gewichte  berechnen,  welche  das  gegenwärtige  Verfahren  den 
Unbekannten  zutheilt.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  zunächst  die  nume- 
rischen Werthe  der  im  Art.  52  mit  [s.k] , [d,k] , [»]'  bezeichneten 
Grössen  berechnet  werden,  und  diese  erhält  man  aus  der  unbestimm- 
ten Auflösung  der  Endgleichungen.  Seien  durch  diese  Auflösung 
erhalten  worden 

(M)  + |UjJ/,  + \*,2\M2  + ...+  1 1,5(3/.,  = 0 

(«,2)  + |1,2jM,  -*-  12,21m,  + . . . + !2,5jM4  = 0 

etc.  bis 

(*,5)+  j1,5(3f,  {2,5 )M,  -+•  . . . -+-  J 5,5 1 3^  = 0 

so  wie 

{d, I)  -I-  {Uj’Ai  -t-  JMj'iV,  -1-  . . + j1,8j’A,  = 0 

(d,2)  } 3 ,2 j'iV,  -1-  12,21'iV,  -+-  • . -t-  |2,8j'iV6  = 0 

etc.  bis 

Abbild).  i.  K.  8.  Gocllicb.  d Wliu-OKb.  XV.  4 I 
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,il,a  ■+■  jl.Sj  iV,  -+-  |2,5J  JVj  + , . . + j5,8|'JV,  = 0 

m,  + jl.Gj-iV,  -f-  |2,6j'iVj  + J6,8|'At9  = 0 

OTi  {1,7|'JV,  + |2,7j'A’2  + J 7,8  IX  = 0 

m3  + { 1,8|'AI,  •+.  j2,8J'Aj  + . . . -+■  }8,8|'A'S  = 0 

die  wegen  der  Lücken  in  den  Endgleichungen  mit  geringer  Mühe  sich 
ergeben.  Es  ist  nun  zu  erwägen,  dass  weder  die  M noch  die  X von 
einander  unabhängig  sind,  sondern  dass  zwischen  jeder  dieser  beiden 
Gruppen  eine  Bedingungsgleichung  statt  findet.  Die  zwischen  den  M 
vorhandene  Gleichung  ist,  zufolge  der  { a } des  Art.  8, 

So  = S,  ■+■  Sj  ■+■  S}  -f-  S,  -+-  Sb 

und  ilie  zwischen  den  X vorhandene,  zufolge  der  7»)  des  Art.  8, 


~[D„  + i|on  = £ /7,  + ’ 

+Aiir  ii  i2r  •+•  i?  i*r 

Eliminirt  man  durch  diese  Gleichungen  S„  aus  den  Ausdrücken  für  die 
•V,  sowie  /70  -+-  ^ j0}'  aus  denen  für  die  X des  vor.  Art.,  und  schreibt 
allgemein  jfcj  für  S,  und  /),.  so  ergehen  sich 


M = (1,1)  + ({!,<}+{<, 2}+0,3}+{<,5}) 

MI  = (M)  + (0,2}+{2,2}+(*,3}+{*,5}) 

[*,3]  = {3,3}  + ({1,3}+{8I3)+{3,3}+{3,5}j 
Ml  = {*,*}  + ({t,i}+{2,l}+{3,i}+{t,5}j 
[r,5]  = {5,5}  + ({f,5}+{2,5}+{3,5}+{5,5}) 

WO  = {,.0'+r({«,<}'+{‘.2}'+{03}'+{I,»}')+}!({I,6}'+{417}'+{Ii8}') 
[d,r  = {2,2}'+i({t,8}'+{8,2}'+{2,3}’+{2,3}')+|i({2,6}'+{8,7}'+{«,8}'j 
W 3-]  - {3,3}'+i({tI3}'+{2)3}'+{3,3}'+{3,ö}')+^({3,6}'+{3,7}'+{3I8}') 
[d,*]  = {i,*r+A({o*}'+{*.*r+{3,i}'+{i,3}')+^({i,«}'+{4,7}'+{t,8}') 
W»j  = {5.5}'+  iT(0.5}'+{2,8}'+{3,5}'-|-{5,5}'j  + * ({5,6}-+{5,7}'+{5,8}-) 


H}'  - 2{6>6}'+l({t,6}'  + {2,6}'+{3,6}'+{5,6}')+A({6.6}'+{6,7}'+{6,8}’) 

[2] '  = 2{7,7}'+j*({l,7}'+{2,7}'+{3,7)'+{6,7}’)+^({6,7}'+{7,7}'+{7,8}') 

[3] '  = 2{8,8}'+i?({t,8}'+{2,8}'+{3,8}'+{5,8}')+^({6,8}'+{7,8}'+{8,8}-) 
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Die  Berechnung  der  |1,1j,  }1,2j,  etc.  |1,1|',  etc.  kann  nach  langst  be- 
kannten Formeln  ausgeführt  werden,  weshalb  wir  nicht  dabei  ver- 
weilen, sondern  die  fiir  unser  Beispiel  erhaltenen  Werthe  sogleich 
ansetzen  wollen. 


{1,2} 

=0.011,  {1,3}  = 

0.007, 

{1,1}  - 

0.037, 

{1,5} 

= 

{*,*} 

=0.161,  {2,3}  = 

0.012, 

{2,1}  = 

0.063, 

{2,5} 

SB 

{3,3}  = 

0.153, 

{3,1}  = 

0.0*0, 

{3,5} 

= 

{*,1}  = 

0.221, 

{1,5} 

= 

{5,5} 

= 

{1,2}' 

= 0.000,  {1,3}'  = 

0.007, 

{1,*}'= 

0.026, 

{1,5}' 

{1,6}'  = 

0.001*, 

{1,7}'= 

0.0019, 

{1,8}' 

= 

{2,2}', 

= 0.1*7,  {2,3}'  = 

0.003, 

{2,4}'  = 

0.001, 

{2,5}' 

= 

{2,6}'  = - 

-0.013*, 

{2,7}'  = 

0.00)5, 

{2,8}' 

= 

{3,3}'  = 

0.119, 

{3,4}'  = 

0.017, 

{3,5}' 

= 

{3,6}'  = - 

-0.0090, 

{3,7}'  = - 

-0.0095, 

{3,8}' 

= 

{1,1}'  = 

0.135, 

{*,5}' 

= 

{1,6}'  = - 

-0.0031, 

{‘,7}'  = - 

-0.0034, 

{1,8}' 

= 

{5,5}' 

= 

{5,6}'  = - 

-0.00*1, 

{5,7}'=- 

-0.0063, 

{5,8}' 

= 

{6,6}'  = 

0.0465, 

{6,7}'=- 

-0.0055, 

{6,8}' 

S= 

{7,7}'  = 

0.0*97, 

{7,8}' 

= 

Hieraus  folgen 


[M]  = 

0.374  , 

KO  = 

}*,2]  = 

0.362  , 

K*1  = 

[*»3]  = 

0.334  , 

II 

t — i 

cc 

[s,4]  = 

0.421  , 

K 4]  = 

[*,5]  = 

0.344  , 

[d,5]  = 

[1]'  = 

0.1073 

[2]'  = 

0.1305 

[3]'  = 

0.2123 

0.330 


{8,8}'  = 


0.010 

0,017 

0.029 

0.060 

0.14* 

-0.039 

0.0066 

0.002 

0.0031 

—0.013 

0.0072 

—0.008 

—0.0179 

0.113 

—0.0110 

—0.0088 

—0.0095 

0.0629 


und  nach  Art.  36  die  Gewachte 


P{\)  = P(  1 0}  = 2.84 
J>(  2}  = P{  9)  = 3.37 
P[  3)  = P(8)  = 3.90 
P[  4)  = P(  7)  = 3.62 
P[  5)  = P{  6)  = 4.36 
P[m 0)  = 1 1 
P(mt)  = 9.32 
= 7.67 
P[m%)  =4.71 

*1  * 
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Vergleicht  man  diese  Gewichte  mit  denen,  welche  das  erste 
Verfahren  für  « = II  im  Art.  34  gegeben  hat,  so  findet  man,  dass 
alle,  mit  Ausnahme  von  P(mt),  kleiner  sind,  was  schon  oben  als 
stets  stattfindend  angeführt  wurde.  Das  Gewicht  P m0)  muss  bei  allen 
Verfahrungsarten  dasselbe  werden.  Es  soll  nicht  unerwähnt  gelassen 
werden,  dass  durch  die  in  Art.  55  eingeführte  Transformation  zwar 
die  Berechnung  der  Unbekannten  erleichtert,  die  Berechnung  der  Ge- 
wichte aber  etwas  weitläufiger  gemacht  wird. 


Drittes  Verfahren. 

57. 

Der  eben  abgehandelten  zweiten  Auflösung  unserer  Aufgabe 
schliesst  sich  eine  besondere  Auflösung  an,  welche  sich  vorzüglich  zur 
Anwendung  eignet,  weil  sie  selbst  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Unbe- 
kannten auf  eine  weit  einfachere  und  kürzere  Rechnung  fuhrt,  als  die 
im  vorhergehenden  Verfahren  entwickelte  Auflösung  derselben  Auf- 
gabe, und  weil  sie  ausserdem  die  Eigenschaft  besitzt,  von  der  Kennt- 
niss  der  Grösse  der  PrUfungsintcrvalle  »«„,  m„  etc.  unabhängig  zu  sein. 

Bei  diesem  Verfahren  darf  freilich  die  Anzahl  n der  Intervalle  des 
zu  berichtigenden  Maassstabes  keine  beliebige  sein,  sondern  muss  aus 
einer  grösseren  oder  kleineren  Anzahl  von  Factoren  bestehen;  aber 
diese  Bedingung  beschränkt  die  Anwendung  nur  unbedeutend,  da  in 
der  Regel  die  Maassstäbe  eine  solche  Anzahl  von  Intervallen  besitzen, 
wie  hier  verlangt  wird.  Auch  könnte  man  sogar  diese  Bedingung  da- 
durch umgehen , dass  man  ein  oder  mehrere  Intervalle  am  Ende  des 
Maassstabes  Uberginge,  und  abgesondert  von  den  übrigen  untersuchte. 
Es  ist  ferner  bei  dem  jetzt  zu  entwickelnden  Verfahren  von  wesent- 
lichem Belange,  dass  n,  ausser  seinen  Übrigen  Theilern,  wenigstens 
einmal  den  Theiler  2 besitze,  folglich  eine  grade  Zahl  sei,  ob- 
gleich slattdessen  auch  die  Bedingung  genügen  könnte,  dass  wenigstens 
der  Theiler  3 vorhanden  wäre. 


58. 

Wir  brauchen  hier  nur  den  einfachsten  und  vorteilhaftesten  Fall 
zu  betrachten,  da  die  eben  erwähnten  Ausnahmen  davon  sich  leicht 
aus  diesem  herleilen  lassen.  Sei  daher  von  jetzt  an  n eine  Zahl,  wel- 
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che  ausser  anderen  Prinifaetoren,  auch  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl 
2 zum  Theiler  besitzt,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Unterschiede 
zwischen  den  Intervallen  des  Maassstabes,  welche  jedem  Theiler  von  n 
entsprechen,  von  geeigneten  Prüfuugsintervallen  direkt  gemessen  wor- 
den seien.  Es  sollen  aber  jetzt  nicht  alle  Combinationen  gemessen 
werden,  die  sich  aus  diesen  Theilern  bilden  lassen,  sondern  nur  die- 
jenigen, welche  sich  an  einander  schiicssen.  Also  ausser  den  Inter- 
vallen 0 und  I,  I und  2,  2 und  3,  u.  s.  w.  nur  0 und  2,  2 und  4, 
4 und  6,  u.  s.  w.;  ferner,  wenn  x irgend  ein  Theiler  ist,  0 und  x,  x und 
2x,  u.  s.  w.,  welche  Combinationen  sämmtlich,  der  vorausgesetzten 
Theilbarkeit  wegen,  mit  den  resp.  Intervallen  n — I und  n,  n — 2 und  «, 
n — x und  n,  u.  s.  w.  endigen  werden. 

Die  ursprünglichen  Gleichungen,  auf  welche  wir  jetzt  hingefuhrt 
werden,  sind  daher  die  folgenden: 

— ft)  + ( I -+-  m„  -+-  [Oj0  = 0 

— 1 + (2,  ■+■  m„  + | l]0  = ft 

etc.  bis 

— (»— 2;  -+-  (»i—  I)  -+-  m„  -+-  [n— 2jn  = ft 

— in— I)  ■+■  (»)  -4-  »i0  ■+■  [n — l]0  = 0 

— (0  + 2)  + »i,  + [0~!|  = 0 

— (2)  -+-  (4)  -H  m,  ■+■  [21,  = ft 

etc.  bis 

— (n — 4;  ■+•  (n— 2'  -t-  m,  ■+■  [n — 4],  = 0 

— (n — 2)  -+-  (n)  -+-  m,  -+-  [n — 2J,  = ft  ( 

— ft  + (*)  + Ul2  + ü 2 — ft 

— (»)  -+•  (2x)  ■+■  "h  [x],  = ft 

etc.  bis 

— (n — 2x1  -+-  (b — x)  -+-  m-2  + *,« — 2x -2  = ft 

— (« — *)  ■+■  («)  -+-  «ij  -+-  n — x]2  = ft 

etc.  für  die  übrigen  Theiler  bis 

— 0 ■+■  p)  -+■  + [0  ,_i  = ft 

— (P)  + » + % , -+-  [p  = ft 

wenn  wie  oben  2p  — n ist,  und  » j die  Anzahl  aller  vorhandenen 
Theiler  bezeichnet. 
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59. 

Da  unter  den  oben  eingeführten  Bedingungen  die  Combinationen 
1 , 2,  und  p stets  vorhanden  sind,  so  kann  man  die,  vermittelst  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  daraus  folgenden  End- 
gleichungen sogleich  ansetzen,  und  hiebei  sofort  die  Gleichungen  ftlr 
die  oben  benutzten  Summen  uud  Unterschiede  der  Theilungsfehler 
angeben.  Seien  zur  Abkürzung 

(A,0)o  = [0].-[l], , (*,0),  = [0], — [2]j 

(A,t)o  = m„-[2]o , (M).  = [S],-[4]t 

etc.  bis  etc.  bis 

(A,n — 3)0  = [«— 3]0—  [»— 2]0  , (A.» — 6),  = [»— 6],—  [n  — 4], 
(A,«— 2),  = [n — 2]0 — [» — 1]o » (A,n — 4),  = >—  4]i — [« — 2]» 
(A,0),_,  ss  [01,  |— 


so  werden  diese  Endgleichungen 


3(*,0)  — (s,1)  — (s,2)  — (*./>) 

— (s,0)  -t-2  (*,i )—  (*,2) 

— (*,0)  - (M  )+4(»,2)  - (s,3)  - («,*) 
— (s,2) + 2 (*,3) — (*,  4) 

— (*.2)  — (*.3)  -+-  4 (s.i)  — (»,5)  — (*,6) 


l®]o  [Ojl 0]i!-l 

+ [n—  1 ]o+[»— 2], 

= 0 

-t*(A,0)o 

+ 

1 

H) 

~ 

= 0 

-+-(A,1)„-+(A,0), 

-t-(A,n — 3)o+(A,n — 4), 

= 0 

+(A,2). 

+ (A,n — 4), 

SS  0 

+ (A,3)„+(A,2), 

-l-(A,n— 5)0+(A,n— 6), 

= 0 

. bis 


— (*,/>— 4)  -t~  2 (t,p — 3)  — (s,p — 2}  -+-  [h,p—  4)0 

+ {h,p+I)u  = 0 

— (*,/>—  4)  — {s,p— 3)  + 4(s,p— 2)  -b[h,p— 3)0+  h,p—  4), 

— {*,/>—  I ) — (#,/»}  -+-  h,p+ 1 )0-4-  ’h.p) , = 0 

— (s,p—2)+2[i,p—  1 )—(*,/))  ■+•  (h,p — 2), 

+ [h,p}„  = 0 

— (*,0)  — (*,;i — 2) — (*,/)—  4 ) H- 3 (*,/»)  •+•',*,/» — 1)0+(A,p — 2)t+  A,0),_t—  0 

wenn  p eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 
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— («,p— 5)  — (t,p—  4)  + 4 (*,/>— 3)  •+■  (A,p— i)0+(h,p— 5), 


— (*,p—  2)  — (*,p— 1 ) -+-  A.p-*- 2),H-  (A,p-t- 1 ) , 

= 0 

— (s.p— 

3)  + 2 (a,p — 2)  — (s.p  — 1 ) -+-  (A.p — 3), 

+ (A,p-|-1)0 

= 0 

— (*,p- 

'3)  — (*,p — 2) + 3 (s.p  — 1 ) — (*,p)  ■+•  (A,p— 2)»+  (A,p — 3), 

+ (A,p)o+(A,p — l)i 

= 0 

-(*,0) 

— (s.p—  1 )+2(s,p)  -+-  A.p — 1 )g+  (A,0)„_, 

= 0 

wenn 

p eine  ungrade  Zahl  ist. 

Die  bezüglichen  Gndgleichungen  ftir  die  Unterschiede  sind  bis  auf 
geringe  Abweichungen  dieselben  wie  die  vorstehenden,  und  könnten 
mit  Angabe  der  Abweichungen  erklärt  werden;  zu  mehrerer  Deutlichkeit 
sollen  sie  aber  ebenso  vollständig  wie  jene  angeführt  werden.  Sie  sind 
3 (d,0)  — (d,  1 ) — (d,2)  — (d.p) 

— 2m„—  2m,— 2m,.,— [0]»—  [0],— [<)]„_, 

— [n — II. — m — — [p],_ 1 =0 

— (d,0)+2(d,  I } — (d,2)  -+-  (A,0)o 

— (A,ri — 2)0  = 0 

— (rf,0) — (d,1)+4(d,2) -(d,  3)-  (t/,4)  + (A,1 ),+  (A,0), 

— (A,n — 3)  0—  (A,n — 4) , = 0 

— (d,2)  +2(d,3)  — (d,4)  +(*.8). 

— (A,m — 4)0  = 0 

— [d, 2)  - (t/,3)  + 4 (t/,4)  - (t/,5)  —(t/,6)  + (A,3).+  (A,2) , 

— (A,n — 5)0 — (A,n — 6)|  = 0 

etc.  bis 

— d.p—  4)  -+-  2 (d.p — 3)  — d.p — 2)  -+-  (A,p—  4), 

— (A,p+2)„  . = 0 

— (d.p — 4)  — (d,p— 3)-f-4(d.p— 2)  — d,p — I)  + A,p— 3)„+  A./> — 4), 

— (A,p+1)»—  (h,p)t  = 0 

— (d,p— 2)+2(d,p—  1)  + (A,p— 2), 

— (A,p)0  = 0 

wenn  p eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 
— (d,p— 5)  — (d.p—  4)+4(d,j»— 3)  -+-  (A,p— 4)0+  (A./j— 3), 

— (d.p— 2) — d.p — 1)  — (A,p+2)0 — (A,p-M),  = 0 

— (d,p — 3)+2(d,p — 2) — (d.p—  I ) -+-A./J— 

— (A,p+1)0  = 0 

— (d,p— 3) — d.p — 2)+5(d,p — 1)  +(A,p — 2)0+(A,p — 3), 

— (A,p)0—  (A,p— 1),  — 0 

wenn  p eine  ungrade  Zahl  ist. 
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60. 

In  Bezug  auf  den  Theil  der  vollständigen  Endgleichungen,  wel- 
cher von  den  übrigen  Theilern  von  n herrührt,  krauchen  wir  nur 
einen  derselben  zu  berücksichtigen,  da  alle  diese  Theiler  auf  analoge 
Gleichungen  hinfuhren.  Bezeichnen  wir  daher  irgend  einen  der  im 
vor.  Art.  nicht  berücksichtigten  Theiler  von  n mit  A , und  fuhren  zu- 
erst die  folgenden,  den  vorher  eingeführten  Hülfsgrössen  analogen,  ein 
(M).  = [0]c  — [A], 

(M),  = W.  -[2*1, 

(A,2A)C=  [2A]C— [3A], 
etc.  bis 

(A.n — 3A)f  = [» — 3A], — [n — 2A]C 
(A,n — 2A)C  = [»—  2Ajc—  [n— A]c 

wo  der  Index  c für  die  verschiedenen  Theiler  nach  und  nach  die 
Werlhe  2,  3 . . . tj — 2 annimmt,  so  bekommt  man  ohne  Mühe: 
{*,0)— (*4)  — [0],  +[»— A]c  = 0 

— («,0)-4-2(s,A) — (s,2A)  -4-(A,0),-»-(A,n-2A)e  = 0 

— (*,A  J -+-  2 («,  2A) — (*,  3 A)  +(A,1)4-4-(A,«— 3A),  = 0 

— («,2A)+2(*,3A)-(»,4A)+(A,2)c-t-(A,»— 4A)£  = 0 
etc. 
und 

(d,0) — (</,A)  — 2mf — [0]c — n — Al,  = 0 

— (d,0)-4-2(d,A) — (d,2A)  +(A,0)t— (A,«— 2A)C  = 0 

— (d,A)+2(tf,2A)— (d,3A)  +(A,l)t—  (A,n— 3A),  = 0 

— (d,2A)+2(rf,3A)— (d,4A)  +(A,2)t— (A,n—  4A)t  = 0 
etc. 

welche  Gleichungen  man  fortsetzen  kann,  bis  alle  Unbekannten  er- 
schöpft sind.  Da  aber  die  letzten  Gleichungeu  beider  Systeme  eine 
Verschiedenheit  darbieten,  je  nachdem  der  Quotient  n:A  eine 
grade,  oder  ungrade  Zahl  ist,  so  sollen  diese  letzten  Gleichungen  be- 
sonders angeführt  werden. 

1)  Wenn  n:A  eine  grade  Zahl  ist: 

—(#,/)— 3A) + 2 (*,p  — ■ 2A) — (s,p— A)  -+-  (A  ,p— 3 A)t 

+ (A,/H-A)r  = fl 

— (*,/)— 2 A)  -4-2 (*,/>— A)  — (s,p)  -4-  (A./i— 2A;C 

+ (M«  = ° 

— (»,/»— A,  -4-  «■/>  -4-  A./i— A)  = 0 
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—{d,p—3k)  ■+■  i (d,p—ik)  — d,p — k)  -4-  {h,p—3k)e 

— h,p-hk)'  = 0 

— (<f,p— 2A)  -t-id.p — A)  -+-  (A,p— 2A)C 

— {h,p)e  — 0 

2)  wenn  n:A  eine  ungrade  Zahl  ist: 

— *,p — jk)  +i[s,p—jX)  — (s,p—~  A)  +(A,p— -£-*)„ 

+ (h,p+  {-k)c  = 0 

— }*■)  + (*-/»— ta)  + (*rP — y*). 

-4-  {A,p— yA),  = 0 

— .d,p—\-k)  +2  (d,p— yU)  — (d,JT — yA; -f-  h.p—~k)c 

— {h,p+[-k)c  = 0 

- (d,p-f A)  +3(d,p-i-A)  -4-  ;A,p-  ii). 

— (*,p— yA),  = 0 

womit  alle  verschiedenartigen  Gleichungen,  welche  Vorkommen  kön- 
nen, erschöpft  sind. 

61. 

Um  die  vollständigen  Hndgleichungen  zu  erhalten,  müssen  alle 
mit  einander  correspondirenden  Gleichungen  des  vor.  und  vorvor. 
Art.  addirt  werden,  nemlich  diejenigen  Gleichungen,  in  welchen  der 
positive  Coefficieut  mit  derselben  Unbekannten  multiplicirt  ist.  Man 
könnte  diese  Additionen  sogleich  in  allgemeinen  Ausdrücken  vor- 
nehmen, allein  es  ist  einfacher  sie  in  den  speoiellen  Füllen,  die  zur 
Ausführung  kommen,  auszuführen.  Nur  die  drei  ersten  Gleichungen 
eines  jeden  der  beiden  Systeme,  welche  immer  dieselbe  Form  an- 
nehmen, so  wie  die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle,  sollen 
hier  vollständig  angegeben  werden.  Bezeichnet  man  mit  A,  p,  v,  etc. 
alle  ausser  I,  2 und  p vorhandenen  Theiler  von  n,  so  werden  diese 
drei  ersten  Gleichungen 

> l (*.0)  — (#,1 ) — (»,2)  — (*,A)  — (»,*)  — etc. 

— [0],  —[0],  — [0J,  — [0],  —[0],  — etc. 

-»-[n— 1]0H-[n— 2],  +[n—A]i  + [n—^]j-4*[H— *>],-»-  etc.  = 0 

— (*,0)  +2(*,1)  —(*,2)  (A, 0)„  2)0  = 0 

— (*,0)  —(*,1)  -4- 4 {*,2}  —(*,3)  — (*,4) 

-t-(A,1)#  +(A,0i|  -+-(A,h — 3)„  — 4}j  — 0 
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t](d,0)  — (d,1)  — (t/,2)  — (<M)  —'d,n)  —(d,v)  — etc. 

— 2m«  — 2 m,  — 2m,  — 2m,  — 2m4  — etc. 

— [0]o  — [0],  —[0],  — [0]a  — [0]4  — etc. 

— [» — 4]0  — [n— 2],  — [« — A],  — [«— /«]*  — [»—»']«  — etc.  = 0 

—[d,  0)  +2(d,1)  —(d,  2)  -f-(A,0)o (A,*i— 2)0  = 0 

~(d, 0)  -(d,  1)  -t-4(ci,2;  •— (d,3)  -(d,4) 

» )o  -*-(A,0)t  — (A,n— 3)0  — A,n— 4),  = 0 

wo  wieder  rt  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Theiler  von  n bezeichnet. 
Die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle  sind  immer 

»<0  = — |j!0|— (d,0)j 
= -Hilf'- (^.0)1 

m2  = _ij|2|'_(d,0)| 

"h  = — t||3}'— (d»°)j 

etc.  bis 

m,_,  = —11^—11'— (d,°)| 
wo  |0|',  jl}',  etc.  die  bisherige  Bedeutung  haben. 


62. 

Ueberblickl  man  die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Endgleichun- 
gen, so  wird  man  finden,  dass  die  Unterschiede  zwischen  denen  für 
die  (t,k)  und  denen  für  die  {d,k}  unerheblich  sind  und  nur  in  Folgen- 
dem bestehen.  Die  Gleichungen  für  die  (*,fc)  erstrecken  sich  von  der 
für  (*,0)  bis  zu  der  für  (s.p),  ihre  Anzahl  ist  also  im  Ganzen  = p+1; 
die  Gleichungen  für  die  (d.k)  hingegen  erstrecken  sich  nur  von  der 
für  [d, 0)  bis  zu  der  für  ( d,p — I),  und  ihre  Anzahl  ist  also  int  Ganzen 
= p;  ferner  fallen  in  diesen  letzteren  alle  Glieder,  welche  mit  d.p) 
multiplicirt  sein  würden,  aus  dem  Grunde  weg,  weil  {d,p)  = 0 ist; 
ausserdem  kann  man  bemerken,  dass  die  Summen  der  völlig  bekann- 
ten Glieder,  welche  bei  den  Vorkommen,  sich  bei  den  d.k]  in 
die  Unterschiede  verwandeln.  Alle  Gleichungen , mit  Ausnahme  der 
Gleichung  für  (d,0),  sind  von  den  Prüfungsintervallen  m0,  m,,  m,,  etc. 
unabhängig,  während  in  der  für  (d,0)  die  Function 
— 2m„  — 2m,  — 2m, — . . . — 2m, 
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enthalten  ist.  Da  aber  hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Ver- 
fahrungsarten , bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  der  für  (d, 0) 
nicht  minder  als  von  der  fUr  (s,0)  ganz  abgesehen  werden  kann, 
so  erhalt  man  die  Theilungsfehler  unabhängig  von  den  Werthen 
der  ro„  m„  etc.,  wie  oben  angekllndigt  wurde,  und  kann  die  Be- 
rechnung dieser  letztem  ganz  unterlassen,  wenn  man  sie  nicht  aus 
anderen  Gründen  kennen  lernen  will. 


63. 

Bei  der  Aufstellung  der  Endgleichungen  tritt  jedoch  noch  ein 
anderer  Umstand  ein , welcher  eine  Verschiedenheit  in  einigen  der 
Gleichungen  für  die  (tjt)  und  die  dji)  erzeugt.  Gleichwie  im  vorher- 
gehenden Verfahren  wird  sich  auch  hier  ereignen,  dass  in  den  nach 
den  obigen  Regeln  aufgestellten  Endgleichungen  einige  Glieder  Vor- 
kommen, in  denen  die  Unbekannten  (sjt)  und  (d,k)  ihre  natürlichen 
Grenzen  (s,p)  und  (d.p — 1)  überschreiten,  und  daher  durch  die  im  Art. 
45  erklärten  Gleichungen 

(*,*)  = (s,n—k ),  {d,k)  = — ( d,n—k ) 

auf  solche  hingeführt  werden  müssen,  welche  innerhalb  der  natürlichen 
Grenzen  liegen. 

Die  bezeichneten  Glieder  gehören  beim  gegenwärtigen  Verfahren 
immer  dem  Hauptgliede  der  betreffenden  Gleichung,  oder  dem  Gliede 
an,  welches  einen  positiven  Coefficienten  hat,  und  bewirken,  dass  in 
der  Bezug  habenden  Gleichung  ftlr  (*,fc)  dieser  Coefticient  um  Eins 
verkleinert  , so  w ie  in  der  correspondirenden  Gleichung  für  [d,k)  um  Eins 
vergrüssert  wird.  Diese  Hinführung  kommt  jedesmal  vor,  wenn  der 
betreffende  Theiler  A so  beschaffen  ist,  dass  y eine  ungrade  Zahl  ist, 
und  für  jeden  solchen  Theiler  nur  einmal.  Wenn  hingegen  j eine 
grade  Zahl  ist,  so  kann  diese  Hinführung  nicht  einlreten. 

Unter  den  drei  verschiedenen  Arten  solcher  Hinführung,  die 
zufolge  des  Art.  48  bei  der  Anwendung  des  vorhergehenden  Verfah- 
rens stattfinden  können,  ist  die  vorstehend  erklärte  die  einzige,  wel- 
che beim  gegenwärtigen  Verfahren  Vorkommen  kann. 
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64. 

Die  beiden  Bedingungsgfeichungen  ( a ) und  (b)  des  Art.  8 linden 
aucli  hier  statt.  Vermöge  der  ersten  derselben  wird  die  Summe  aller 
Gleichungen  fllr  die  [s,k]  identisch  Null,  und  es  wird  folglich  auch 
wieder  die  Summe  aller  Coefficienten  einer  jeden  dieser  Gleichungen 
gleich  Null.  Multiplicirt  man  infolge  der  zweiten  Bedingungsgleichung 
die  Gleichungen  für  die  (d,k)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 
p,  p—\,p—2, 2,  I 

sowie  jede  der  Gleichungen  fitr  die  «i,  in  der  Form,  in  welcher  sie  im 
Art.  61  aufgestellt  worden  sind,  mit  «,  und  addirt  alle  diese  Produkte, 
so  kommt  man  wieder  auf  eine  identische  Gleichung.  Man  kann  also 
hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Auflösungen  unserer  Aufgabe, 
zwei  Theilungsfehler  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  willkuhrlich 
annehmen,  wozu  sich  im  Allgemeinen  wieder  die  der  beiden  End- 
punkte, oder  (*,0)  und  (cf, 0)  am  meisten  eignen. 

Aber  man  beweist  hier  ebenso  wie  oben,  dass  durch  die  Sub- 
stitutionen des  Art.  49  die  Grössen  (*,0)  und  (i/,0)  aus  allen  Gleichun- 
gen von  selbst  verschwinden ; man  darf  daher  wieder  in  allen  Fallen, 
welche  Vorkommen  können , vor  der  Auflösung  der  Endglcichungen 
(*,0)  = 0,  (cf, 0)  = 0 

setzen,  und  wenn  Nebenumstande  andere  Bestimmungen  dieser  beiden 
Grössen  verlangen,  diess  so  wie  bei  dem  ersten  Verfahren  erklärt 
wurde,  nach  der  Auflösung  der  Endgleichungen  berücksichtigen. 

Wenn  man  die  vollständigen  Endgleichungen  für  einen  bestimm- 
ten Fall  aufgestellt  hat,  so.  dient  die  Anwendung  der  oben  genannten 
Bedingungsgleichungen  auf  sie  dazu , um  überzeugt  zu  werden , dass 
bei  der  Aufstellung  derselben  keine  Fehler  begangen  worden  sind. 

65. 

Zur  Berechnung  der  Summe  der  Fehlerquadrale  kann  man  sich 
wieder  des  im  Art.  20  erhaltenen  Ausdrucks  (J2)  bedienen,  bei  dessen 
Anwendung  man  wiederum,  zufolge  des  eben  bewiesenen  Satzes, 

(0)  = 0 und  (n)  = 0 

setzen  kann.  Man  kann  aber  auch  stattdessen  die  im  Art.  51  ge- 
gebene Transformation  für  Ji  anwenden. 

Auch  darf  man  hier  wieder  einer  jeden  der  oben  bezeichnelen 
Gruppen  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  eine  beliebige 
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Zahl  hinzufügen,  oder  eine  solche  davon  abziehen;  es  hat  jedoch 
heim  gegenwärtigen  Verfahren  die  Vornahme  dieser  Abänderung  der 
Messungen,  auf  den  Verlauf  der  Berechnung  keine  solche  Wirkung 
wie  beim  ersten  und  zweiten  Verfahren,  da  die  mit  ( h,k)c  bezeich- 
neten  Grössen,  welche  hier  eintreten,  davon  unberührt  bleiben. 

Zur  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  rechne  man 
für  jedes  der  beiden  Systeme  von  Endgleichungen  die  (’oefficienten 
{2,2},  {3,3},  etc.  der  unbestimmten  Auflösung  derselben;  nennt 
man  die  zum  ersten  System  gehörigen  allgemein  {A,AJ,  und  die  zum 
zweiten  System  gehörigen  {A,A}',  so  wird  in  den  Bezeichnungen  des 
Art.  52 

[*,a]  = !M},  [d,k]  = {k.ky 

und  man  kann  durch  die  Ausdrücke  des  angezogenen  Art.  die  Ge- 
wichte berechnen. 

66. 

Es  sollen  jetzt  die  allgemeinen  Gleichungen,  zur  näheren  Er- 
läuterung derselben,  auf  einige  speeielle  Fälle  angewandt,  und  zuerst 

« = 30 

gesetzt  werden.  Es  folgt  hieraus  p = 1 5 und  ist  also  eine  ungrade 
Zahl.  Die  für  sich  zu  berücksichtigenden  Theiler,  so  wie  die  An- 
zahl aller  Theiler  sind  hier 

X = 3,  = 5,  = 6,  = 10,  = 7 

und  die  durch  die  Messungen  zu  erlangenden  numerischen  Grössen 


[0]„,  [1]„  [8], [29 ]„ 

[0]„  [*]„  [*]„ {28}, 

[0]».  [3]„  [6]j, [27], 

[®]s>  [5],,  I0]3, [25], 


[0]„  [6]4,  [12],,  [18]4,  [24]4 

[0],,  [10],,  [20], 

[0]„  [15], 

im  Ganzen  7 1 Grössen. 

Hieraus  folgen  zunächst 

(A,0)„  = [0]„-[1],,  (A. 0),  = [0],— [2], 

(A,1)„  = [1]B — [2]0 , (A,2) , = [*],—[*], 

(A,2),  = [2]0 — [3]„ , (A,4),  = [*],_[«], 
etc.  bis  etc.  bis 
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(*,27), 

- l27]o' 

-[*»]. 

, (*,24), 

= [24], 

-[26], 

(*,28). 

= [28], 

-[29], 

, (*,26), 

= [26], 

— [28]  i 

(*,0). 

= [0], 

— [3],  i 

(*,0), 

= -[0],  • 

-[»]. 

(*,3)j 

= [3], 

— [6] j , 

(*,3), 

= [5],  ' 

— [10], 

etc.  bis 

(*,10), 

= [10],  - 

-[13]. 

(*,21), 

= [21],- 

-12*].  , 

(*,18). 

= [15],  ■ 

-[20], 

(*,24), 

= [24],- 

-[27], , 

(*,20), 

'o 

rN 

T 

-[25], 

(*,0), 

= [0]4- 

- [6]r , 

(M). 

= [0],  ■ 

-[16], 

(*,0)4 

= [«V 

-[12]4, 

(*,10), 

= [10],  ■ 

-[20], 

(*,12). 

=[12)4- 

-M8]., 

- 

(M  8), 

= [I8]4- 

-(2*3. > 

(*,0). 

= [0].  ■ 

-[15], 

Es  müssen  jetzt,  wenn  es  nicht  schon  vorher  geschehen  ist, 
die  in  den  Artt.  43  u.  44  erklärten  einzelnen  Gleichungen  aufgestellt, 
und  daraus  durch  Addition  die  vollständigen  Endgleichungen  zusam- 
mengesetzt werden.  Bei  der  Aufstellung  jener  Gleichungen  kann  man 
sich  begnügen,  nur  diejenigen  der  («,*)  hinzuschreiben,  da  die  der 
(</,*)  auf  einfache  Weise  daraus  folgen,  auch  kann  man  die  drei  ersten 
Gleichungen  weglassen,  die  im  Art.  61  vollständig  gegeben  sind; 
nicht  minder  können  die  völlig  bekannten  Glieder  derselben  weg- 
gelassen  werden,  die  sich  sehr  leicht  ergänzen  lassen. 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  sind  alle  diese  Gleichungen 
der  angehefteten  Tafel  einverleibt  worden.  In  den  vollständigen  End- 
gleichungen ist  gesetzt 


M = m0  -t-m,  +»i2  +Bi,  +m4  +m6 

und 

|0|  = -[0],  -[0],  -[0],  -[0],  — [0]4  — [0],  -[0]. 

J30j  = [20].  +[28],+  [27],+[25],+  [24]4+[20].+[15], 

Ml-  (M). 

|29|  = (*,28). 

{2}  = (A,1)0  +(M). 

{28}  = (MT).  + (*,26), 

{3}  = (M),  +(*,0), 

{27}  = (*,26),  + (*,24)2 

|4j  = (A,3),  + (*,2), 

{26}  = (*,25),  +(*,24), 
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9 

II 

«HP 

+ (*,0)j 

[25|  = (Mi), 

+ (A,20):, 

] 6|  = (A,5).  + (*,4), 

+ (*,3)i  +(*,0)4 

{24}  = (A,23}0  -t-(A,22), 

+ (A,21),  +(A,18)4 

Q 

II 

{23}  = (A,22)0 

{8}  = (*,7).  + (A,6), 

{22}  = (*,21).  -t-(A,20), 

{9}  = (A,8)0 

+ (*,6)j 

{21}  = (A,20). 

+ (*,18), 

{10}  = (*,9).  + (*,8), 

+ (*,5)  j •+■  (*,0)s 

{20}  = (A,19)0  + (A,I8), 

+ (*,15),  + (*,10). 

{11}  = (*,  1 0). 

{19}  = (*,18). 

{12}  = (A,1 1).  + (*,10), 

+ (A,9),  +(A,6)4 

{18}  = (*,17),  ^(A,^), 

+ (*.15),  +(*,12), 

{13}  = (*,12). 

• 

{17}  = (A,16)„ 

{14}  = (A,  1 3).  +(*,12), 

* 

{16}  = (*,15).  -+-(*, 1 4), 

{15}  = (*,14). 

+ (*,12),  +(A,10),  +(A,0)6 

cn  wio 

S.  = {0|+{30},  Da  = {0}  — {30} 

S,  = {1 

| + {29},  /),  = { 1 } {29} 

etc.  etc. 

Man  kann  bemerken,  dass  in  diesen  Endgleicbungen  drei  Paare  von 


Gleichungen  Vorkommen,  in  welchen  die  (’oefficienlen  der  Hauptglie- 
der von  einander  verschieden  sind,  nemlich  die  Gleichungen  für 
(s,IO)  und  (d,  1 0; . für  (*,12)  und  (d, 1 2) , und  für  (*,14)  und  (<i,l4). 
Diess  rllhrt  davon  her,  dass  die  Quotienten  30:10,  30:6,  und  30:2 
ungrade  Zahlen  sind.  (Yergl.  Art.  63.)  Da  sowohl  die  vorstehenden 
Gleichungen  wie  die  Endgleichungen  so  einfachen  Regeln  folgen, 
so  kann  man  sie  alle,  auch  ohne  die  oben  erklärten  Vorbereitungen 
vorzunehmen,  ohne  Weiteres  für  jeden  specicllen  Fall  aufstellen, 
zumal  wenn  man  einige  Beispiele  vor  sich  hat,  die  allen  anderen 
als  Leitfaden  dienen  können. 

Die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle  sind  im  gegenwärti- 
gen Falle 
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m»  = - n {o}' 

*■--£{■ }' 

•»■  — - 75  i2)' 

*»  = - T l3!’ 

*.  = ~ | {*}' 
ms  = — T l5)' 

"•  = — T f6)' 

wo  wie  oben  } 0 } die  Summe  aller  [At]0,  {1 }'  die  Summe  aller  [Äs],  u.s.w. 
bedeuten. 


67. 

Sei  ferner 

» = 24 

also  p = 12,  eine  grade  Zahl.  Es  werden  hier 
1 = 3,  = 4,  = 6,  = 8,  t;  = 7 
und  es  sind  daher  zu  messen 

[®]o»  [I  ,o> [23], 

[0]„  [8]„ [22], 

[0]„  [3 [21], 

[0]s.  [*]». [20], 

[0]«,  [6]«,  [12]4,  [1 8]4 
[®]»»  [®]s*  I6]si 
[0].,  [«]. 

im  Ganzen  S9  Grössen.  Ferner  bekommt  man 

(M).  = [0],  - [i], , (M),  = [0],  - [2], 

(*.1).=  [1]o  - [2]o,  (A, 2),  = [2],  - [4], 

etc.  bis  etc.  bis 

(Ml).  = [21],  -[22], , (A,  1 8),  = [18],  -[20], 

(*.*8),  = [22],  -[23],  , (A, 22),  = [20],  -[22], 

(A,0)a  = [0],  - [3], , (A,0),  = [0],  - [4], 

(A,3),  = [3],  - [6]j  , (A,4)j  = [4],  - [8], 

etc.  bis  (A,8)3  = [8],  —[12], 

(A,  1 5),  = [15],  -[18],  , (A,1 2),  = [12],  -[16], 

(A,18),  = [18],  -[21], , (A,16),  = [16],  -[20], 


I 


i 
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(M).  = [0],  - [6], , 
(Ä,6).  = [6]4~[12],, 
(A,12}4=  [12],  -[181,, 


(M)s  = [0],  - [8], 

(A,8),  = [8\  —[16], 


(A,0),  = [0].  -[121, 


ferner 

>o|  = - [0V  — [0],  -[01,  -[01,  -[0],  — [0]4  -[0], 

I**!  = [23],  +[221,  +[21]^  +-  20  , +[18],  +[16],  +[12], 

Ml  = (M). 

|23j  = (A,22), 
j2j  = fA,1),  + (A,0), 

j22]  = A,21),  + (A,20)  | 

1 3{  = (A,2),  + (A,0), 

121}  = (A,20),  +(A,18'!,. 

|*|  = (A,3),  + (A,21 , + (A,0), 

J20|  = (A,19),  + (A  ,18),  +(A,16), 

1*1=  (M). 

j19|  = (A,18), 

‘6|  = (A,5),  + A,4),  + (A,3),  + (A,0), 

|18j  = (A,17)„  +(A,16),  +(A,15),  + (A,12), 

|7|=  (A,6)0 
117}  = (A,16). 

{«!  = (A,7)„  + (A.6),  + (A,4),  +(A,0), 

J16j  as  (A,I5),  +(A,14),  +iA,12),  +(A,8), 

j9}  = (A,8)„  + (A,6), 

|4  5j=(A,1i),  + (A,12), 

J1ü}=  (A,9),  + (A,8), 
j14j  = (*,13),  + (A,  1 2) , 

jllj  = (A,10)„ 

|13}  = (A,12)„ 

(12}  = (A,l  1),  +(A,10),  +(A,9),  +(A,8),  +(A,6),  +(A,0}, 

und  hieraus 

S,  = ’0j  + j24j  , /),  = {0}  — {24} 

S,  = j1j+|23},  />,  = {1}— {23} 
etc.  etc. 

Hier  kommt  nur  ein  einziges  Paar  von  Endgleichungen  vor,  in  wel- 
chem der  Coeflicient  des  Hauptgliedes  verschieden  ist,  nemlich  die 

AMnadl.  d.  K S.  GnHhHi.  d Wlwairh.  XV.  4 J 
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Gleichungen  für  (*,8)  und  (d, 8),  du  hier  unter  den  Quotienten  n :i 
der  einzige  2i:8  eine  ungrade  Zahl  ist. 

Die  Endgleicliungen  sind  wieder  der  angehefteten  Tafel  oin- 
verleibt  worden.  Die  Prtlfungsintervalle  liekonimen  jetzt  die  folgen- 
den Ausdrücke 


w„ 

»t, 

»h 


- s I«!' 
-sMr 
12 


tsi 


“*  = - 6 I3!' 
»«*  = — t i4r 


ms 


j 

3 

tW' 


wo  wieder  {(•)’,  {I}',  etc.  die  mehrmals  genannten  Summen  sind. 


Sei  endlich  noch 


68. 


« = 12 


woraus 

folgen. 


p :=  6,  X = 3,  = 4,  q 
Zu  messen  sind  jetzt 


o 


[0],,  [1]„ [M]„ 

[0],,  [2]„  ....  [10j, 

[0f2>  [3]j,  [6]j>  (9]* 

[0]„  [4]„  [81, 

ü]4,  [6], 

iin  Ganzen  27  Grössen.  Des  Weiteren  folgen  hieraus  die  Aus- 
drücke: 


(A,0)o  = [0],  -[!],, 
(A,  I )0  = [1].  - '[*!,, 

etc.  bis 

(A,9),  = [9j0  -[!«]», 
(A,l0)„=[10]o  -[H],, 


(A,0),  = [0],  - [2], 
(M),  - [*].  - [*]. 
(M).  = [*].  - [*1. 
(A,6)i  = [6],  — [8], 
(A.8).  = [8],  MIO], 
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[!'.  0)t 

= [0]t 

-[3],, 

(A3), 

= [0], 

-[*], 

m. 

= [3], 

-[6]*  * 

(*.*)» 

= [*], 

(A,6)j 

= i6j2 

-[»]«, 

(A,0)i 

= [0]« 

“ 

-[6]* 

isnzen  37 

Grösser 

i.  Ferner 

!°!  = 

— [°]<> 

- L0], 

-[0], 

-L0],  - 

•[0]a 

!'2|  - 

[*>]. 

■+•[40,1 

+[9]» 

+-3]j  ■+ 

*[®1t 

i*}  = 

(A,0)„ 

*11*  = 
l — 

(AJ0)# 

(A,1)„ 

•+“  A.Ü, 

! io|  = 

(A,9)„ 

-t-(/»3)i 

tQ*  

f*5!  — 

(A,2). 

-+-(A,0)j 

I*!  = 

(A3). 

+(A,6)j 

1*1  = 

A,3-„ 

-t-(A,2), 

+(A,0)i 

j8j  = 

(A,7)„ 

•+“(A.6)| 

+(A,4), 

t5i  = 

(A,4)o 

m = 

:A,6)„ 

J6J  = 

(A,5). 

+(M), 

+ A,3)a 

+(A,0)4 

S„  = {0}  +j12}  , S,  = {1}  +|H|,  etc. 
/>„=  |0|  -<42j,  ».  = M!  -fH|,  etc. 


mul  die  Kntlgleichungen : 

Erstes  System. 


— {*,1)  —(*,3) 

- (*>3) 

- M) 

— (*,6) 

+2(*,1)  -(*,2) 

— •>,l;  + 4.;*.2) 

— (*3) 

- («.*) 

' -(*,2) 

+*{'»3) 

- (*.*) 

— (s,6) 

—(*,2) 

- (*3) 

+;>(*,  4)  —(*,5) 

— (s,6) 

- (*,i)-j-2(s,5) 

— (*,6) 

~ (*,3) 

— (*-*)  —(*3) 

-t-4(*,6) 

-t-S.  = 0 

+ &i  = 0 

+Sj  = o 
~hS3  = 0 

+S(  = o 
-i-s,  = 0 
+ {6}=  0 


+2(rf,l) 

-m 


Zweites  System. 


— («/,  2)  — (t/,3)  — (t/,4) 

—3.4/  ■+.//„  = 0 

- (<tf) 

-1-//,  = 0 

+4(d,2)  — (*/, 3)  - (t/,4) 

-t-//2  = 0 

— (t/,2)  -4- 4 (t/,3)  — (d,4) 

= 0 

- (t/,2)  ■+■  (t/,3)  -+-7(t/,4)  - (t/,5) 

-hl)<  = 0 

— (i,  4)  +2  (t/,5) 

+ = o 

42* 
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in  welchen 

M = m„  -+-m,  -4 -m2  -4-»n3  -hmt 

ist.  Da  der  Quotient  12:4  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  ist  hier  in  den 
Uleichungen  für  (*,4)  und  (c/,4  eine  Verschiedenheit  der  Coefficienlen 
der  Hauplglieder  entstanden.  Kür  die  Prüfungsintervalle  ergiebl  sich 

= — s i°r 

«.  = -}!<!' 

»i2  = — | }2J’ 

= - 7 i>r 

m,  — — 1 j 4 }' 

wo  wieder  jlj',  etc.  die  bekannten  Summen  sind. 


09. 

Rechnet  man  für  dieses  Beispiel  auch  die*  Gewichte  der  linlie- 
kannten,  so  findet  man,  den  Erklti rungen  des  Art.  65  genüiss,  auf 
bekannte  Weise 

[*,«]  = 0.594,  [.v,2]  = 0.374,  [*,3]  = 0.383 

[*,4J  = 0.368,  [*,5]  = 0.803,  [*,6]  = ^ 

[«/,!]  = 0.584,  [d,2]  = 0.333,  [rf,3]  = 0.289 

[rf,41  = 0.173,  [</. 5]  ==  0.543 

Hieraus  folgen  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  52,  welche  auch  hier 
Geltung  haben, 

P(  1)  = P{\\)  = 1.70 
P(  2)  = />(I0)  = 2.83 
P{  3)  = P(9)  = 2.98 
■ P(4)  = P[  8)  = 3.70 
P 5)  = P( 7)  = 1.50 
P[  6)  = 4.06 

und  selbstverständlich 

ß>„)  = 12 

P\tnt)  = 6 

P‘ >»j)  = 4 

l\m3)  - 3 
P[mt)  = 2 


Digitized  by  Googh 


MM]  BkSTIMMING  D.  ThKII.I  NGSFEIII.ER  E.  GRADLINIGEN  MaaüSSTAHES.  023 


Vergleicht  man  diese  Gewichte  der  Theilungsfchler  mit  den 
im  Art.  5.6  durch  das  zweite  Verfahren  erhaltenen,  so  tindet  man  im 
Allgemeinen  nur  geringe  Unterschiede,  nur  machen  P[  1)  und  /* 5) 
hievon  eine  Ausnahme,  da  sie  hier  wesentlich  kleiner  sind  als  dort. 
Diess  wird  hei  dem  gegenwärtigen  Verfahren  stets  bei  solchen 
Theilstrichen  statt  linden,  die  von  den  Gombinationen,  welche  die 
von  der  Eins  verschiedenen  Theiler  von  n gewähren,  nicht  betroffen 
werden;  die  erhaltenen  Gewichte  sind  jedoch  immer  noch  so  gross, 
dass  sie  für  annehmbar  gehalten  werden  können. 


Nachträgliche  Bemerkungen. 

70. 

Das  im  Vorhergehenden  entwickelte  erste  Verfahren  verdient  in 
allen  Fällen,  wo  es  angewandt  werden  kann,  unbedingt  vor  dem 
zweiten  und  dritten  den  Vorzug.  Nicht  nur  dass  es  den  Unbekann- 
ten der  Aufgalie  die  grösstmöglichen  Gewichte  zutheilt,  also  diese 
so  sicher  wie  möglich  bestimmt,  sondern  es  fuhrt  auch  selbst  bei 
grossen  Werthen  von  n auf  sehr  kurze  Rechnungen,  und  lässt  sich 
folglich  in  dieser  Beziehung  am  leichtesten  anwenden.  Aber  wenn 
die  Anzahl  « der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  .Maassstabes  wächst, 
so  vermehren  sich  die  auszuführenden  Messungen  in  so  grossem 
Maasse,  (sehr  nahe  im  Verhältniss  von  n\)  dass  ihre  Ausführung  be- 
schwerlich wird,  wenn  man  nicht  ein  Weniges  von  der  Strenge  ver- 
geben will;  wie  weiter  unten  erklärt  werden  wird. 

Das  zweite  und  dritte  Verfahren  können  in  Bezug  auf  die  Ge- 
nauigkeit, welche  sie  gewähren,  mit  einander  in  nahe  gleiche  l.inie 
gestellt  werden,  es  besitzt  aber  das  dritte  Verfahren  vor  dem  zwei- 
ten den  Vorzug,  dass  es  auf  kürzere  Rechnungen  fuhrt.  Ich  habe 
das  dritte  Verfahren  vor  vielen  Jahren  zu  verschiedenen  Malen  auf 
den  Fall  n — 60  angewandt,  und  weder  die  Ausführung  der  Mes- 
sungen noch  die  der  Rechnung  beschwerlich  gefunden. 


/' 
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71. 

In  manchen  Fällen  kann  man  die  Theilungsfehler  der  beiden 
Endstriche  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  Null  machen,  aber 
nicht  immer.  Wenn  es  sich  blos  darum  handelt,  durch  die  Bestim- 
mung der  Theilungsfehler  die  ungleichen  Intervalle  des  Maassstahes 
auf  ein  gleiches  Maass  hinzufuhren,  und  nicht  verlangt  wird,  dass 
derselbe  irgend  ein  bestimmtes  Maass  darstelle,  z.  B.  Millimeter,  Centi- 
meter,  u.  s.  w.  oder  Linien,  Zolle  u.  s.  w.,  dann  können  immer 
(0)  = ü und  (n)  = 0 gesetzt,  und  diese  Annahmen  schliesslich  bei- 
behalten werden.  Wenn  aber  der  zu  berichtigende  Maassstab  ein 
bestimmtes  Maass  darstellcn  soll,  und  man  zu  dem  Ende  ausser  den 
hier  erklärten  Messungen  und  Berechnungen  auch  die  ganze  Länge 
desselben  mit  einem  anderen  Maassstabe,  dessen  Länge  genau  be- 
kannt ist,  durch  Hülfe  eines  Coinparalors  verglichen  hat,  dann  kann 
der  Fehler  des  einen  Endstriches  nicht  mehr  gleich  Null  gesetzt, 
sondern  muss  dem  Resultate  dieser  Vergleichung  entsprechend  an- 
genommen werden.  Bei  der  Berechnung  der  Theilungsfehler  aus  den 
in  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Messungen  kann  man  zwar  wie- 
der, wie  oben  erklärt  worden  ist,  (0)  = 0 und  ’n)  = II  annehmen, 
aber  die  Berücksichtigung  des  Resultats  der  Vergleichung  durch  den 
C.omparator  muss  hierauf  durch  Anwendung  der  Sätze  der  Artt.  17, 
18,  l'J  vorgenommen  werden. 

Andere  Fälle  dieser  Anwendung  werden  auch  Vorkommen  kön- 
nen, wie  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird. 


72. 

Eine  wesentliche  Abkürzung  der  Arbeit,  welche  die  rationelle 
Bestimmung  der  Theilungsfehler  eines  Maassstabes,  zumal  bei  grossen 
Werthen  von  n,  verursacht,  besteht  darin,  dass  man  den  zu  berich- 
tigenden Maassstab  zuerst  in  zwei  oder  mehrere  gleiche  Abtheilungen 
theilt,  die  Theilungsfehler  der  Endstriche  derselben  bestimmt,  und 
hierauf  das  nemliche  Verfahren  auf  alle  Theilstriche  einer  jeden  Abthei- 
lung anwendet.  Wfäre  z.  B.  der  Maassstab  durch  die  auf  demselben 
angebrachten  Theilstriche  in  60  Intervalle  getheill,  so  kann  man  ihn 
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zuerst  in  zehn  gleiche  Theile  theilen,  unter  der  Annahme  n — 10 
die  Theilungsfehler  der  Endstriche  dieser  Abtheilungen  bestimmen, 
uud  wenn  diess  geschehen  ist,  die  Bestimmung  der  Fehler  der  ein- 
zelnen Theilstriche  innerhalb  einer  jeden  dieser  Abtheilungen  vor- 
nehmen, wobei  n = 6 zu  setzen  ist. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Verfahrens  muss  die  Bestimmung 
der  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche  einer  jeden  Abtheilung  so  aus- 
geftihrt  werden,  dass  die  Fehler  der  Endstrichc  die  schon  vorher 
bestimmten  Werthe  derselben  wiederbekommen,  was,  nachdem  man 
erst  dieselben  gleich  Null  gesetzt  hat,  gleichfalls  durch  die  Siltze  der 
Artt.  17,  18,  1!)  geschieht.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  das 
obige  erste  und  vollkommenste  Verfahren  ohne  Beschwerlichkeit  an- 
wenden. 

Wenn  auch  die  Anzahl  der  Intervalle  der  Abtheilungen,  welche 
man  wühlt,  kein  Theiler  der  üesammtzahl  aller  auf  dem  .Maassstabe 
vorhandenen  Intervalle  ist,  so  bildet  diess  durchaus  kein  Hinderniss 
für  die  Anwendung  des  Verfahrens.  Wenn  etwa  der  ganze  Maass- 
stab  62  statt  60  Intervalle  besüsse,  so  würde  diess  keine  andere 
Veränderung  bewirken,  als  dass  bei  der  Bestimmung  der  Fehler  der 
einzelnen  Theilstriche  in  Bezug  auf  die  erste  oder  letzte  Abtheilung 
n — 2 statt  =6  anzunehmen  wäre.  Dieses  Verfahren  lasst  überhaupt 
bei  seiner  Anwendung  grosse  Mannigfaltigkeit  zu. 

Es  darf  nach  der  Darlegung  dieses  Verfahrens  nicht  unerwähnt 
gelassen  werden,  dass  durch  die  Anwendung  desselben  die  Summe 
der  Quadrate  aller  übrig  bleibenden  Fehler  zwar  nicht  in  aller 
Strenge  ein  Minimum  wird,  aber  immer  nur  üusserst  wenig  vom 
Minimum  abweichen  kann.  Es  giebt  übrigens  ein  immer  anwend- 
bares Mittel  um  das  Minimum  so  nahe,  wie  man  will,  hcrzustcllcn. 
Dieses  Mittel  besteht  darin,  dass  man  der  Bestimmung  der  Fehler 
der  Endstriche  der  Abtheilungen  eine  grössere  Anzahl  von  Wieder- 
holungen der  einzelnen  Messungen  zu  Grunde  legt,  als  der  Be- 
stimmung der  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche.  Die  Gewichte  jener 
Bestimmungen  werden  dadurch  vergrössert,  uud  somit  das  genannte 
Minimum  vollständiger  oder  richtiger  zu  Wege  gebracht. 
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73. 

Ilm  die  verschiedenen  Verwandelungen , denen  bei  der  An- 
wendung des  im  vor.  Art.  beschriebenen  Verfahrens  die  zuerst  erhal- 
tenen Werthe  der  Theilungsfehler  unterliegen,  in  ein  helleres  Licht  7.u 
stellen,  möchte  ein  kleines,  wenngleich  Kngirtes,  Beispiel  Dienste 
leisten  können,  und  es  soll  daher  ein  Maassstab  beispielsweise  auf 
diese  Art  berichtigt  werden.  Wir  nehmen  an,  dass  derselbe  wie  folgt 
eingerichtet  sei. 

Gr  sei  seiner  ganzen  Lange  nach  in  zwölf  Centimeter  getheilt. 
und  nicht  nur  das  erste  Centimeter  in  Millimeter,  sondern  die  Milli- 
metertheilung  soll  auch  aus  zwölf  Intervallen  bestehen,  von  denen 
also  die  zwei  letzten  in  das  zweite  Centimeter  zu  liegen  kommen. 

Diese  zuletzt  genannte  Einrichtung  gewahrt  den  Vortheil , dass 
wenn  nachher  mit  dem  berichtigten  Maassslabe  eine  Linie  zu  messen 
ist,  deren  Länge  sehr  nahe  eine  volle  Anzahl  von  Centimetern  betragt, 
man  weniger  gebunden  ist. 

Sehen  wir  zuerst  von  der  Millimetcrtheilung  ah,  und  nehmen  die 
Centimetertheilung  vor.  Da  « = 1 2 ist , so  soll  angenommen  werden, 
dass  man  zuerst  den  Maassstab  in  drei  Theile  getheilt , also  die  Fehler 
der  Theilstrichc  0,  4,  8,  12  bestimmt  habe,  und  dass  man  hierauf  zur 
Bestimmung  der  einzelnen  Theilstriche  einer  jeden  dieser  drei  Abthei- 
lungen Ubergegangen  sei.  Die  Resultate  dieser  Messungen  sollen  die 
folgenden  Zahlenwcrlhe  sein,  in  denen  das  Zehntel-Millimeter  zur 
Einheit  angenommen  worden  ist,  welche  Einheit  auch  in  der  ganzen 
Rechnung  beibehalten  werden  soll. 

Die  Drittheilung  des  ganzen  Maassstabes. 

[0] ,  = —2.20  , [0],  = — 1.38 

[1] „  = -1.90  , [1],  = -1.50 

[2] 0  = —2.29 

Die  Centimeterstriche  der  ersten  Drittheilung. 

[0] ,  = -t-0.73,  [0],  = —1.78,  [0],  = -+-0.04 

[1] o  = -»-0.81,  [1],  = -1.54,  [1],  = +0.05 

[2] 0  = +0.88,  [2],  = -1.70 

[3] 0  = +0.73 
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Die  Centiinelerstriche  der  zweiten  Drittheilung. 

[0] o  = -*-0.80,  [01,  = —1.63,  [0]j  = +0.20 

[1] ,  = +0.90;  [1],  = —1.46,  [1],  = +0.30 

[2] ,  = +0.90,  [2],  = —1.58 

[3] „  = +0.85 

Die  (lentinieterstriche  der  dritten  Drittheilung. 

[01,  = +0.86,  [0],  = —1.74,  [0]i  = —0.01 

[1] o  = +0.66,  [1],  = —1.72,  [1]i  = —0.19 

[2] ,  = +0.90,  [2],  = -1.79 

[3] ,  = +0.64 

Es  wird  hiebei  zugleich  angenommen , dass  die  Ergebnisse  der  Drit- 
theilung des  ganzen  Maassstabcs  auf  einer  grosseren  Anzahl  von  ein- 
zelnen Messungen  beruhen,  als  die  anderen  vorstehenden  Ergebnisse. 

Durch  Anwendung  des  obigen  ersten  Verfahrens,  und  unter  der 
Annahme,  dass  die  Fehler  der  Endslriche  einer  jeden  Abtheilung  Null 
seien , geben  die  vorstehenden  Messungscrgchnissc  die  folgenden  Thei- 
lungsfehler,  bei  welchen  die  Bezeichnungen  0,  I,  2,  bis  12  der  auf 
einander  folgenden  Centiincterstriche  des  Maassstabcs  angewandt  wor- 
den sind: 

(0)  = 0 

(4)  = +0.0625 
(8)  = —0.1675 
(12}  = 0 

(0)  = 0 (7)  = —0.0165 

(1)  = +0.0775  (8)  = 0 

(2)  = +0.0390  (9)  = —0.0850 

(3)  ==  —0.0715  (10)  = —0.0040 

(4)  = 0 (11)  = —0.1210 

(5)  ==  +0.0845  (12)  = 0 

(6)  = +0.0270 

Unter  der  Annahme,  dass  kein  Grund  zur  Berichtigung  der  bei- 
den Endslriche  des  ganzen  Maassstabcs  \orliege,  bleibt  die  vorstehende 
erste  Abtheilung  der  Thcilungsfehlcr  unverändert,  aber  die  zweite  Ab- 
theilung muss  den  Resultaten  der  ersten  gemttss  verwandelt  werden, 
um  die  wahren  Thcilungsfehler  der  übrigen  Theilstrichc  zu  erhallen. 
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Diese  Verwandeluug  geschieht  durch  die  Gleichung  [k)  des  Art.  1 7,  iu 
welcher  für  (0)  und  (»)  nach  einander 

(0)  = 0 («)  = +0.0623 

(0)  = +0.0623,  (»)  = —0.1673 
(0)  = —0.1673,  (»)  = 0 

gesetzt  werden  müssen.  .Man  bekommt  hiemit 

<4(0)  = 0 rf(7)  = — 0.1 1 0 1 

(4(1)  = +0.0136  (4(8)  = —0.1673 

(4(2)  = +0.0313  <>(9)  = —0.1237 

(4(3)  = +0,0469  d(  1 0)  = —0.0838 
(4(4)  = +0.0625  <4(ll)  = —0.0419 
33)  = +0.0030  (4(12)  = 0 

A(6)  = —0.0525 

Die  Addition  dieser  Verbesserungen  zu  den  vorstehenden  Wer- 
lhon der  Theilungsfehler  giebt 

(0)  =0  (7)  = —0.1266 

(1)  = +0.0931  (8)  = —0.1675 

(2)  = +0.0703  (9)  = —0.2107 

(3)  = —0.0246  (10)  = —0.0878 

(4)  = +0.0625  (II)  = —0.1629 

(5}  = +0.0895  (12)  = 0 

(6)  = —0.0255 

welches  die  detinitiven  Theilungsfehler  der  Centiinclertheilung  sind. 

74. 

Gehen  wir  zur  Millimclcrtheiluug  über,  so  ist  wieder  n = 12, 
und  wir  könnten  daher  diese  Theilung  eben  so  behandeln  wie  jene; 
um  aber  eine  Veränderung  in  das  Heispiel  einzuführen , soll  diese  Thei- 
lung etwas  anders  behandelt  werden.  Zuerst  soll  die  ganze  .Milli- 
metertheilung  in  zwei  gleiche  HUlften  gelheilt  werden,  jede  dieser  letz- 
teren wieder  in  zwei  Hälften  zerlegt , und  darauf  sollen  in  diesen  vier 
Abtheilungen  von  je  drei  Intervallen  die  einzelnen  Theilstriche  \orge- 
nonuuen  werden.  Die  Resultate  dieser  Messungen  seien : 

Erste  Halbirung. 

[0]„  = — 0.16 
L4]„  = -0.34 
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llalbirung  dos  ersten  Theils  derselben. 


[01,  = —0.25 

[1]«  = -0.21 


llalbirung  des  zweiten  Theils  derselben. 

[0] ,  = -1-0.14 

[1] ,  = -0.78 


Das  erste  Viertel. 

Ol,  = —0.27,  [0],  = —0.34 
[l|#  = -0.25,  [1],  = +0.23 
,2],  = +0.28 

Zweites  Viertel. 

[0  „ = +0.27,  [0],  = +0.43 
[l„  = +0.08,  I],  = —0.26 
12],  = -0.47 

Drittes  Viertel. 

[0  „ = +0.14,  [0],  = +0.53 
[I  „ = +0.18,  [1],  = +0.18 
[2  , = —0.20 

Viertes  Viertel. 

[0] ,  = —0.40,  [0],  = —0.06 

[1] ,  = +0.18,  [1],  = -0.14 

[2] ,  = —0.50 

Es  sollen  hiefür  die  ncmlichen  Voraussetzungen  gelten  wie  oben. 

Die  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  auf  diese  Messungsergeb- 
nisse liefert,  wenn  auch  die  Millimeterstriche  der  Reihe  nach  mit  0,  1,2.  / 

bis  12  bezeichnet,  und  Anfangs-  und  Endstrich  jeder  Abtheilung  als 
fehlerfrei  •betrachtet  werden,  die  NVerthe 

(0)  = 0 

6}  = —0.09 

(12)  = 0 

,0j  = 0 , (6)  = 0 

[3]  = +0.02  , (9)  = —0.46 

(6)  = 0 , (12)  a 0 
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(0)  =0  * (7)  = —0.1025 

(1)  = +0.1950  (8)  = —0.2428 

(2)  = +0.3650  (9)  = 0 

(3)  = 0 (10)  = +0.1650 

(4)  = —0.2975  (11)  = — 0.2550 

(5)  = —0.4175  (12)  = 0 

(6)  = 0 

welche  mehreren  Verwandlungen  unterworfen  werden  müssen.  Die 
erste  Abtheilung  bleibt  wieder  ungeandert,  aber  die  zweite  und  dritte 
werden  durch  die  Gleichung  ( k ) des  Art.  1 7 , indem  man  darin  n = 2. 
und  einestheils 

(0)  = 0,  («)  = —0.09 

andernlheils 

(0)  = —0.09,  (»)  = 0 
setzt,  verwandelt.  Man  bekommt  somit 
3(0)  = 0 

3(3)  = —0.045 
3(6)  = —0.09 
3(9)  = —0.0  45 
3(12)  = 0 

womit  die  zweite  und  dritte  vorstehende  Abtheilung  der  Theilungs- 
fohler  sich  vereinigen,  und  in 

(0)  = 0 
(3)  = —0.0250 
(6)  = —0.0900 
(9)  = —0.5050 
(12)  = 0 

ubergehen.  Wendet  man  hierauf  die  Gleichung  (k)  an,  indem  man 
n = 3 setzt , so  gehen  die  folgenden  Correetionen  hervor 
3(0)  = 0 3(7)  = —0.2283 

3(1)  = —0.0083  3(8)  = —0.3667 

3(2)  = —0.0167  3(9)  = —0.5050 

3(3)  = —0.0250  3(10)  = —0.3367 
3(4)  = —0.0467  3(11)  = —0.1683 
3(5)  = —0.0683  3(12)  = 0 

3(6)  = —0.0900 
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welche,  zu  den  obigen  Werthen  der  Theilungsfehler  addirt,  weiter 
ergeben : 

(0)  = 0 (7)  = —0.3308 

(■1)  = -i-0. 1 867  (8)  = —0.6092 

(8)  = +0.3483  (9)  = —0.5050 

(3)  = —0.0250  (10)  = —0.1717 

(4)  = —0.3442  (11)  = — 0.4233 

(5)  = —0.4858  (12)  = 0 

(6)  = —0.0900 

Mit  diesen  Wertlien  muss,  aus  dem  Grunde,  dass  zwei  Theilstriche  beider 
Theilungen  mit  einander  identisch  sind,  und  folglich  in  jeder  Theilung 
dieselben  Fehler  bekommen  müssen,  noch  eine  Verwandelung  vorge- 
nommen werden.  Der  erste  mit  0 bezeichnete  Theilstrich  ist  in  beiden 
Theilungen  der  nemliche,  und  hat  schon  im  Vorhergehenden  denselben 
Fehler  (=  0)  erhalten.  Der  Theilstrich  ferner,  welcher  in  der  Cen- 
timetertheilung  mit  1 bezeichnet  wurde,  ist  der  nemliche,  der  in 
der  Millimetertheilung  die  Bezeichnung  10  bekommen  hat,  und  der 
Fehler  desselben  ist,  wie  nicht  anders  sein  konnte,  durch  die  vor- 
hergehende Rechnung  für  die  beiden  Theilungen  verschieden  ausge- 
fallen. Der  für  die  Millimetertheilung  erhaltene  Werth  dieses  Fehlers 
muss  auf  denjenigen,  welcher  sich  für  die  Centimetertheilung  ergeben 
• hat,  zurückgeführt  werden,  und  dazu  dienen  die  Gleichungen  des  Art. 
19.  Für  unser  Beispiel  muss  zu  dem  Ende  in  diesen  Gleichungen 

c = 0,  (c)  = 0,  {y)  = 0 

" ’ e = 10,  (e)  = +0.0931,  (#)  = —0.1717 

gesetzt  werden,  woraus  sich  zunächst 

C = 0,  E — +0.02648 

ergeben.  Aus  der  Gleichung  (k‘)  des  angezogenen  Art.  folgen  nun 

<J'(0)  = 0 #(T)  = +0.1854 

rf’(l)  = +0.0265  d'(8)  = +0.2119 

d'(2)  = +0.0530  <T(9)  = +0.2384 

^(3)  = +0.0795  <f(10)  = +0.2648 

^*(4)  = +0.1059  «r(1l)  = +0.2913 

<1^5)  = +0.1324  & (1 2)  = +0.3178 

d'(6)  = +0.1589 
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durch  deren  Anbringung  an  d 
ler  man 

Ot  = 0 

(1)  = +0.2132 

(2)  = +0.4013 

(3)  = +0.0545 
(4',  = —0.2383 
(3)  = —0.3334 
.(6;  = +0.0689 

erhalt,  welches  die  definitiven  'I 
sind. 


zuletzt  erhaltenen  Theilungsfeh- 

(7)  = —0.1454 

(8)  = —0.3973 
(9  = —0.2666 

(10)  = +0.0931 
(fl)  = —0.1320 
(12)  = +0.3178 

eilungsfelder  der  Milliiuetertheilung 


Wenn  man  auch  die  Werthe  der  m„,  m,,  etc.  kennen  lernen  will, 
so  sind  die  Verwandlungen  der  zuerst  erhaltenen  Werthe  derselben 
auf  ähnliche  Weise  auszufithren. 


75. 

Es  ist  schon  oben  darauf  aufmerksam  gemacht  worden,  dass  die 
in  diesem  Abschnitte  erklärten  Yerfahrungsarten  in  sofern  nicht  voll- 
kommen strenge  sind,  als  sie  die  Summe  aller  Ubrigbleibenden 
Fehlerquadrate  nicht  streng  zum  Minimum  machen;  es  ist  jedoch 
ein  Mittel  angegeben  worden , durch  dessen  Anwendung  man  die 
genannte  Summe  ihrem  Minimum  so  nahe  bringen  kann,  wie  man 
will.  Man  kann  aber  auch  anders  verfahren,  denn  Nichts  hindert, 
die  hier  erklärten  Yerfahrungsarten  einer  strengen  Auflösung  zu  un- 
terwerfen, durch  w?elche  die  genannte  Summe  sofort  ein  Minimum 
wird.  Je  nachdem  man  den  Maassstab  in  zwei  oder  mehrere  gleiche 
Haupttheile  Iheilt,  wird  das  strenge  Verfahren  etwas  anders  aus- 
fallen,  und  es  werden  unter  diesen  Umstünden  sich  verschiedene 
Vcrfahrungsarten  bilden,  welche  alle  eine  Aehnlichkeit  mit  einander 
sowohl  wie  mit  dem  ersten  Verfahren  haben , und  die  man  daher 
Varianten  des  ersten  Verfahrens  nennen  kann. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht  alle  diese  Verfahren  hier  ausführlich 
zu  entwickeln,  sondern  cs  soll  nur  eines  derselben  ausführlich  dar- 
gestellt werden,  und  zwar  dasjenige,  welches  sich  auf  den  Fall 
bezieht,  dass  man  den  Maassstab  in  zwei  gleiche  Hauptabtheilungen 
zerlegt  habe;  es  ist  hierauf  mit  keinen  Schwierigkeiten  verknüpf!, 
auch  andere  Varianten  des  ersten  Verfahrens  zu  entwickeln. 
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Variante  zum  ersten  Verfahren. 

. 76. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  man  den  zu  berichtigenden 
Maassstab  zunächst  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  und  von  den  Inter- 
vallen beider  Abtheilungen  abgesondert  alle  Coinbinationcn  zu  je  zweien 
gemessen,  oder  mit  anderen  Worten  mit  einem  passenden  PrUfungsinter- 
vall  verglichen  habe:  die  Prllfungsinlervalle,  welche  man  in  jeder  Ab- 
theilung  benutzt  hat,  sollen  dieselben  sein.  Es  setzt  diess  voraus,  dass 
die  Anzahl  aller  Intervalle  des  Maassstabes  eine  grade  Zahl  sei,  was 
gemeiniglich  der  Fall  ist;  sollte  indess  diese  Anzahl  eine  ungrade 
Zahl  sein,  so  kann  man  vorläufig  das  eine  Endintervall  weglassen, 
und  nach  ausgeführter  Berichtigung  der  übrigen  Intervalle,  nach  dem 
hier  zu  entwickelnden  Verfahren,  dasselbe1  durch  besondere  Messungen 
bestimmen.  Bezeichnen  wir  die  Anzahl  aller  Intervalle  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes  mit  2»,  so  bekommen  wir  für  die  erste  Ab- 
theilung  die  neinlicheu  ursprünglichen  Gleichungen,  welche  im  Art.  7 
angegeben  worden  sind ; wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  letzte 
* dieser  Gleichungen  nicht  weggelassen  werden  darf,  da  sie  im  gegen- 
wärtigen Falle  auf  keine  Unbestimmtheit  liinführt.  Die  ursprünglichen 
Gleichungen,  welche  die  zweite  Abtheilung  liefert,  haben  genau  die- 
selbe Form,  wie  die  eben  genannten,  nur  müssen  in  ihnen  alle 
eingeklammerten  Indices  um  die  Zahl  n vergrüsserl  werden. 

Aus  diesen  Erklärungen  entnimmt  man  leicht,  dass  im  gegen- 
wärtigen Falle  die  erste  Reihe  der  ursprünglichen  Gleichungen  die 
folgenden  enthält : 

— (0)  + (1)  +wo  + [0]«  = 0 

— (I)  -+-  (2)  *»-m0  ■+■  [1]0  =0 

etc.  bis 

— (2m— 2)  +(2n—  I)  +m„  -+-[2#*— 2]„  = 0 

— (2m— I)  -l-  (2h)  +i»o  +[2n — 1]0  = 0 

Die  zweite  Reihe  besteht  aus 

— (0)  +(2)  +»i,  Hh[0],  = 0 

-(<)  +(3)  -4- »Hi  +[•!],  = 0 

— W **•(*)  -H*i  +[2]|  = 6 

etc. 
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— (n— 3}  + (n— 4)  -»-m,  + }«  — 3],  = 0 

— (n — 2)  -+-  (n)  +m,  ■+[» — 2],  = fl 

— (n)  +{»i-l-2}  -f-m,  + .»],  = fl 

— (n-M)  +(«+3)  +»»,  +[»—!],  = fl 

etc.  bis 

— (2» — 4)  + (2n — 2)-*-i»f,  +[2>/— 4],=  0 

— (2  u — 3)  -+-  i'ßn — I )■+■»»,  -t-[2n — 3],=  fl 

— (2m — 2)  -+-  (2m)  -+•«»,  -»-[2h — 2j,=  0 

wozu  bemerkt  werden  mag,  dass  eine  Ltleke  vorhanden  ist,  indem 
die  (Kombination  (n — I },  In  -+-  I ) und  dem  entsprechend  die  Messungs- 
grösse  [n — ! ],  nicht  vorkommt.  In  der  dritten  Reihe  werden  zwei 
(Kombinationen,  nemlich  (m — 2),(n+l)  und  (» — l),(n+2)  nebst  den 
Messungsgrüssen  [m — 2],  und  [»* — l]2  fehlen,  u.  s.  w.  Die  beiden  letz- 
ten Reihen  sind 

— (0)  -+-(»—  1)  -Mh»_5  ■+■  [0]„-2  = 0 

(I)  •+•  («)  +»»«-!  + [I  = A 

— (n)  +(2»i— !)+»»»,_,  + [m]_2  = « 

— (m+I)  + (2»»)  +»»»._2  -*-[h-M],._2  = 0 


(fl)  + (B)  +wh-1  + L®]"-l  ~ fl 

— (n)  -+-  (2»)  +»«„_,  -+-  = 0 


Nach  den  vorstehenden  Andeutungen  kann  man  die  ursprünglichen 

Gleichungen  für  irgend  einen  bestimmten  Werth  von  n leicht  voll- 

*• 

ständig  hinschreiben.  Es  lässt  sich  übrigens  die  Aufeinanderfolge  die- 
ser Gleichungen  graphisch  anschaulich  machen. 

Repräsentirt  man  sie  durch  die  in  denselben  enthaltenen  völlig 
bekannten,  durch  die  angestellten  Messungen  erhaltenen  Glieder,  so 
kann  man  sie  für  jeden  bestimmten  Werth  von  n durch  zwei  Drei- 
ecke, in  Form  der  Trigonalzahlen,  darstellen.  Z.  B.  für  »»  = 4 kann 
man  sie  wie  folgt  stellen: 

[0]*»  11].,  [2]o,  [3].,  [*]„,  [5].,  [6]„,  [7]« 

[0]„  [1]„  [2]„  [4]„  [5]„  [6], 

[A]i>  [1]i  • l^]i»  [3]i 

[0]3  [4], 

für  jeden  anderen  Werth  von  » wird  man  dieselbe  Figur,  in  grosse- 
ren oder  kleineren  Dimensionen,  wiedererhalten. 
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77. 

Die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  fuhrt,  indem 
man  wieder  alle  Gewichte  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  = I 
setzt,  auf  die  folgenden  Kndgleichungcn: 

„(0)  —(1)  —(2)—  . . . — (n— 4)  — (») 

—m„  — »i,  — »ij — . . . — f«._j — -t-jO]  = 0 
_(0)  +«(1)  -(2)-  . . . -(«-!)  -(») 

—m,  — nu  — ...  — mH  2 +jlj  = 0 

etc. 

-(0}  -(4)  — (2) — • • • 

-hin,  -hm-2  -h  . . . 2 H-j»i — 1j  = 0 

— (0)  — (1)  _ (2) +2»(n) 

— (n+4)  — (»i+2)— . . . — (2n—  I)  — (2»)  + j»|  = 0 

— (n)-m(«+ 1)  — (n+2)  ....  — (2 ii — I)—  {in) 

— III,  — Wlj  — . . . — 2 +|«+1j  = 0 

etc.  bis 

— (»»}  — (n+1)  —(n+2: — . . . +ii (2n — 1)  — (2n) 

-hm,  -hllli-h  ■ . . +/«„_!  + j2»l  — I j = 0 

— («)  — (n+1)  — (n+2) — . . . — (2n — 1)-+-n(2n) 

-hin,,  -hm , -hnij-h  . . . +»«»_2+n»„_,  + }2«j  = 0 

— | (0)  — (2n)  j +2»wio+{0j'  = 0 

— j(0)  — (2»)| — j (1)  — (2n — 1)  J + j(n — 1)  — (n+1)}  + 2(n — 1}»«,  + 1 1 J'  = 0 

— j(0 ) - '*■)[  - j(1)  - (2n- 1 ) j - j (2)-  (2..-2)  j 

+ 1 (n — 2)  — (n + 2)  | -t- 1 (n— 4 ) — (» + 1 ) { +2  (n — 2)  m, + ) 2 j'  = 0 
etc.  bis 

-|(0)-(2»)(— j(1)—  (2«-1)j-J(2)-(2«-2)j 

+ }(»— 2)— (»+2)j+J(n— 1)  — («+1)j  + 6mB_3+jn— 3j' = ü 
— } (0)  — (2n) { — } ( 1 ) — (2 n — 1 ) j + j (»—  1 ) — (n  + 1 ) j + 4»«„  2-+{«— 2}'  = 0 

— J(0)  — (2»)j  + 2»i„_,-i-{n—  I j'  = 0 

78. 

Die  Form  der  ersten  Abtheilung  dieser  Gleichungen  ist  eine 
eigentümliche,  welche  man  durch  graphische  Darstellungen,  die  sich 
auf  bestimmte  Werlhe  von  n beziehen,  anschaulich  machen  kann. 
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Der  Theil  derselben,  welcher  die  Theilungsfchler  enthalt,  bildet  immer 
eine  aus  zwei  Quadraten  bestehende  Figur,  die  in  dem  einen 
ihrer  Winkel  aneinanderstosscn , und  miteinander  zu  einem  Ganzen 
verbunden  sind.  Der  Theil  hingegen,  der  die  Prtifungsintervalle  ent- 
halt, bildet  vier  gleichschenklige  Dreiecke,  welche  einander  tlieils 
ihre  Grundlinien,  tlieils  die  gegenüberliegenden  Winkel  zukehren: 
zwei  dieser  Dreiecke  sind  einander  gleich,  wahrend  die  beiden  an- 
deren, zwar  auch  einander  gleich,  aller  eine  Stufe  kleiner  sind  als 
jene.  Da  diese  Dreiecke  sich  anders  gestalten,  je  nachdem  » eine 
grade  oder  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  wollen  wir  sie,  um  an  der 
Deutlichkeit  Nichts  vermissen  zu  lassen,  filr  beide  Falle  aufstellen. 

Für  « = 6 sind  die  von  den  Theilungsfehlern  abhängigen  Glieder 
unserer  Gleichungen : 

6(0)  -(■))  -(*)  -(3)  —(4)  —(5)  -(6)  . . I 

— (0) 4-6(1)  — (2)  -(3)  -(4)  -(5)  -(6) (2 


— (0)  —(4) +6(2)  —(3)  -(4)  -(5)  -(6) 3 

-(0)  -(1)  —(2) + 6(3)  -(4)  —(5  — f6) (i 

— (0)  -(1)  -'2)  —(3) +6(4)  -(5)  -(6) (5 

_(0  _(1)  _(2)  — (3)  -(4  +6(3)  -(6)  ti 


-(0)  -(I)  — (2;  -(3)  -(4)  _(5)-M2(6)  -7)  -(8)  ~{9  -:|0)  -(II)  - II 

8)  — (6) 4-6(7)  —(8)  -(fl)  -(10)  -(II)  —(12 

9)  -(6)  — (7) +6(8)  -(9  -(10)  - 11)  —(12 

10)  -(61  -(7  —(8) +6(9)  -(IO)  -(II)  - 12 

11)  — (6)  -(7)  -'8)  -(9)4-6(10)  -(II  -(12 

12)  -(6)  -(7)  -(8)  -'9)  -(10)4-6(11  -(I* 

13)  -(6)  — (7)  -(8)  -(9)  -(10)  -'11)4-6(12 

zu  deren  Veivollstündigung  noch  die  folgenden  Glieder  hinzukommen, 
welche  bis  auf  die  völlig  bekannten  Glieder  von  den  Prüflingsinter- 
vallen abhangen: 


1)  —m„  — m, 

-ws 

— ,f,3 

— »1,  —IM;  + (0}  =5  0 

2)  — i», 

—”h 

— «*4  + {1}  = 0 

3' 

— •»* 

— 1»3 

+ {2}  = 0 

4) 

keine 

m 

4-  {3}  = 0 

5) 

+ro2 

+w3 

+ (i)  = 0 

6)  +m, 

+m.j 

-hm3 

+ m,  + {5}  = 0 

-) 

keine 

m 

+ (6)  = 0 

8)  — 1», 

— w-i 

— m;, 

— m,  + {7}  = 0 

9; 

-m-2 

4"  {8}  — 0 

10) 

keine 

m 

+ (9)  = 0 

11' 

+m  j 

+{10}  = 0 

12;  4-»>, 

-hm j 

-f-w3 

4-1114  +{41}  — 0 

13)  + in„  +m, 

+ m.2 

4-nit  +m5  +{12}  = 0 
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Für  n = 5 stehen  die  entsprechenden  Gleichungen  wie  folgt: 


5(9)  - 

•(») 

— (*)  -',3)  -(4) 

-(5)  . . 

(* 

-(«)+* 

i(1) 

_{2)  — (3)  -(4) 

-(5)  . . 

(* 

-(0)  - 

•(0+3(2'  -(3)  -(4) 

-(5)  . . 

(3 

_(0)  - 

(«) 

-{2, +5  (3)  -(4) 

-(5)  . . 

f4 

-(0)  - 

(M 

— (2)  — (3)  +5(4) 

-(»)  • • 

(5 

-,0)  - 

•C 

-'2)  -(3)  -(4 

+ 10(5)  - 6 

) -(7)  -(8)  -(9)  — (10) 

7) -(5) +5(6)  -(7)  -(8)  -(9,  -(10) 

8 -(5)  —(6) +5(7)  -(8)  -(9)  -(10) 

9) -(5)  -(«)  -(7)  +5  (8)  -(9)  -(10) 

10)  — (5)  -(6)  -(7)  — (8)  +5(9)  -(10) 

11)  -(5)  —(6)  —(7)  —(8)  — (9) +5(10) 

1)  — R|  — ni  | — ni2  — i»,  — in,  + {0}  = 0 

2!  — »i,  — iw>  — m3  + {1}  = 0 

3)  • -mj  + {2}  = 0 

4)  +Wj  + (3)  = 0 

5)  +m,  +m2  +i»3  + {4}  = 0 

fi)  keine  m + {5}  = 0 

7)  — m,  — »Wj  — Bij  + {6}  = 0 

8)  —m-2  + {7}  = 0 

9)  +»2  + {8}  = 0 

10)  +in,  +i»2  + i»i  + {9}  = 0 

11)  +ni0  +m,  +»»2  +Wj  +m4  +(10)  = 0 


Auch  diese  Formen  wiederholen  sich  für  andere  entsprechende  Werthe 
von  »»,  bez.  in  grosseren  oder  kleineren  Dimensionen. 

Die  völlig  bekannten  Glieder  der  Kndgleichungen  sind  im  All- 
gemeinen durch  die  folgenden  Ausdrücke  gegeben : 

(0)  = _[01„  -|0|,  -[0],  - ...  - i0]B_, 

{1}  = [0J.  -II],  — («],  -[«],  - ...  - [<].-« 

(2)  = (1J0  +[01,  -[8],  -[2),  -18],-  • . . — [2)«_j 

etc.  etc. 

{2n— 2)  = [2n  — 3]„  + [2n  — 41,  + . . . + [n]„_j  — [2n  — 2),  — [2n  — 2), 

{2n — 1 j = . [2n— 2],  + (2ti  — 3],  + . . . +[n]«_,  — [2n  — I], 

{2n}  = [2n  — 1]„  +[2n— 8],  + . . . +[n]B_, 


{0}'  = [01,  +[«].  + [ 2]»  + . . . +[2n  — I), 

{1}’  =>  [0],  +[1],  +[2J,  + . . . + [n  — 8),  +(n],  + • • +[2n— 2 , . 

{2}'  = [0)2  +[l]2  +[2),  + - . • + (a—3)2  +.1)2  + . . +[2n— 3)2 


etc.  etc. 

{m  — 2}’  = |0,»-2  +(4)»-2  +[n  h-2  +[»1+1]b-2 

[n  — I}'  = [0j»_i  +[«]„_, 

43* 
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Die  einfache  und  rogelmltssige  Fortschreilung  in  der  Zusammensetzung 
der  ersten  Abtheilung  dieser  Grossen  erkennt  man  am  leiolileslen. 
wenn  man  die  Ausdrücke  für  einige  specielle  Werlhe  von  « vor  sich 
hat , weshalb  solche  unten  angegeben  werden  sollen.  Die  G Wissen 
JOj',  jlj'  }2j\  etc.  ktinnCn  wieder  durch  das  im  Art.  2i  erklärte 
Verfahren  jede  für  sich  gleich  Nidl  gemacht  werden. 

Zwischen  den  vorstehend  aufgeführlen,  völlig  bekannten  Grossen 
linden  hier  die  beiden  folgenden  Bedingungsgleichungen  statt,  . 

(o)  0 = {0j-+j1j-|-|2|+...  + |2»{ 

lb)  0 = nj|0| — — 1)jjl  J — 12» — 1 2)j{2j— {2» — 2|j+-.- 

+-{0j'-+2j1  j'-4-3j2j'+- . . . +(ti — 2;j» — — 1 )j« — 2j'+n|»— If 
welche  denen  des  Art.  8 analog  sind. 

79. 

Es  sollen  hier  sogleich  die  Ausdrücke  der  völlig  bekannten  Glie- 
der der  Kndgleich ungen  des  vor.  Art.  für  einige  specielle  Werthe 
von  in  oder  « ausgeschrieben  werden. 

n = 8. 

{0}'  = 0 ,|  + ;t  „ + !2:„  +[3  ,,  +(♦'„  +(5),  + 6]0  + [ f jo 

+[*],  +!»].+  io  „+  tt  „+[ti ,,+  i3  „+rti]lp+ tr>j0 
{t}'  = L0  , + I , + [2,  +[31,  +[41,  +[51,  +[6  , 

+ [81,  + 91,  + : 40  , +[lt ], + [ti], + 431, + t 41, 

{*}’  = i°  i +t*  a + *]a  + 3jj  +[♦],  +l3  i 
+ " i + 91i+  I0^a+  M]a  + (421a-»-[43]a 
(»}'  = "1:,  + [H,  +:?»  +.3..1  +[4’j 

+ 8],  + 9],+  I013+  1 1 ],+  12  , 

{4}'  = .0  , + t 4 +[2  , + 3 , +[8  , + 9 ( + ;t0  ,+  II  , 

{.'>}  — 0 , + t . , + 2 , *+  [8 ; +;!)',+  1 0 . 

{«}  = L«  « + [1]«  + s r,  + 9 u 

{'}'  = («Ir  +i»l7 

{«} 

{«} 

. W 

{•■»} 

{*} 
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:«» 

-[«1. 

— I 

-[01:, 

-101,  -101»  — [o  :0 

[0i. 

fr. 

— J 1 

— [11, 

-fl  , 

-fl).  - ■ •.  -(11. 

[«  0 

1 

ä„ 

-(2, 

-(21, 

— !-  3 

— ’2j4  — [2  j 

21. 

+ 11. 

+ o J 

3 „ 

- 3 i 

- 3, 

-[3), 

-[3]« 

•To 

+ [2i, 

+ 1 , 

+ [«  , 

• 

(*:„ 

-41, 

- 
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{5}  = [4],  + [3],+  [21,+  [1]3+  [0], 

-[#]«  - l»]i—  [»]* 

{6}  = 15],  + [4],+  [3],+  [2],+  [1],+  [0]s  • 

-Wo  - 1«]. 

{7}  = [6]0  + [5],+  [4],+  [3],+  [9],+  [l]*+[0], 

-PI. 

{8}  = [7],  + 6’,+  [5],+  [4]3  + [3]|’+  [2],+[lj,  +U7 

-[»],  - [8],-  [8],—  [8],-  [8],-  [8]5  — [8],  -[8; 

{9}  = [8]0 

-Wo  - (»).-  [9]l-  !.9]j—  l»],-  W*— 1,9]» 

{10}  = [9]o  4-  [8], 

-[10],  — [10)t  — 1<0]2— [I0]s— [90  i — [IOj5 
{11}  = ilO],  4-  [9],4-  18], 

— [H],  -pi]l-[H],-tll]J-[1l]4 

{12}  = [II],  4-i.lO],4-  [9], 4-  [8], 

{13}  = [12;0  4-  H],  + .10j,+  [9]34-  [8}t 

— l!3]o  -[13], -[13], 

{14}  = [I3'0  4-LI2]14-[ll;,4-[10]34-  [9]44-  [8]4 

— [**"]»  —[«*]. 

{13}  = J40  +[13], 4* [12], 4- [H], 4- [10], 4-  [Ö]*+[8], 

— l'3]o 

{16}  = ;lö]B  +[li],  + [13],+[l2],+[H],+[10j4+[9],  +[8]j 


n = 7. 


{0}'  = 

Wo 

+[!]. 

+ [2]o  +[3]o 

+ 1*]. 

+ [3]o  +W, 

+I7U 

+ [8]0 

4* [9] o-4“ [40)o4-[I  1 :o4-  [1 2 0-f- [I3]< 

{'}'= 

9], 

+ L*ji 

+W,  +13], 

+[*:. 

+ [31i 

+ P]i 

+ L8jl 

+[9|,  + L10;,- 

+[1  Mi- 

HW, 

{2}'  = 

[0], 

+m* 

+ [2],  +[3], 

+[*]* 

+[7]t 

+ [8],  +[9.,  + ['0]j+[l  1., 

P 

[0], 

+ 11]» 

+ [2],  +L3], 

+ P], 

+ .8], 

+ [9  ;|  + ,1 0 

w- 

W . 

+ 1 i 

+l*]o  +[7]o 

+ [8  « 

+ [»]« 

{5}-  = 

01, 

+ l*]s 

+ [7;s  + [8], 

{«}'  = 

101, 

+[7], 

{0}  = -[0],  -[0],  -[0],  -[0],  -[0],  -[0%  -[01, 

{1}  = 0], 

-[!].  -4'],  — L9J*  -in*  -Wo  -[«]* 

{2}  = [1],  +[0], 

-Wo  -[2],  -[2],  -[2],  -[2], 

{3}  = [2],  +[1],  +[0], 

— [3]o  — 13ji  —[3]*  —[3], 

{4}  = [3  „ +[2j,  +[1],  +[0]3 

-Wo  -W|  -Wi 
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{5}  SO  [*],  + [3],  + [2],  + [l],  + (0]4 

-[V.  -[»]. 

{6}  = [51,  +[4]r  + (3j,  + [2],  + [4]4 

-W. 

{7}  = [6],  +[5],  +[4],  +t3;3  +1*],  + [!]>  + [0], 

-p  , -[7],  -[7i,  -[7],  -[7],  -[7], -[7], 

{8}  _ [7], 

-(«).  -[8],  — [8]j  — [8]:t  — [8](  — [8JS 

{9}  = ls],  + rlt 

— ,3.o  -l»h  -,»]*  -[9]j  -[9]« 

{10}  = [9],  -*-[8],  + [7], 

— [<0)o— [<0],  — [«0]2— [I0]3 

(II)  = 10  „ +[91,  +18],  +[7]s 

II  , — [11], 

{12)  = [11],+  10],  +[•:,  +18],  + [71, 

— [12  0 — [12]« 

{13}  = [!*]#+[!  < , + ['»  j +[9],  +18],  +[7]« 

-['3], 

{'*}  = [43]0+[l2;,  + (llj,+[IO]:,  +[9],  +[8],  +[7], 


n = 6. 


{<)}-  = 

.<>:» 

+ [•  0 

+ *!« 

+ 3],  + l]0  + •>]„ 

+ 6J0  +;7]0 

+!«:, 

+ [9]o+[40[„+[ll]o 

('}'  = 

[0], 

+[«]. 

+ 12], 

+ [3],  +[4], 

+ 61, 

+ '1, 

+[»], 

+ [9]i  + [4®]i 

{2}'  = 

Wi 

+[4]j 

+ [2]j 

+ [3Jj 

+ [ela 

+ [7]j 

+ [8]j 

+ [9], 

{3}'  = 

[®]s 

+ [<], 

+ [«]» 

+ 16],  + [7  ja  +[8], 

{*)'  = 

[0]« 

+ [«]4  +[•], 

+ [7], 

(»}'  = 

[0]» 

+ fi  j 

{0}  = 

— [6Jo 

—[®], 

— [°]j 

-[«]*  — [0],  -[0], 

{»>  - 

[«]. 

-[«], 

—Ml. 

-[<]» 

— Mil  -[4], 

{*}  = 

[•]. 

+ [0], 

-m. 

—(*]. 

— [2]  2 

-[«], 

{3}  = 

i*j. 

+ [0], 

-[3], 

— 13], 

— [3]» 

{*}  = 

[3], 

+ [*]. 

+ l*]2 

+[«]■ 

-[*]. 

-14], 

{5}  = 

[*]» 

+ [3]i 

+ [*]* 

+ [4]j  +[°]i 

-[5]» 

{6}  = 

[3_'o 

+ [*]. 

+ [3], 

+ [*],  +[<].  +[«]. 

-[61. 

— leJ , 

— [6]j 

— [«Ja*  — [6],  -[6], 

{7}  = 

[«!• 

-17], 

-m. 

-[7]» 

-[71a  — [7], 
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{8}  = 

P]o 

+w. 

-Wo 

-[8]. 

-Ws 

{9}  = 

1*3. 

+m,  +Ws 

-Wo 

-Wi 

-Ws 

<<0}  = 

Wo 

i8ii 

+ 7]2 

— L Wo" 

-[10], 

{"}  = 

[Wo 

+W, 

+w* 

{'*)  = 

[I'J.+  [W, 

+W$ 

{»}'  = 

w. 

+ 73« 

+ W. 

+W. 

+ ® 0 

+ 17]. 

{')’  = 

0], 

+ 1], 

+ W« 

+W, 

+Wi 

+m, 

<*)'  = 

Ws  + ._•  2 

+W* 

+ »]* 

+ l6is 

+(7]s 

{•'}'  = 

Ws 

+ M3» 

+ Ws 

{*}'“ 

W« 

+Wi 

{0}  - 

- 0]o 

— Wi 

— [0]s 

{«}  = 

Wo 

— Wo 

-[«). 

-Ws 

{*}  = 

Wo 

+ 0], 

-Wo 

-Wi 

-Ws 

•{3J  = 

Wo 

+ Hi 

+Ws 

-13]. 

-[3], 

{4}  = 

[3). 

+Wi 

+ [«]s 

— 4]# 

{5}  = 

Wo 

+[»], 

+ *3s 

-Wo 

-Wi 

-Ws 

{6}  = 

Wo 

— Wo 

-Wi 

-Ws 

{7}  = 

Wo 

+w. 

- T„ 

-m, 

-Ws 

<»)  = 

m. 

+w, 

+Ws 

-Wo 

-Wi 

{»}  = 

Wo 

+m, 

+ [®2 

* 

-Wo 

{10}  = 

Wo 

+ Wt 

+i7Js 

{0}'  = 

[0]. 

+W. 

+ Wo 

{<}’  = 

w. 

+ [<], 

+ ?Jl 

{«}'  = 

Ws 

+ «Ja 

+l*]s 

{3}'  = 

Ws 

+i*js 

-w* 

+ Ws 

+173$  +W« 

-+*  sj3  + [7],  +W* 

n = 5. 

+ 3 „ ■+■  4]0 
[8lo  + Wo 
+ L3]i 

+ W. 

+ Ws 

— Ws  — [0]4 
-Ws 

+ Ws 

+ [«]»  + W« 

-Ws  -Ws 

— [«)» 

+w» 

+ l®J3  + W, 

H = 4. 

+ Wo  +[i]„  + [«],  + Wo 

-Mi  +W.  +[•]. 

-••Ws 


+ |.',o 
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{0> [0].  -[0],  -[0],  — [0].  ' * 

{1}  = !°]o 

-m»  — !*i.  — t«i* 
w = m.  +i»]t 
— I*]«  -12]. 

{3}  = [2],  +1«],  +|0!j 

-13]. 

{4}  = [3],  +[2],  +[4],  +[0], 

— 4 !o  — i A]i  —[4]*  —[41j 

{5}  « [4]» 

-[5)o  -l*].  -l*]t 
{«}  = 15],  +[41, 

— i6!«  -[«]. 

{”}  = l*j#  +13].  +_4]j 

— P]» 

{8}  = (7]0  +[6],  +[5)j  +[4], 

n — 3. 

{0}'  = [OJ0  +[l]o  +[2],  -*-|3]o  +[4]o  +[f>]» 

{')’=  [•].  +['].  +[3].  +[4], 

{2}’  = [0],  +[3]a 

{o}  = _[0],  -;o',  -[o], 

{'}  = [o1. 

— L«  o — *]. 

{2}  = [I],  +(0], 

-[«]. 

{3}  s [2],  +[4],  -»-[0  j 

-[3].  -(31,  -[3], 

{‘}  = (3]. 

-[4]«  -[!]. 

{3}  = [4],  +[3], 

— 5], 

{6}  = [5],  +[4],  +[3], 

n = 2. 

{0}’  = [0],  +(4],  +[2],  +[3]0 

{'}'=  [»].+(*]. 

{OJ  = -[•].  -[0], 

{«)  = !°].  -(«]. 

{2}  = [<].  + 0],  -[2],  -[2], 

{3}  - [21,  — [3], 

{4}  = [3],  +[2], 
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80. 

Zur  Auflösung  der  im  Art.  77  erhaltenen  Endgleichungen  fah- 
ren wir  zunächst  die  Hulfsgrössen 

Sa  = }0{  4-  j2»|  , (*,0)  = (0)  -l-  (2») 

Si  = |*|  4-  j2» — I j , (*,4)  = (1)  4-  (2n — I) 

Sj  = j2{  4-  |2n — I j , (*,2)  = (2)  4-  (2n— 2) 

eie.  bis  etc.  bis 

S„_1  = }»—  I ! 4- } » 4- 1 J , (*,»—*)  = (fl—  1)4-(w4-l) 

s„  = 2’nj  , (*,»)  = 2(n) 

ein,  durch  welche  die  erste  Abtheilung  der  Endgleichungen  sich  in 
die  folgenden  Gleichungen  verwandeln  lässt: 

n (s,0) — (*,1)  — (*,2)  — ...  — (»,»)  4—  So  =0 

— v#,0) 4-n(*,f)  — (*,2)  — ...  — 4s,n)  4 -S,  = 0 

— (s,0) — (*,f)  4-»(*,2;  — ...  — (*,i»)  4-S2  = 0 

etc.  bis 

— (*,0)  —(*,1)  —(*,2)  — ...  4-«,*,»— I)  — [s.n)  4- S„_i  — 0 

— (*,0)  — (*,!}  — (s,2)  — ...  — («,» — 1)  4-«  .*,«j  4-  j-S,  = 0 

welche  für  sich  bestehen.  Man  tindet  al»er  leicht  durch  Zuziehung 
der  Bedingungsgleichung  (a)  des  Art.  78,  dass  jede  derselben  in  den 
übrigen  enthalten  ist,  und  dass  folglich  zur  vollständigen  Bestimmung 
aller  Unbekannten  eine  derselben  im  Voraus  als  gegeben  angesehen 
werden  muss.  Es  soll  für  diese  wieder  (s,0)  angenommen  werden. 
Zieht  man  nun  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  und  nach 
von  allen  übrigen  ab,  so  bekommt  man  sogleich 

(»,!)  = (,,0)  4-  *£■ 

(«.*)  = M)  4- 

(*.3)  = W)  4- 
elc.  bis 

(*,»-«)  = (*.«)  + 

M = (*.0)  + 

womit  unsere  Gleichungen  aufgelöst  sind. 
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81. 

Fuhren  wir  ferner  die  folgenden  Hulfsgrüssen  ein: 


/>„  = |o;— )2«j  , 

(d,0;  = (0)  — (2») 

Dt  = H|-|2n-1|  , 

(d,1)  s=  (1)  — , 2» — 1) 

l h = j2j-j2»-2j  , 

1 

r 

H 

eie.  bis 

etc.  bis 

Dh- 2 = |« — 2{—  j«+2j  , 

(d,n— 2)  = (»— 2)  — (n+2) 

Dn- 1 — |W 1 | J/J-I-Ij, 

(d,»-1}  = (»— 1)  — (»+1) 

h = m„ 

A'o  = { 0 }'-*-«{»» — 1 1' 

/,  = m,  2 , 

A,  =s  2j  1 {'+(« — 1)|« — 2j' 

/2  = m j +w,_,  , 

= 3j2('-f- ,« — 2)  |» — 3j’ 

elc.  bis 

etc.  bis 

l,  - ‘ — mpi  +'»,+.  , 

lp-,  — mf_  | +mf  , 

K,-t—  (P~  l)|/>— 2|'+(/)-»-2){p. 

Ar- 1 = />!/>- ir+(p+W 

und  bez.  bis 

und  bez.  bis 

^-i  — mf-i  , 

A*->  = 7}?—M'+(7+2)|?+1j' 

K = 

K,  = %+ 1)|,}' 

dann  lassen  sich  die  Kndgleich  ungen  des  Arl.  77  auf  die  nach- 


stehende 

Form  bringen : 

n 

eine  grade  Zahl 

n(d,0)  - 

-(d,1)-(d,2)-  . 

. . . . — (rf.n — 1) 

— 

2/„— 2/,— 2/2—  . . 

■ “2/,- 

+ ßo  = 

0 

— (d,0)+»;d,  2y  — . 

. . . . — (»/,»»—  1) 

— 2/,  —iti—  . . 

+®l  = 

0 

-(d,0)- 

(</,  l;-4-n(d,2) — . 

. . . . 

— 2/,—  . . . 

+ D]  sss 

0 

etc.  bis 

-(«*,  0)- 

(<U)— . . . . 

« — 2)  — ( d,n — 1) 

-t-  2/  2-+-  . . . 

• +2l,-i 

+ ^»-2  — 

0 

(f/,0)  — 

(d,1)  — . . . . — (d,n 

—2;  +«(</,«— 1} 

. . . 

+ 2/,_, 

+ fl«-l  — 

0 

(n+  • ){d,  0 

+ 2h/„  -*-A0 

= 0 

(B+ 1 ) |(d,0)  -+■  (d,  I ) — (</,» — 1){  -f-  4 n — 1 )/,  -+-A',  = 0 

(B+  I ) {(^*0)  + (d, I ) -t- (d,2) — (d,n — 2) — [d,n — I )|  -+-6(n— 2'/j  -hA,  = « 
\n+\)\d,0)+(d,i)+...+(d.p — I) — d.p-+  I ) — ... — [d,n — 1)( 

+ip{p+\)lf-t  -+-A,  , = o 
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n eine  ungrade  Zahl 

n ,1,0)  — {d,  1 ) — (d, 2)  — — [d,M — I ) 

— 2/0— 2/,— 2/2—  +D„  = 0 

— (d,0)+n(d,l)  — (rf,2) — ....  — (tf.n — I) 

_/f  = 0 

— (rf,0) — (r/,  I ) -f- « — ....  — [d.n — I) 

-il2-  ....  —I,  -f-öj  = 0 

. etc.  bis 

— d, 0,  — (rf,l) — ....  -t-n(d,n — 2)  — (rf,n — I) 

+2!j+  ....  +/?  -+-/1„_2  = 0 

— d.0) — </,  I , — ....  — [d,n — 2 )+n[d,n — I) 

-t-2/,-t-2/2-t-  ....  -j-/9  = 0 


— (n-t-1)  t/,0)  -t-2n/„  -t-Ä„  = 0 

— n-Hl)J(t/,0)-+-  d,l)  — (d.n — 1)j  -»- 4 (« — I ' I,  -4-Ä,  = 0 

— f/.O) (t/,1  -t-.d,2) — d,n—ii  — [d,n — I j-4-6(» — 2,/2  +jf2  a>  0 

etc.  bis 

— -+-...  + d,q)  — (d,,j+\)—  ...  —Kd,n—  l)j 

+ 2 +A,  = 0 

In  beiden  Fallen  bilden  diese  Gleichungen  wieder  ein  lür  sich  be- 
stehendes System. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleirliung  b des  Art.  78  findet 
man,  dass  auch  hier  jede  Gleichung  in  den  übrigen  enthalten  ist, 
so  dass  wieder  eine  der  Unbekannten  als  gegeben  betrachtet  werden 
muss;  es  soll  wie  oben  auch  hier  d,0)  dazu  ausersehen  werden. 


82. 

Um  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  aufzulösen,  ziehe  man  zu- 
nächst jede  der  Gleichungen  der  ersten  Abtheilung  von  der  zunächst 
folgenden  ab.  Hierdurch  ergeben  sich  sogleich,  wenn  » eine  grade 
Zahl  ist,  die  Gleichungen: 
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{d,  2)  = (d,  1)  H 

(d, 3)  = («tf ) H 
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n+t 

_ Di-lh-Uj 

»-M 

etc. 


= (rf,y,-1)  -f- 


//,»—  i ) = (rf,H— 2)  -+■ 

und  wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist : 

(d,t)  =?*£=* 


etc.  bis 

DM_2~ön_  | — J/| 


«-f- 1 


»+< 

(d,2)  = (d,  1)+ 

lh-th-*h 
»+< 
etc. 


(d,  3)  = (d,2)- 


worin 


etc.  bis 

(d,n— 1)  = (</,» — 2)  + 


[tät 


A»  = D„  (n+ 1 ) (rf,0) 

gesetzt  ist.  Werden  nun  noch  die  /„,  /,,  etc.  durch  bekannte  Grössen 
ausgedruckt,  so  sind  alle  (d,k)  durch  die  vorstehenden  Ausdrücke 
gegeben. 


83. 

Aus  der  ersten  Abtheilung  der  Gleichungen  des  vorvor.  Art. 
bekommt  man  leicht,  wenn  n eine  grade  Zahl  ist, 

(n+l)j(d,l)-(d,«_|)|_4/1-4/1-«J-  . . . -4/,_,+./,  = 0 
(»+l)t(d,2)  — [d,n— 2)|  — i/2 — 4A, — . . . —4 l^t+J2  — 0 

(«+l)|(d,3)  — (d,n— 3)j  —4/,—  . . . — 4/,  ,+Js  = 0 

elc.  etc. 

WO 

= A A,_j 
— A A -1 

zA  = Ai — A j 

etc. 
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bedeuten.  Diese  Gleichungen  erleiden,  wenn  w eine  ungrade  Zahl 
ist,  keine  andere  Veränderung,  als  dass  2/,  statt  4/,..,  darin  ge- 
schrieben werden  muss.  Setzt  man  ferner 

A„  = A„  — (n-t- 1)  [d,Oj 
A",  = A,  — (n-M)(d,0) 

A"j  = Aj  _(«+«)  (rf,0) 
etc. 

d,  = A’i  -t -//, 

A,  — Ä 2 +J,  +4 

d3  = A j + , -fr*. 1/2  "t"^l 

etc. 

und  addirt  die  obigen  Gleichungen  zu  denen  der  zweiten  Abtheilung 
des  vor\or.  Art.,  so  ergeben  sich,  wenn  « grade  ist: 

2h/0  -fr*  A „ = 0 

‘4(m — -I) — 4J/,  -4/2  — 4^ — . . .—  4/,_1+d1  = 0 

— 4/,-t-{6(« — 2)— 8J/j  — 8/.,— . . .—  8/^,-f-Aj  = 0 

— 4/,  — 8/2-»- {8 > — 3)  — 1 2}/3 — . . . — 12/,_,-fr-A,  = 0 

etc.  bis 

— 4/,  —S/,  —12/.,—  ... 

-t-{2(p-2)(p+3)-4(;,-3}j/,_J-4(p-3)^2-4(p-3)/,_I-t-d,.,=0 

— 4/,  —8/2  — 12/,—  ... 

-4!p-3)/,_s+{2fp-1)(p+2)-4rf,_2)}/p_1_4(p-2)i,_1+d,_2=0 

— 4/,  —8/2  — 12/,—  ... 

-*(p-3)/,_3-4(p-2)/,.2-Hj2^fp-H)-4(J,-1)|/,_1+V,=0 

und  wenn  u ungrade  ist : 

2n/u  -t-A’0 

j 4'h — t)  — 4j/,  -4/2  —4/3—.  . . -2/,-t-A, 

— 4/,-t-}6 >-*)— 8}/,  -8/3-.  . . -ii,-bA, 

— 4 /,  —8/2  -t-]8'»i — 3)  — t2J/j — . . . — 6/,-fr-A, 

etc.  bis 

— 4/,  —8/2  —12/,—... 

+!*-.?— ^)(l/+3) — 4'g — 2)  |/,_2 — A('/ — 2}/f_, — 2(9— 2)/,+df_2 

— 4/,  -8/2  — 1 2/j — . . . 

— *(9—  4(9— — 2fa—  1)/,+d,_, 

— 4/,  —8/2  —12/,—.  .. 

— *(*— *)*t-2—  *(?— <)/^,-*-!2(«-»-l)5— 2«j/f-l-^t 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 
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Aus  diesen  Gleichungen  sind  die  verschiedenen  / zu  ermitteln.  Wie 
man  sieht , bekommt  man  in  allen  Fullen 

*o  = - L K« 

wahrend  die  übrigen  I in  einem  System  von  Gleichungen  mit  einander 
verbunden  sind,  deren  jede  alle  Unbekannten  enthalt;  dieses  System 
ist  aber  einer  besonderen  Eigenschaft  wegen,  welche  es  besitzt, 
leicht  aufzulösen. 

84. 

Betrachtet  man  die  Coefficienten  des  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Gleichungensystems  genauer,  so  findet  man,  dass  in  jeder  Glei- 
chung die  Summe  derselben  = in  ist.  Das  System  lasst  sich  daher, 
wenn  n eine  grade  Zahl  ist,  auf  die  folgende  Form  bringen: 

2„/,_ 4 C«a— /,)  — i (/.—/,)  — - 4 )+A,  =0 

4(li — — 8(/3— f*) — - 8 A,  =0 

+ -\Hp_.t-l,+A,  = ü 

etc.  bis 

4 — l,  -t- 1 — (j)-t-. . . = 0 

und  wenn  n ein»1  ungrade  Zahl  ist: 

2«/, — 4(/ä — /,) — 4 /,—/,)  — -*(/,-/,) -M,  = 0 

4(/.2 — /,)  -t-in/, — 8(/j — /j)  — — 4^/|— = 0 

etc.  bis 

4 /, — I,) + 8 (/#— lj)  ■+■  1 2 — /,  -t- = 0 

Diesen  Gleichungen  kann  man  noch  andere  Formen  geben ; sie  wer- 
den uns  weiter  unten , zu  einem  anderen  Zwecke , in  der  vorstehen- 
den Form  nützlich  werden.  Das  hier  zu  verfolgende  Ziel  können 
wir  indessen  auf  einfachere  Weise  erreichen.  Setzen  wir 

ln  = 

L,  = 1,-1, 

/>  4 = 1,-h 

etc.  bis 

ljp—i  — i *i 

und  bez.  bis 

K = 

und  ziehen  hierauf  von  den  für  die  / entwickelten  Gleichungen  des 
vor.  Art.  die  vorletzte  von  der  letzten  ab,  so  erkennt  man  bald,  dass 


Digitized  by  Google 


127 


Bestimmi  ng  d.  Theillngsfehler  e.  gradlinigen  Maassstabes.  651 


alle  Unbekannten  bis  auf  und  bez.  verschwinden;  zieht 

man  die  drittletzte  von  der  vorletzten  ab,  so  verschwinden  alle  Un- 
bekannten bis  auf  I'f-i  und  , , und  bez,  /,v_,  und  Lq , u.  s.  w.  Wir 
erhalten  durch  dieses  Verfahren,  wenn  n eine  grade  Zahl  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen: 

2(P—  *)(f>-t-2)L,  = 0 

2 (p+3)  Lp-i—lLf-i+llp-i  = 0 

2 ])—>i  |i+f  8/,^! — j = 6 

etc.  bis 

G:n—2)L3—2'n—&)Li—  . . . — 4/>_,-t-ß,  = 0 

4 » — I )Lt — 2 « — 6 L, — 2 » — 8’  /., — . . . — iL^  + B^  = 0 

2«/,  — 2 h — 4)1., — 2 n — 6)/., — 2[n — 8 )L, — . . . — 4/,,_,-|-ß,  = 0 

und  wenn  n eine  ungrade  Zahl  ist : 

%(V+2) ß,  = ü 
2(9— 4;  (</+3)ü.,_| — 2/.f-t-ß,  i = 0 
2 7—  2);<7+4'L,  j—  6/,,.,—  2t, = 0 
etc.  bis 

ß(« — 2)L, — 2(» — 8)L, — . . . — 2/.,+  ß,  = 0 

4 (»i  — 1 ) /., — 2 »i — 6 ' /.j — 2 >i . . . —2 L,+ß,  = « 

2h/,  — 2'n — 4 Lt — 2 (fl — 6)L, — 2 n — 8 Lt — . . . — iLq -+-//,  = 0 

wo 

//,  = A,  -4-^/, 
ßi  — A 2 A , + 
ßi  — A j— A 2 +4 

etc. 

gesetzt  worden  sind.  Durch  die  vorstehenden  Formeln  werden  die 
im  vor.  Art.  gegebenen  Gleichungen  vollständig  aufgelöst.  Denn  die 
Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  nemlich  /,,  L,,  L,,  etc.  können 
daraus,  von  der  letzten  derselben  anfangend,  eine  nach  der  anderen 
berechnet  werden,  und  wenn  diess  geschehen  ist,  bekommt  man 

/■i  = /‘i  + /, 

4 = Aj  + /, 

/4  = /.,  -t-  /3 

etc. 

Da  somit  alle  / gefunden  sind,  so  ist  auch  in  den  Gleichungen  des 
Art.  82  für  die  (il,k)  Alles  bekannt,  und  man  kann  die  (J.k  aus 
diesen  Gleichungen  berechnen. 
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85. 

Wie  früher  lassen  sicli  alle  vorhandenen  it!  durch  die  I aus- 
drücken.  Rs  ist  nicht  nur  allgemein 

+ »«„-»_!  = /» 

sondern  vermöge  der  Endgleiehungen  des  Art.  77  auch 
i n—k)mt  — 2 (fe~H )»»,,_  t_i,  = — JA{'+  \n—k—  I j' 
woraus  inan  durch  Elimination 

*(»+<] 

a;»— tu» +(*)'— l1»-*-’)' 

i n+i) 

erhall. 

Man  kann  auch  hier  wieder  die  m auf  die  (d,k)  zurückfiihren, 
denn  dieselben  eben  angezogenen  Gleichungen  geben  die  Ausdrücke 

mo  = — ^{!°r— %Q)} 

»».  = — iiilVu1!'—  — (<M)  + d,n— ly} 

*»»  = -4^{|2r-(d,0)-fd,1)-(d,2}  + (d,»-2)+(d,n-l)} 
etc.  etc. 

deren  Fortsetzung  keine  Schwierigkeit  bietet. 

86. 

Die  Satze  der  Arlt.  17,  18,  19  finden  auch  hier  statt,  wie  sich 
leicht  beweisen  lasst.  Bezeichnen  wir,  wie  oben,  durch  ein  vor- 
gesetztes d den  Zuwachs,  welchen  die  verschiedenen  Grössen  da- 
durch bekommen,  dass  für  (s,0)  und  (d,0)  ein  anderer  Werth  als 
die  Null  angenommen  wird , so  gehen  die  Gleichungen  des  Art.  80 
ohne  Weiteres  wieder 

fi(x,k)  = (*,0) 

wie  im  Art.  17.  Aus  den  betreffenden  Gleichungen  der  Artt.  82 
u.  83  erhalt  man  sogleich 

dD„  = («+»)(«/,  0) 

dha  = — (n-fr-1)(</,0) 

OA’,  = — (m— t- 1 ) (*/,0) 
dK,  = — (»+l)(d,0) 
etc. 


{ »«» 

(»)••• 

( »«,, 


Digitized  by  Google 


129]  BESTIMM!'  NG  I).  ThEILINGSFEHLER  e.  GRADLINIGEN  MaASSSTABKS. 


(j"»3 

und  hieraus  durch  die  Gleichungen  für  die  verschiedenen  A 
ÖA{  = dAl  = AA3  ==  eie.  = — (»i  -+- 1 </,() 

Durch  Hülfe  dieser  Werthe  gehen  die  Gleichungen  (.-1  des  Art.  8 l, 
nebst  der  denselben  vorangehenden  Gleichung  für  /„, 

= <>/,  = <J/2  = <)/,  = etc.  = (rf,0) 

und  schliesslich  hiemit  die  des  Art.  82 

(d, 0) 

d d,%  = "r* 

()  </,:{  = — 3 ;'</,()  1 
tt 

etc. 

oder  allgemein 

m)  = (./,o) 

mit  der  bctreirenden  Gleichung  des  Art.  1 7 übereinstimmend , da 
hier  in  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dort  n.  Gehl  man  zu  den 
Theilungsfelilern  selbst  Uber,  so  ergiebl  die  vorstehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  = (*,0)  allgemein 

w (o)  + & (*«) 

Die  Anwendung  der  obigen  Gleichung  für  d(d,k)  auf  die  letzten 
Ausdrücke  des  vor.  Art.  für  die  m giebt  ohne  Muhe 

<!/"„  = ~ (</,«) 
dm'  = l (</,0) 

Am,  = l [d, 0) 

etc.  bis 

dm„  j = (</,0) 

dm«  ? = ’ y>°) 

<>»«„  i = ~2  (d,0) 

mit  dem  Art.  1 8 übereinstimmend. 

Aus  der  obigen  Gleichung  für  d{k)  bekommt  man  ferner 

d(k+\)-d(k)  = -±(d,  0) 
t-k+n-dik)  = (</,o) 

dk+:r}-dk}  = -l{d,o) 

etc. 

Abbaudl.  d.  K.  S GeselUch.  d.  Wisteusch.  XV.  44 
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wodurch  die  Gleichungen 

+f),/i‘+l)  +rfW()  — 0 
— (5  k -4-0A‘-t-2i  +rfW|  = 0 
— ä(k)  +d(li+3)  -4-d»i.2  = 0 
etc. 

ebenfalls  in  Ucbereinsliinmung  mit  den  betreffenden  Formeln  des  Art. 
1 8,  hervorgehen.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  wieder  den 
Schluss  ziehen,  dass  die  Summe  der  (Quadrate  der  Übrig  bleibenden 
Fehler  von  den  Werlhen,  welche  man  den  Theilungsfehlern  der  bei- 
den Endstriche  0)  und  (in)  lies  zu  berichtigenden  Maassslabes  beilegt, 
unabhängig  ist. 

Der  Satz  des  Art.  I!)  braucht  nicht  wieder  vorgenommen  zu 
werden,  da  aus  den  vorhergehenden  Resultaten  schon  erhellt,  dass 
derselbe  auch  hier  wieder  stattlindel. 

87. 

Zur  Berechnung  der  Summe  der  Fehlerquadrate  kann  man  sich 
immerhin  des  Ausdrucks  Jl)  des  Art.  20  bedienen,  welcher,  wenn 
man  alle  JO  j*  ;lj'  |2j’  etc.  gleich  Null  gemacht  hat,  was  man  stets 
llmn  sollte,  sich  auf 

Jl  = 2\k\(k) 

reducirl,  wo  die  Summe  von  k=  t bis  zu  k = in — 1 auszudehnen  ist. 


88. 

Zur  Entwickelung  der  Ausdrücke  der  Gewichte  der  Theilungs- 
fehler,  auf  welche  das  gegenwärtige  Verfahren  führt,  ist  vor  Allein 
wieder  zu  bemerken,  dass  selbstverständlich  die  Gewichte  je  zweier 
derselben,  welche  Theilstrichen  angeboren,  die  gleichweit  von  den 
beiden  Endpunkten  des  zu  berichtigenden  Maassslabes  abstehen, 
einander  gleich  sein  müssen.  Man  wird  im  Laufe  der  Entwickelun- 
gen ferner  bemerken,  dass  diese  Glejchhcit  sich  auch  auf  diejenigen 
Thcilstriche  erstreckt , die  gleichweit  von  dem  einen  der  Endpunkte 
und  der  Milte  des  Maassstabes  liegen.  Auch  kann  wieder  in  den 
vorzunehmenden  Entwickelungen  (s,0)  = (d,0)  = 0 gesetzt  werden, 
da  diese  beiden  Grossen  zu  den  Gewichten  Nichts  beilragen  können. 
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Die  Fundamentalgleichung 
P(k) 


i n + lj 

Fa+C»* 


wo  wir  F,  als  den  Coefficienten  von  St  in  der  Entwickelung  von 
«-hl  x.k  , und  f),  als  den  von  Dk  in  der  Entwickelung  von  [n+i)(d,k  * 
deliniren  können,  wo  aber  F„  verdoppelt  werden  muss,  findet  auch 
hier  statt,  und  die  Aufgabe  roducirt  sich  also  darauf,  die  Ausdrücke 
von  Ft  und  Qk  zu  ermitteln. 


89. 

Zur  Ermittelung  der  Ft  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  die  Be- 
dingungsgleichung (*}  des  Art.  78  sich  auf  die  Form 

<•  = s„  -i-  s,  -f-  Sj  -i- . . . -+- 

I ui ngen  lässt;  berücksichtigt  man  diese  in  den  Gleichungen  des  Art. 
80  für  die  (x,k),  so  bekommt  inan  sofort 

Fk  = 2 

, ohne  Ausnahme. 

I)a  nun  Q„  = 0 ist,  so  giebt  die  Fundamentalgleichung  des  vor. 
Art.  sogleich 

* P[n)  = ii+  I 


90. 

Um  die  Ausdrücke  der  Qk  zu  ermitteln,  seien  zuvörderst 

(o,1)  = (<U)  + (</,«-!),  = D,  + 

(o,2)  = (d,2)  + (</,»- 2) , 2'.,  = D2  -t-  />„  , 

(o,3)  = (d,3)  + (d,n — 3) , i’:l  = /),  -+-  ß„_3 

etc.  bis 

(o,p— 1)  = [d,p— 1)-f-(d,p+l),  = />p_,  -4-  ß,.+, 

(o,;i;  r=  2(</,j>),  = 2/>(, 

und  bez.  bis 

(M)  = (^9)  "♦*  1 ) , i’,  = ß,  ■+•  ß,+  i 

Die  Addition  der  zweiten  und  letzten,  der  dritten  und  vorletzten  u.  s.  w. 
der  Gleichungen  erster  Abtheilung  des  Art.  8 1 giebt  hierauf  sofort, 
wenn  man  (</, 0)  = 0 setzt: 


(n-1)(o,1)- 

-2(o,2) 

—2:o_,3;—  . 

• • —;«•/>) 

+±\  = 

0 

— 3*  0.1  -+-  (»I  — 

-l)(o,2' 

— 2(o’3)—  . 

. . — ;<!./> 

0 

-2(o,l) -2(o, 

2)+;«- 

— * ) (ff, 3)  — • 

. . — (o,;i) 

= 

0 

etc.  bis 

— («,•)  —(«. 

,2)  — 

(o,3)  — . . . 

+ 

'q 

1 

*-i  = 

0 

44* 
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welche  Gleichungen  sehr  leicht  vollständig  aufgelöst  werden  können. 
Multiplicirt  man  die  erste  mit  2,  und  addirl  das  Produkt  zu  allen  übri- 
gen, dann  die  zweite  mit  2,  und  verführt  ebenso,  hierauf  die  dritte 
* mit  2,  worauf  wieder  alle  zu  addiren  sind,  u.  s.  w.,  endlich  die  letzte 
mit  3,  und  addirt  wieder  alle  Gleichungen,  so  erhalt  man  in  Erwä- 
gung, dass  die  Anzahl  aller  Gleichungen  = p ist,  und  mit  Weglas- 
sung der  Glieder,  welche  zu  den  Gewichten  Nichts  beitragen  können: 

«-M  o,| , +22',  = 0 

n-t-l  <7,2  -t-2^',  = 0 

a-f- 1 <j,3  -t-2^':1  = 0 

etc.  bis 

(h+I  <7,|jj  +|ij,  = 0 

womit  die  Auflösung  ausgefllhrt  ist.  Die  obigen  Gleichungen  Iteziehen 
sich  zwar  auf  den  Kall,  dass  n eine  grade  Zahl  ist,  allein  behandelt 
man  die  Gleichungen  des  Art.  81  für  ein  ungrades  n ebenso,  so  he-, 
kommt  man  die  nendichen  Gleichungen,  in  denen  alsdann  nyp  wegfallt, 
und  die  Gleichung  für  <;,</  den  vorliergehenden  völlig  ähnlich  ist. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  haben  daher  allgemeine  Geltung. 


91. 

Seien  ferner 

(*M)  = («1,1  — !'</,« — I)  , J,  = />,  — />„  , 

(<1,2)  = (</,2  — </,«— 2 , J2  = />,—  /)„  , 

(<>,3:  = (</,3)  — </,»— 3 , 

etc.  bis 

dp- 1 = (d,p-\;-  <t,p+\),  = Dr  , — Df+, 

(<»./»  =0  /,,  = ö 

und  bez.  bis 

('>•'/  = (</.</  - </.'/+ 0,  ./,  = n-n^ 

= —'A'i  A+i  = — A 

dann  lässt  sich  die  zweite  Ahtheilung  der  Gleichungen  des  Art.  81 
leicht  auf  die  folgende  Form  bringen : 
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“ 5=7  (<M) 


- Sg=S  !(*«)+(**)! 


-,TT^  = 0 

= o 

TÄ,  ==  0 


••  W 


etc.  etc. 

Aus  der  ersten  Abtheilung  der  angezogenen  Gleichungen  ergicbt  sich 
hingegen  ohne  Mühe 


(n-M)(<M)  — */, — 4/,—  4/3—  . 

• ■ -4/,-, 

= o 

(»+!)(*«)  -41,-4/,-. 

• • 

+ /,  = o 

«+ 1)  (d,3)  —4/, — . 

• ■ -4/,_, 

+~A  = 0 

etc. 

etc. 

man 

(«+1)j(Ä,r— {*,2)1— 4/, 

-KZ, — A 

= 0 

;«+ 1)1  (*,«)— (»,3)j— 4/a 

+-/i — A 

= 0 

»+0i(*.®)-(*.  4)1-4/, 

+ A — A 

= n 

etc. 

etc. 

erhall.  Die  Elimination  der  / zwischen  diesen  und  den  obigen,  auch 
von  den  l abhängigen  Gleichungen  führt  schliesslich  auf 

''+0}-,!^^')+^^)--  A3)(  +Jf,  = o 

+^  = o 

etc.  bis 

(•+ 1 ) A' 1 ) - (**) - ^=lfe?(W) — 

+ TFWf55^-*)-(^“1)J  + - 0 

(■+ 1 ) I - piPVi.  (^ ' ) - p^i)  (**>  - plpVü^3)  — • ' (c) 

(^-2)  + ^r’(^-i)i  + V,.,  = 0 

und  bcz.  bis 

■SR*«»)-«*»  <«>-•■ 

J*+*y-S  > „ ,, tJ,„\ 


1 

P(P+I) 


1 '/+*) 


= 0 


(»+ 


>)j-  BTijiW)-  (**)- • • • 

— y^nfi(dW—  *)  ■+■^7  (rf>7)  | ■+■  j-w?  — 0 


wo  zur  Abkürzung 
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*/, 

Mi 

M, 


= + — K, 


= /,-  A 


etc.  bis 


M,  , = 


/ . ■+.  4 
' 1 p p+ 1 

und  he/,  his 


M , = 2 /,  + 


gesetzt  worden  sind. 


92. 

Hie  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  r)  l>ei  unhestiuinit 
gelassenem  « scheint  auf  verwickelte  Ausdrücke  zu  fuhren;  sie  lasst 
sich  jedenfalls  leicht  bewirken,  wenn  der  Werth  von  a im  Voraus 
gegelien  ist.  Ich  nehme  an,  dass  man  unter  dieser  Voraussetzung  er- 
halten habe: 

0 = («+ 1)  (d,l  +(I,I)A/|  +(1,2  J/j  + 1.3 )Jf,+ 

....  + (!,/» — I .1  lr  | und  Itez.  bis  J(l.</  .V, 
0 = (»n-1)(«>,2  + 2.1  V,  + (2,2) Jtf2  +(2,3  .V,  + 

....  +(2,/i— I _ , und  In1/,  his  { 2.</  ,1/f 

clc.  bis 

0 = .n  + I /t.yj — I ) + /i — l.l  .1/,  — 1.2  M2  +(/» — 1,3  -l/.i  + 

....  +j)—l,/i—l 

und  bez.  his 

0 = (« -+  I A'/  + 7*  I M,  + ,</,2  .1/2  + ('/,3  .1/,  + ....  + j ,7.7  W, 

wo  (1,1),  (1,2),  clc.  (2,1),  (2,2;,  etc.  etc.  gegebene  numerische  Cocfli- 
cienlen  sind. 

Wenden  wir  uns  zuerst  zur  Bestimmung  der  Gewichte  der  Felder 
der  Theilstriehc,  und  setzen 
\ = 1,1 
Nt  = (2,2  — ,2,1) 

M,  = 3,3  - 3,2 

etc.  bis 

ty-i  = /<—  I , ;j—  1 )—  p—  I . p-  2) 
und  bez.  bis 

N,  = (m)— (m— 0 

so  bekommen  wir  mit  blosser  Zuziehung  der  zweckdienlichen  Glieder 
(n+ 1 ) (d,k)  + Aj./j  = 0 
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mul  die  Verbindung  mit  der  oben  erhaltenen  Gleichung 

führt  auf  die  Gleichungen 

(n-t-\){d,k)  ■+•( I -4-j-iVj)  l) 4 = 0 

(»-t-  I)  {</,»» li)  -+■  (1  -t- J-Aj)  I)t  — o 

Diese  Gleichungen  enthalten  den  Beweis  dos  schon  oben  aus- 
gesprochenen Satzes,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  auch  die  Gewichte 
derjenigen  Thcilungsfehler,  welche  irgend  zweien,  gleichweit  von  der 
Mitte  und  dem  einen  der  beiden  Endpunkte  des  zu  berichtigenden 
Maassstabes  abstehenden  Theilslrichen  angehören,  einander  gleich  sind. 
Aus  denselben  Gleichungen  folgt  nun,  dass 

<>*  = Qnk  = 1 

und  hiemit  erhalten  wir  vermittelst  des  oben  gegebenen  allgemeinen 
Ausdrucks  für  die  Gewichte  der  Thcilungsfehler: 

I\k  = P'n—k)  = Pln+k)  = Piin-k:  = !£+*}. 

Der  oben  benutzte  allgemeine  Ausdruck  für  (a,k)  erleidet  eine 
Ausnahme  für  k — p,  indem  er  in  diesem  Falle  in 

(«+i)M  = o 

ubergeht,  wahrend  zugleich  (A,p)  =■  0 ist.  Die  Substitution  der  oben 
gegebenen  Werthc  für  (a,p)  und  yp  führt  auf  die  Gleichung 

(M+i)  !Ap)  — 0 

woraus 

<]p  = Q„r  = \ 

hervorgeht;  folglich  bekommen  die  bezüglichen  Gewichte  den  Ausdruck 
r{ p)  = r n+p)  = -L^— 

womit  die  Gewichte  aller  Thcilungsfehler  bestimmt  sind. 


93. 

Indem  wir  zur  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  die  Gewichte  der 
l’rufungsintervalle  übergehen,  zeigen  vor  Allem  die  Gleichungen  zwei- 
ter Abtheilung  des  Art.  77,  dass 

P[ma)  = 2« 

= 2 

werden,  wahrend  für  die  übrigen  Gewichte  besondere  Enlw  ickelungen 
erforderlich  sind. 
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Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  in  den  .V, , .V, , etc.  die  , 
/2,  etc.  wegzulassen  sind,  und  dagegen  die  mit  Ä, , A’2,  etc.  mulli- 
plicirlen  Glieder  angewandt  werden  müssen.  Die  im  vor.  Art.  für  die 
rt.fe)  erhaltenen  Gleichungen  geben  hierauf  leicht 

>-M)(<U)  A ■ = 0 

n-»-r|  d,l  + 


H -t- 1 J <r,i 


<).:t 


i 


*,n  + i,z  +is.a 

i n-3 


A'j  = 0 


, 

etc.  etc. 

worin  die  Ausdrücke  des  Art.  X I für  die  A, , Kt . etc.  zu  substituiren 
sind.  Nachdem  diess  geschehen,  kommt  man.  wenn  zur  Abkürzung 

ii’  _ \ 1 ,Ar  + t,k  + . + k.k' 

“ 2 — Je  (*+7i 

gesetzt  w orden  ist , auf  den  allgemeinen  Ausdruck 
n+i);;<».i  + +;aa'!+  *+i) wt)k\+[n-k  = n 

Dii1  Gleichungen  7)  des  All.  III  können  aber  durch  die  folgende  all- 
gemeine Gleichung  dargeslellt  werden: 


t + ll 


I»» — A- — i ; = o 


(1,2  -t-  -h  d,k  } + „!*!<''!  - 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden 

» + i*r+  Wi4 !«— *— • r = ° 

giebt.  Kliminirt  man  hiemit  /,  aus  den  m des  Art.  85.  so  liekomuil 
man  sogleich  für  die  gesuchten  Gewichte  die  Ausdrücke 

II  i »+ 1 

1 »«*  = *+,  

,+.!t  i+"-‘ 

= jr1 
* +*+l  >' + w*' 

welche  den  Gleichungen  (/’  des  Art.  31  entsprechen. 

Da  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  alle  Werlhe  von  k von  I bis 
ji—  I und  bez.  bis  i/  ohne,  Ausnahme  gellen,  so  sind  hiemit  die  Werlhe 
aller  Gewichte  gegeben. 

9k. 

Wir  werden  jetzt  die  numerischen  Werlhe  der  Gewichte,  von 
ii  = S an  abwärts,  angeben,  und  die  Berechnung  der  beiden  ersten 
derselben  durch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke,  mit 
einigen  Einzelheiten  begleiten.  Da 

für  ii  = 8 

die  Gleichungen  (c)  des  Art.  91  bei  — 1(,  hier  = (d,3)  abbre- 
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chcn,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

(«-M)|f(<Uj-A2)|  +-W,  = 0 

(«+l)|-^0+^-(<U)]  +M,  = 0 

Durch  Auflösung  derselben  bekommt  man  leicht  die  Coefficienten 

(u)  = 2)  = j-,  (i,s) -f 

,2,1)  = i,  (2,2)  = £,  (2,3)  = ~ 

(3.1)  = i,  (3,2)  -H,  (3,3)  = !£ 
und  hieraus  die  Werthe 

«•  7 II)  Y 493 

•’l  4“  » 1 7 71  •'.!  isj 


mit  welchen  die  Formeln  des  vorvor.  Art.  unmittelbar  die  Gewichte 
der  Theilungsfehler  geben.  Man  berechnet  ferner  aus  den  obigen 
Coefficienten 


in'  üfi 

Art.  unmittelbar  die  Gewichte  der  Prtt- 


W — 1 iv  — 11  u 

— l ’ ~ in’  “1  — 

womit  die  Formeln  des  vor 
fungsintervalle  liefern. 

Für  n = 7 

brechen  die  (3,k)  bei  (d.i/),  also  auch  bei  (3,3)  ab,  und  die  angezugi 
nen  Gleichungen  (c)  werden  daher  jetzt: 

(»+<){J-(3,1)-(3,2)}  -+-  itf,  = 0 

»+ »){-  *5  («U)  + r!  A2)  - (M) } + M)  = 0 

"■+•!  {— ,'gA1.  — y«A2;  + !«A3)}-*-j  *=  0 

durch  deren  Auflösung  die  Coefficienten 

(1,1)  = (1,2  = £,  (1,3)  = V* 


(2,1) 


4 4 — 1?  9 ■»'  V 

Z’*J  — 14 ’ — 41 


A 4 A 


hervorgehen. 


(3,1)  = {,  3,2)  = (3,3)  = 

Damit  erhält  man 

v _ v — '» 

— T’  1,1  — M ’ 

W — 1 iy  11 

woraus  man  wieder  die  Gewichte  nach  den  obigen  Formeln  berech- 
nen kann. 


*T  ON3 

iü 

VV  _ !lü 

"3  — SIS 
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95. 


Ich  werde  jetzt  alle  berechneten  Gewichte  folgen  lassen. 
n = 8. 


i\ I)  = PP)  •=  m = = Vr  - * ■«« 

P(2  = l»(6)  = i'{10)  = i»(H)  = “ = 4.82 

p{ 3 = ^5)  = m)  = W = - 5.03 

P{  4)  = P(12)  = " =5.14 

m = 9 

/*  wi„)  = 1 6 


P(  1)  = /*6)  = J\8) 

P(2)  = P(5)  = 7\9) 
J\3)  = i»(4)  = i>(  10) 
i\7) 


/*(«!,) 

= 

153 

Tö" 

= 

13.26 

A*l) 

= 

1008 

97 

= 

10.40 

P'\m:\) 

= 

1114 

T45 

= 

7.82 

P(m,) 

= 

9071 

isT» 

= 

5.94 

Pi1**) 

= 

251 

55 

= 

4.57 

P[mJ) 

= 

144 

U 

= 

2.35 

l\"h) 

= 

2 

7. 

/*(  1 3) 

— 

i ii 
17 

— 

4.15 

P 12) 

= 

448 

103 

= 

4.35 

P(  H) 

= 

10160 

4463 

= 

4.52 

= 

8 

= 

14 

/*(«,) 

= 

56 

5 

= 

1 1.20 

'*;**) 

= 

560 

W 

— 

8.36 

= 

315 

5F 

= 

5.94 

= 

1008 

iiF 

= 

4.52 

= 

56 

17 

= 

3.30 

l'm») 

= 

2 
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n = 6. 


II 

"Ol 

II 

^4 

= P{U)  = 

84 

33 

= 3.65 

P{  2)  = P(  4)  = P{  8) 

- 7>(10)  = 

420 

102 

= 3.85 

P(  3)  = i\9) 

= 

i 

P(6) 

= 

7 

7>i0)  = 

12 

/>,)  = 

210 

23“ 

= 9. 1 i 

P(mj)  = 

70 

n 

= 6.36 

pK)  = 

210 

47 

= i.ifi 

P(*nt)  = 

42 

13 

= 3.23 

**(»»)  = 

2 

» : 

= 5. 

P(l)  = /'V  = J*{6) 

= 7*(9)  = 

60 

19 

= 3.16 

Pfö)  = ^(3)  = P(7) 

= Pi  8)  = 

480 

148 

= 3.36 

1\&) 

= 

6 

/*(»»„;  = 

10 

P(m,)  = 

120 

77 

= 7.06 

Pi^h)  = 

40 

7 

= i.it 

/*(»»,)  = 

60 

19 

= 3.16 

n»i)  = 

2 

n 

= l. 

/*  1)  = /J(3  = P{  5) 

= i»(7)  = 

8 

3 

= 2.67 

/'(2)  = 7>(G) 

= 

20 

7 

= 2.86 

m 

= 

5 

/\m0)  = 

8 

' P(m,)  = 

5 

P[«h)  = 

40 

13 

= 3.08 

J’K)  = 2 


Digitized  by  Google 


P.  A.  Hasses, 


[MO 


66  i 


n = 3. 

•■5 

II 

s 

II 

•»** 

II 

3 

S 

II 

r,  =*•'« 

P(  3)  = 

4 

l\»h)  = 

6 

/*;»»,)  = 

3 

/'m,)  = 

2 

n = i. 

m = /*  3)  = 

-*  =1.71 

r:t)  - 

3 

/'  m„i  = 

4 

Pm,  = 

2 

Dip  Annahme  « = I würde  die  Auflösung  durch  das  gegen- 
wärtige Verfahren  auf  die  der  «Vorbereitenden  Entwickelungen»  hin- 
fuhren, und  braucht  daher  nicht  angegeben  zu  werden. 

Vergleicht  man  die  eben  erhaltenen  Werthc  der  Gewichte  der 
Theilungsfehler  mit  denjenigen,  welche  wir  für  dieselben  Werlhe 
von  n durch  Anwendung  des  „Ersten  Verfahrens“  im  Art.  31  er- 
halten haben,  so  wird  man  erkennen,  dass  die  letzteren  zwar  etwas 
grösser  als  die  obigen,  die  Unterschiede  jedoch  klein  sind.  Das 
Gewicht  Pn)  kann  hiemit  nicht  verglichen  werden,  da  es  bei  jenen 
nicht  verkommen  kann;  vergleicht  man  dasselbe  aber  mit  den  zu 
den  doppelten  Wcrthen  von  n gehörigen  Pn)  des  Art.  31,  so  fin- 
det man,  dass  diese  letzteren  auch  ein  wenig  grösser  sind  als  die 
hier  erhaltenen. 

Die  Vergleichung  der  Gewichte  der  Prüflingsintervalle  mft  denen 
des  Art.  34  zeigt,  dass  die  hier  erhaltenen  genau  doppelt  so  gross 
sind,  als  jene,  welcher  Umstand  leicht  zu  erklären  ist. 


Berichtigungen. 


Seite  561.  Zeile  12  v.  u.  stall  216m*  lies 

» 57t,  » 1 4 v.  o.  s —=4,67  * 

« 57t.  . I!  v.  u.  « * =l,!0  • 

5 


2 I 5w\ 
56 
13 

3 
i 


= 4,31 
= 1,50 
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Zusatz  zu  Art.  92  u.  flgg. 


Aus  den  Gleichungen  (e)  des  Art.  9t  erhillt  man  durch  llinzufügung  der 
geeigneten  Factoren  und  Addition : 

0 = n(»i+l)(<J,4)  4-  2(n— 1)4/,  -+-  3(»-2)4/2  4-  in— 3j.l/,  + etc. 

bis  +(p — t) (p+2)Mf—t+p(p-t-1)A/f—t  und  tiez.  +q(q-h2}ift-,-hj(g+1; JJ/, 

woraus  die  Werthe  der  im  Art.  92  eingeführten  Coefficienten  (4,4),  (4,2)  . . 
(1|p_4)  und  resp.  (4,9)  sofort  entnommen  werden  können.  Nunmehr  lassen 
sich  mittelst  der  Gleichungen  (c)  successive  auch  (<J,2),  (d,3),  (<J,4)  u.  s.  w. 
durch*die  M ausdrtlckeu,  und  somit  auch  die  Coefficienten  (2,A),  (3,A),  (4,A) 
u.  s.  w.  bestimmen.  Auch  kann  man  sich  zu  diesem  Zwecke  der  folgenden 
Umformung  des  Systems  (c)  bedienen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  ohne 
Schwierigkeit  überzeugt : 

0 = (n4-1)  j(d,2)  — + j3,'n  — 2)  JA,  4-  4 (»i — 3 ) j*/;,  4-  . . j 

0 = ;n  + tj  }(d,3)-j=|(d,2:j-  —Mi  +•  }i(m-3)4/:,  4-  S{»-4 ).V4  + . j 

ü = (n  + 1)|(d,4)-^(d,3}j—  + JS(n— *)«4  + • • j 

etc.  bis 

0 = (n+t)J(d,p— t)-*(d,p-2)|-^jf,  J + Mr-' 

und  bez.  bis 

0 = («+4)}(d,9)-{(d,9-4)  4-  »i 

Die  directe  Rechnung  ergiebt  hieraus : 


0 = (n+4) (d,4)  4-  * j2(«-4)4f,  4-  3(n-2)4/2  4-  1(11-3)4/,  + . . .j 
0 n=  (n+4)(d,2)  4-  4/,  4-  jjg-j  J3 >(-2,4/,+l(n-3;4/,+  . . .j 


. . mm  * •-?(*.  * 

0 = (t,  4-  4 ) (d,  4)  4-  -~8(  */,  + ?=r  Ml  + Mi)  + 


welche  Gleichungen  nach  Bedürfniss  fortgesetzt  werden  können. 

Es  ist  wohl  nicht  nölhig,  die  Werthe  der  durch  die  vorstehende  Auf- 
lösung des  Systems  (c)  gegebenen  Coefficienten  (l,A),  (2,A)  etc.  ausführlich 
hinzuschreiben ; man  sieht,  dass  es  im  Grunde  nur  auf  die  Berechnung  von 
(A,A)  und  von  (A',A  — t ) oder  (A'4-1,Aj  ankomml,  welche  wiederum  durch  die 
Gleichungen 


* n — A + 1 ) 
n -ifc— t 


(*■-*)  = tft-n.*)-*-* 

(*4-1,Aj  = (A',A— 4)4-1 
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mit  einander  verbunden  sind.  Es  ist  nun  leiebl,  die  Ausdrücke  der  Am.  9? 
u.  93  für  \Vt  und  A'j.  auf  die  Form  zu  bringen: 


^ = (x+1-*i  *=  r~ü  1 (x**) — 1 j 


N,.  = 


(*+1)(n— JA  A-,A- 


A n— A- 1- 1 


!j  n — JA 

= (*+)ii.-t)  (M  +' 


womit  die  Relationen 


4 n-k-hi.\\\.  = (4  + 1 [n—k]  tt’*,  -+-  2 
4 ln  - 4 +1)A>  - |{ri-2*)2»',.  , + (4-M)(«-4) 

hervorgehen. 

Die  gefundenen  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den  Werthen 


vermilUdn  eine  liequeme  recurrirende  Berechnungsweise  für  die  W4  und  A». 
Man  erhalt 


H'z 

W, 


1 !•-> 

»(•-1)  ’ 
lila*— I7a  + M) 

Snia— 1)  [a— I)  1 
lt»3— IH7n-+««la— IM 
»ala—  i i (a— I;  (»— 1) 
etc. 


(ii 

A,  = .. 


l»*-7n  + 8 


N,  = 

A<  = 


•*  ;*• — i ) 

6i»3-*3»i+*  JOn  — 408 
iu(«l  — <)(*»— J) 

Hn*-Utn*+lQlit-<S3in  + USi 
6n  n — 4j(i»  — — 3: 
etc. 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  auf  die  Formeln 


P(k) 


*'n  + i] 
i+JN*  » 


P(m»; 


l(a-H)(a— >)  _ Ijt-HKa-Ml 

a-n  + lik+lJH'*  ’ 


liefert  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  der  Gewichte. 

Man  kann  bemerken , dass  die  für  die  4P*  berechneten  Werthe  genau 
Ubereinstimmen  mit  den  entsprechenden  des  „ersten  Verfahrens“,  welche 
Art.  32  angegeben  sind,  wahrend  die  Gewichte  der  Früfungsintervalle  sich 
verdoppelt  halten.  Die  im  Art.  29  aufgeführten  Grössen  f/4  unterscheiden 

sich  von  den  Coefficienlen  (Ar, A)  nur  durch  den  Factor  -r— . r,  mithin  Fallt 

* ’ ' (t+tj; 

jetzt  A4  mit  = 1 •+■  7jL’t  des  früheren  Verfahrens  zusammen , und  man 
erhall  die  Relationen : 


V •*  — tt  »r 

At  =-r-  G 


P(k) 


ip;t; 

1+— r Pi*) 
n + t 


wo  rechts  die  Ausdrücke  des  Art.  29  für  P{k)  zu  substituiren  sind. 

Im  Folgenden  sind  die  bis  4 = 4 entwickelten  Ausdrücke  für  die  Ge- 
wichte zusammengestelll , welche  nach  dem  Früheren  bis  4 = p — 1 resp. 
4 = 9 angewandt  werden  dürfen. 
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P(<)  = 

PW  = 


4»- 4 

4(w-4-4)»(lt-4) 
8nJ—  48n4-8 


P(3)  = 
PW  = 


Uln  + I)»(n  — !)(«  — i) 

«■»»-  87n*+ 4 56  b — 1 08 

24  ;«+i;n,«-l,!  :n— 2)  m — 3; 
48n«-359n3-4-44  03n*— 4 748n  + 4 452 


etc. 


P(m,) 

P(»l2) 

P{»h) 


Pimt) 


P[m*~i) 

P(m  ,_4) 

P(»»B-a) 

P (»•■-») 


2fn-4-4)njn  — I) 
n'-  + n-*-4 

2(n+4)n(n  — I)(n— 2) 
n:1  + 44B-48 

6(n+i;n,n  — I )!«—*)(»— J) 

3n*  - 6n3+ 69n'  - 290n + 288 

6(n-4-4)n(n  — 4)(n— J)  Jn— 8){n  — <) 
3«5— I5»4+I35n3_  920n'i+2297n- 1800 

etc. 

30(n+I)n(n-()(n-S)(n-3) 
Sn3+»n*-268n3+  4 226n*-  2230n  + 4 440 
24(n+4)Bjn — I (n— 2) 

8n4+1*n3—  4S4*?-4-300n— 24  6 
6 n+4)n  n-4 
n3+4n--45n+49 
4 ,n4-  4)*» 
n'4+3n  — 2 


Schbr. 


* 
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-(*,<) 

-(*,*) 

0 

+«(*,<) 

— i»,8) 

— *0 

-M 

+7;*, 2) 

— (*0 

— (*.<!• 

- *,8' 

-«-7  (*0 

-(*,2) 

— (*0 

-(*,<} 

— 1*0 

— :*,2) 

0 

— 2(s0 

- M) 

0 

-(*.<) 

— (*,21 

0 

-(,0 

-t'M) 

% 

-m 

2(«j 

—im3 

—2m, 

+ /^ü  = 

0 

+6:rf,1) 

- */,*) 

— (rf  2wij 

— 2,»j 

— 2m, 

+ />,  = 

0 

+7  </.2) 

— {rf2  m2 

— 2m3 

— 2m4 

+ />,  = 

0 

- d,1> 

-(</,*) 

-♦-7  </2m2 

2«!;, 

—2  m4 

-*-03  = 

0 

- (d,2) 

— (</ 

— 2<n;, 

— 2m4 

-+-/>4  = 

0 

— y/.i) 

- d 

— 2m3 

— 2m4 

-H/>s  = 

0 

- (</,*) 

— 8»ij 

— 2«i4 

+ = 

0 

— 2m4 

-h/>7  = 

0 

— 

+ (d,2) 

— 2m, 

+^s  = 

0 

+ 

-(*,*) 

— 2 m, 

■f/^U  — 

0 

+2{0}  = 

0 

-8  d, 4] 

+2H}-= 

0 

-8(rf,1) 

-2!d,2) 

-Srfjimj 

+2{2}'  = 

0 

-2'<f,<) 

-2(d,2) 

-2(t/ 

-»-28m., 

+ 2{3}'  = 

0 

-S(d,«; 

-2W2) 

-2  d 

+22  m, 

+ 2{4}  = 

0 
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Zunächst  ist  zu  bemerken.  dass  in  den  J/,,  .1/, , etc.  die  , 
./j,  ctc.  wegzulassun  sind,  und  dagegen  die  mit  A’, , h2 , etc.  mulli- 
plicirlcn  Glieder  angewandt  werden  müssen.  Die  im  vor.  Art.  für  die 
<t,k)  erhaltenen  Gleichungen  geben  hierauf  leicht 

+^*',=0 

n -fr- 1 ) d,l  -fr-  d,i  j -♦-£  A2  = 0 


,m+I;  j /V I t -r  ( 

etc.  etc. 

worin  die  Ausdrucke  des  Art.  81  für  die  A’,,  A’2,  etc.  zu  substituiren 
sind.  Nachdem  diess  geschehen,  kommt  man,  wenn  zur  AhkUr/.ung 

ll*  a '1,Är  + l.lr  -f  ....  + k,k) 

W*  = * i-Tif+i ) 

gesetzt  worden  ist,  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 
»i  -fr-  I ) ! (<J,  1 -fr-  vrt,£;  -4-. . .-fr-  | -fr-  A'-fr-l'  H'4JAJ  -fr-  n— /«  IV,  ] n — A* — l{  = 

Die  Gleichungen  J)  des  Art.  01  können  aber  durch  die  folgende  all- 
gemeine Gleichung  dargeslelll  werden: 

•M."y5-*il(Ä’*+'A2  +•  ••+  AJl  *— •!  = 0 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden 

^ + - r !*!'+  £r‘  i»-k- 1 r = o 

gieht.  Eliminirt  man  hiemil  lk  aus  den  m des  Art.  85,  so  bekommt 
man  sogleich  l'Ur  die  gesuchten  Gewichte  die  Ausdrücke 

1 >*)  = — +1 

A"-»-  > = — 

,+*V.(,  + ,vv 

welche  den  Gleichungen  (/*  des  Art.  31  entsprechen. 

Da  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  alle  Werthe  von  k von  I bis 
/i — I und  bez.  bis  iy  ohne  Ausnahme  gelten,  so  sind  hiemit  die  NVerlhe 
aller  Gewichte  gegeben. 


A2 


A3 


( 


(»,( 
(■-fr) 
(i,i  + «,*) 
.1  n -* 
I.J.+  [S,3  + 3.1 
t n — 3 


- A'i  = 0 


94. 

Wir  werden  jetzt  die  numerischen  Werthe  der  Gewichte,  von 
ii  = 8 an  abwärts,  angeben,  und  die  Berechnung  der  beideu  ersten 
derselben  durch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke,  mit 
einigen  Einzelheiten  begleiten.  Da 

für  n = 8 

die  Gleichungen  (c)  des  Art.  91  bei  Ay» — I),  hier  = (A3)  abbre- 
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«05 

Ti  6 


Ai- 


10 

1 ’ 


v 

— «5« 


chcn,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

(«-»-1)|  | (*»,1  j — (c»,2)|  -+■>/,  = 0 

■:»+i)|-F(^)+r(^“(*»3)|  +Af’  = 0 

>+<)|-r,-(<»->)-f»^2)+’.^3)j  +AS  = o 

Durch  Auflösung  derselben  bekommt  man  leicht  die  Coefficienten 

(1.1)  = f , (1,2)  =*-,(1,3)  = l 
.2,1)  = i , ,2,2)  = ~ , (2,3)  = j 
3.1)  = i,  (3,2)  = ",  3,3)  = 

und  hieraus  die.  Werthe 

a-,  = ;, 

mit  welchen  die  Formeln  des  vorvor.  Art.  unmittell)ar  die  Gewichte 
der  Theilungsfehler  geben.  Man  berechnet  ferner  aus  den  obigen 
Coefficienten 

VV  1 II  ls  »V  79 

“ ~ ’ n‘  ~ A’  ">  ~ »iS 

womit  die  Formeln  des  vor.  Art.  unmittelbar  die  Gewichte  der  PrO- 
fungsintervalle  liefern. 

Für  n = 7 

brechen  die  (ri,fc)  bei  (d,q) , also  auch  bei  (d,3)  ab,  und  die  angelege- 
nen Gleichungen  (c)  werden  daher  jetzt: 

(«-H  .{*  (*,!)-{*,*)}  + W.  = 0 

»+'i{- ii(^)  +« (*.*)- 1*3)}  + W,  = " 

*i)  ->2)  + £(**)}+**.“» 

durch  deren  Auflösung  die  Coefficienten 

(M)  = •;,  (1,2  = y , {i ,3) = ?" 

,2,i)  = cw)  = ;* 

(3.1)  = I,(3,2)=;;,(3,3)=‘*‘ 
hervorgehen.  Damit  erhall  man 

y II  >r  •#  V «SJ 

*’i  7 ’ iT’  #i# 

w L VV  — VV  *!ü 

woraus  man  wieder  die  Gewichte  nach  den  obigen  Formeln  berech- 
nen kann. 
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95. 

Ich  werde  jetzt  alle  berechneten  Gewichte  folgen  lassen. 
n = 8. 


P{\)  = /»( 7) 

= m 

= P(  15)  = 

m 

31 

= 

4,61 

Pi  = P{  6) 

= y*(i  o) 

= /'(U)  = 

61 

Ts 

= 

4.82 

/\3;  = P(5) 

= J*(n) 

= i»(13)  = 

»07t 
1 S05 

= 

5.03 

m 

= P(12) 

= 

36 

7 

= 

5.14 

/'(») 

= 

9 

/'»«„)  = 

16 

Y'(»«i)  = 

t53 

<9 

= 

13.26 

Y'nij)  = 

4008 

•7 

= 

10.40 

P\mv  = 

4 4 34 
445 

= 

7.82 

Y‘{m4)  = 

907t 

4519 

= 

5.94 

A«h)  = 

253 

55 

= 

4.57 

/>»)  = 

144 

Ü 

= 

2.35 

p["h)  = 

2 

n = 

= i. 

J»(1)  = P6) 

= J>(8) 

= P{  13)  = 

4 It 
37 

= 

4.15 

P(2)  = P(5) 

= /’19) 

= P 12)  = 

448 

101 

= 

4.35 

P(3)  = Y'(4) 

= A»0) 

= /'(II)  = 

20460 

4463 

= 

4.52 

PO) 

= 

8 

P[mtt)  = 

14 

P{*i)  = 

56 

5 

= 

1 1 .20 

Pjttj)  = 

560 

67 

= 

8.36 

P(»h)  = 

345 

sT 

= 

5.94 

/>.)  = 

4008 

Mt 

= 

4.52 

/'«,  = 

56 

47 

= 

3.30 

/>mr.)  = 

i 
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n = 

6. 

P{\)  = 

= Pi  5)  = P{  7)  =' 

P(ii) 

= 

84 

23 

= 

3.65 

P{  2)  = 

= P(4)  = P(8)  = 

P(10) 

= 

420 
4 09 

= 

3.85 

P(3)  = P(9) 

__ 

i 

P(6) 

= 

7 

/>•«) 

= 

12 

P(».,) 

= 

240 

Ti” 

= 

9.14 

P(»lj) 

= 

70 

44 

= 

6.36 

= 

240 

47 

= 

4.46 

P(m,) 

= 

42 

43 

— 

3.23 

/»(%) 

= 

2 

n — 

5. 

P{\) 

= P(  4)  = P(6)  = 

= f(®) 

= 

60 

49 

= 

3.16 

P(  2) 

= P(3)  = P(7)  = 

= m 

= 

480 

443 

= 

3.36 

P(5) 

= 

6 

/*(»»«) 

= 

10 

P(m,) 

= 

420 

47 

= 

7.06 

p;»tj) 

= 

40 

T 

= 

4.44 

l\m,) 

= 

60 

49 

= 

3.16 

P{mt) 

= 

2 

n = 

: 4. 

IV) 

= P(8)  = i>(5)  = 

= IV) 

= 

8 

8 

= 

2.67 

P(2)  = P(6) 

= 

20 

T 

= 

2.86 

IV) 

= 

5 

l\m  o) 

= 

8 

P(««,) 

= 

5 

P(m2) 

= 

40 

43 

= 

3.08 

i*{«s) 

= 

2 
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» = 3. 

/'(I)  = l\i)  = /\4)  = P(5)  = !i  =2.18 

P(  ß)  = 4 

= 6 
/•(»»,)  = 3 

= 2 

M = 2. 

/'(»)  = /\3)=  £ =1.71 
*{*)  = 3 

/*(«•»)  = 4 

/*(«,)  SBS  2 

Die  Annahme  « = 1 würde  die  Auflösung  durch  das  gegen- 
wärtige Verfahren  auf  die  der  «Vorbereitenden  Entwickelungen»  hin- 
fuhren, und  braucht  daher  nicht  angegeben  zu  werden. 

Vergleicht  man  die  eben  erhaltenen  Werthe  der  Gewichte  der 
Theilungsfchler  mit  denjenigen,  welche  wir  für  dieselben  Werthe 
\on  m durch  Anwendung  des  „Ersten  Verfahrens“  im  Art.  3i  er- 
hallen haben,  so  wird  man  erkennen,  dass  die  letzteren  zwar  etwas 
grösser  als  die  obigen,  die  Unterschiede  jedoch  klein  sind.  Das 
Gewicht  P'u)  kann  hiemit  nicht  verglichen  werden,  da  es  bei  jenen 
nicht  Vorkommen  kann;  vergleicht  man  dasselbe  aller  mit  den  zu 
den  doppelten  Werthen  von  » gehörigen  I\n)  des  Art.  34,  so  fin- 
det man,  dass  diese  letzteren  auch  ein  wenig  grösser  sind  als  die 
hier  erhaltenen. 

Die  Vergleichung  der  Gewichte  der  Prüfungsinlervalle  mit  denen 
des  Art.  34  zeigt,  dass  die  hier  erhaltenen  genau  doppelt  so  gross 
sind,  als  jene,  welcher  Umstand  leicht  zu  erklären  ist. 


Berichtigungen. 

Seite  ."»6 i . Zeile  IS  v.  u.  statt  itli/r1  lies  2l5n3. 

« 57t,  * ti  v.  o.  « — = 4 , ti  7 « ^ — 4.71 

ff  57  i.  « I ä \ . u.  « * =l,!0  « --=1,50 

5 1 
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Zusatz  zu  Art.  92  u.  flgg. 


Aus  den  Gleichungen  c)  des  Art.  91  erhillt  man  durch  HinzufUgung  der 
geeigneten  Factoren  und  Addition : 

0 = n n+1)  (<J,1)  + 2(n — 1)3/,  + + i(n-3)4/j  + etc. 

bis  + (p— 1)[p+2jl/I^-i+p(p+1)ifJ,-t  und  bez.  +9(9+2)4f#_,  + i(9+l!1J/v 

woraus  die  Werthe  der  im  Art.  92  eingeführten  Coefficienten  (1,4),  (4,2)  . . 

und  resp.  (1,9)  sofort  entnommen  werden  können.  Nunmehr  lassen 
sich  mittelst  der  Gleichungen  (c)  successive  auch  ((5,2),  (J,3),  (d,4)  u.  s.  w. 
durch*dic  4/  ausdrücken,  und  somit  auch  die  Coefficienten  (2,4),  (3,4),  (4,4) 
u.  s.  w.  bestimmen.  Auch  kann  man  sich  zu  diesem  Zwecke  der  folgenden 
Umformung  des  Systems  (c)  bedienen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  ohne 
Schwierigkeit  überzeugt: 

0 = (n+1)  j («5,2)  — (<J,  1 ) j — + J3(il— 2)  + 4(ti— 3)i/.,  + . . j 

0 = (n+1)  |(#,3)-S=j(d,*:|-  + jl(«— *)Jr,  + 5 (n— 4)44,  + . . j 

ü = (.+4)j(«I4)-5=!(Ä,3)j-5=!|f,  + js(n— 4)4/,  + . . j 

etc.  bis 

0 = (n  + l)|(i,p-1)-*(d,p-2)  j-j-W,  s + ,"£^+5;  -V* 

und  bez.  bis 

0 = (n-H)J(d,9)-  j(d,9-l)  j-j4/,_,  + » I , 

Die  directe  Rechnung  ergiebt  hieraus : 


0 = (»+1)(d,1)  -f  Ms(«-4)Jf,  + 3 (fl — 2)4/a  + 4(n-3 )4T,  + . . .{ 


0 = (n+1)(<5,2)  + ~ M\  + 
0 = (n+1)(<5,3)  + 5=-#(  4/,  + 
0 = (n+1)((5,4)  + "~8(.l/,  + 


J3 (n  — 2j4f2+ 4 (n— 3)44, -t-  . . .j 

r»*  sfenigS 

Sn—  J „ . Sn*— 37n+3S  .,  \ 

V-T  + .|»-7j(5=i)  *»)  + 


6n:1  — r»9n-+  169n—  14  4 
ßn,«— ■ l}(n— (n  — 3 j 


5(n  — 4)4/, 


welche  Gleichungen  nach  Bedttrfniss  fortgesetzt  werden  können. 

Es  ist  wohl  nicht  nölhig,  die  Werthe  der  durch  die  vorstehende  Auf- 
lösung des  Systems  (c)  gegebenen  Coefficienten  (1,4),  (2,4)  etc.  ausführlich 
hinzuschreiben ; man  sieht,  dass  es  im  Grunde  nur  auf  die  Berechnung  von 
(4,4)  und  von  (4,4  — 1)  oder  (4+1,4)  ankommt,  welche  wiederum  durch  die 
Gleichungen 


(4,4) 


k'n—k  + 1) 
n -tk—t 


(4+1,4 


n— tk 
n—ik—i 
|i+l;(B- 
n- Sk 


(4+4,4) + 1 
^ (4,4-1) + 1 


Digitized  by  Google 


P.  A.  Hansen, 


660 


[142 


mit  einander  verbunden  sind.  Es  ist  nun  leicht,  die  Ausdrucke  der  Art! . 92 
u.  93  für  und  A auf  die  Form  zu  bringen: 


Hi 


m (*«♦•<  )(*— k)  + (n— tft)  [k,k— 4) 

"*  — *;»-*+( 


~tk  (*■.*:+' 


(*4-1,  («  — Ä) 


womit  die  Relationen 


* »i— A-+1]H*  = (*-M  )(»-*)«'■»_,  + 2 
*(»— = *(n-2A)nr»_,  + (k+i)(n—k) 

hervorgehen. 

Hie  gefundenen  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den  Werthen 


vermitteln  eine  l>e<|ueme  recurrirende  Berechnungsvveise  für  die  llrt  und  A*. 
Man  erhalt 


H’s 

Hj 

H', 


1 Jn-J 
»(•—  t)  ’ 

3?n+s«; 

Sn  |n—  I)  («  — Sj  1 
Sin3— t87n-+ 46Sn  — SSO 
Snln— 1 , ("n— ij 3; 
etc. 


A, 

AT, 

A4 


Sn-  — "n  + 8 
»•»»—<) 

ÄH3  — tSn"*-#-  < SO«  — 108 
An  («-«)  n-i, 

I in*- H3*3+  707«*-  < 5Sii»  -MJ  54 

6«  i»— <j  (»— S)i.m  — s; 

etc. 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrtlcke  «auf  die  Formeln 


»<*)  = sgf 


P(m») 


In  + r Ar) 

»+ !+(*+!)  ’ 


n + 1 + (»  — Ar  iVj 


liefert  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  der  Gewichte. 

Man  kann  bemerken , dass  die  fUr  die  IF*  berechneten  Werthe  genau 
Ubereinstimmen  mit  den  entsprechenden  des  „ersten  Verfahrens“,  welche 
Art.  32  angegeben  sind,  wahrend  die  Gewichte  der  PrUfungsintcrvalle  sich 
verdoppelt  haben.  Die  im  Art.  29  aufgeftlhrten  Grüssen  Uk  unterscheiden 

sich  von  den  Coefficicnlen  (k.k)  nur  durch  den  Factor  - — — r,  mithin  fallt 

jetzt  A\.  mit  Qk  = 1 ■+■  7\.frj  des  früheren  Verfahrens  zusammen , um!  man 
erhalt  die  Relationen : 


P(k) 


iPlk) 

1 


P k 


wo  rechts  die  Ausdrücke  des  Art.  29  für  P[k)  zu  substituiren  sind. 

Im  Folgenden  sind  die  bis  k = 4 entwickelten  Ausdrücke  für  die  Ge- 
wichte zusammengestelll , welche  nach  dem  Früheren  bis  k = p— I resp. 
k — q angewandt  werden  dürfen. 
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P(1) 
P(  2) 

P(  3) 

PW 


P(m,) 

P(m2) 

P(»h) 

P(m4) 

P[mH-i) 

PWn- •) 
P(n»H  a) 
P[m„-i) 


9[n  + l)w 
4«-l 

4(»+l)«(«— I) 

8»*— l8»+8 
( 3 fn  + 1 )»(»  — !)(»— 3) 

34«*— 97«3+I56n — 108 

3i;»+ljnn- l)|»— 3)(«— 8) 

♦ 8»*- 859«*+ II 03b-'—  I 748»  + 1 1 5t 

elc. 


8(«+l)«(« — I) 

«*+«+* 

S!«+l)»{»— I)  (»— 3) 

»3  +11»- IS 

6(»+l)«;n-l)(«-3)|»-3) 

*«*  - 6«*+  69»*  - *90« + *8  8 

6f«+l )«(»—!)(« — 9)  [»— 3){n  — 4) 
8»*— 1 5«I+ 1 S5«*-930«s+3397»- 180# 

etc. 

30(»+l)»;»— !)(»— 8)1»  — 3) 
3«5+9»‘-S68«*+i  ii6»CiiS0n  + 1440 
3 4 (»  + 1 ) «(»— I (n  — 3) 

3«I+I3»*— ISI»2+300n  — 316 

s »+!}»(«— i; 

«®+4»2— I5«+I3 
4 j»+  I)« 

«*+8«— 3 


Schbr. 
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Zu  An.  53. 


-(»,<) 

-(•.*) 

0 

- fj,2) 

- sO 

— (*,1 1 

+7(*,2) 

— {*0 

-(»,«)• 

— s.* 

+7(*0 

— (*,21 

-(*» 

-(*,<} 

— (*0 

0 

— 2(s0 

0 

-(».«> 

-(».*) 

0 

— (*0 

-(*,«) 

— (d,2)  2i»j 

— 2ms 

— 2m, 

+ 0o  — 0 

+6;rf,1) 

— </,  2)  — ((/2i»j 

— 2ms 

— 2m, 

+/>,  = 0 

-(*,«) 

+7  d,2)  — {d2mj 

— 2Wj 

— 2m, 

+ 02  = 0 

-I«M) 

— (z/,2)  +7  d2m2 

— 2»i.j 

—2m, 

+03  = 0 

-Id, 2)  — (d 

— 2m, 

— 2m, 

+ 0,  = 0 

- d 

— 2m3 

—2m, 

+/)5  = 0 

- d.2) 

— 2m3 

— 2 m, 

+ 0«  = 0 

— 2m, 

+ 0,  = 0 

-(<*,») 

-Md,*) 

— 2m, 

+ 0,  = 0 

+ rf,<) 

— (d,2) 

-2m, 

+0»  = 0 

+ 2(0}'  = 0 

— 2 d,V 

+2(1)’=  « 

— 2(d,2)  — 2 d)4»i] 

+2(2}'=  0 

-2'd,4) 

— 2(d,2)  — 8(d 

+28m, 

+2(3}’=  0 

-2  (d,4) 

— 2(d  2)  — 2 d 

+ 22m, 

+2(4}'=  0 
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=fall 

0 

+6(M) 

— («0 

-(M 

+7(*,2) 

— (*0 

-(*.«)• 

+7  IsO 

— !s,21 

-{SO 

=(M) 

— 'SO 

— (».81 

0 

— 8f*0 

- M) 

- (*,8) 

0 

-(».«) 

— (*,*) 

0 

— (*0 

-(<*,«) 

-((/,*)  _2mj 

— 8«»j 

+6(rf,l) 

— </,2)  —{ilinit 

— 8»is 

— (rf,8) 

-*-7  </,21  —Ulim., 

— 2m;, 

~(«M) 

— I.d. i)  +7  (/Sm2 

— 8m;, 

— (</,2|  —(/ 

— 2m, 

— (rf.  1 ) 

-i,l 

— 8m3 

- W,  8] 

— 2m  3 

~(<M) 

+ (rf,8) 

-(<*,*) 

— s'rf.i; 

— 8(rf,<) 

— S(rf.S)  — 8irfJ4m2 

— 2frf.4) 

— 8(rf,8)  — 8ftf 

-*-28  hi 

-2«M) 

-8(rf2)  -2.4 

— 2m, 

+ /^ü  

0 

—2m, 

+ 0,  = 

0 

—2m, 

-*-«,  = 

0 

— 2m, 

-t-Wj  *= 

0 

— 2m, 

+ »,  = 

0 

— 2m, 

-*-/)5  = 

0 

— 2m, 

+ />ti  = 

0 

— 2m, 

+ />:  = 

0 

—2m, 

+ />.,  = 

0 

— 2m, 

+ = 

0 

0 

±8Ü}’  = 

0 

±*m'= 

0 

±*H= 

0 

-*-22m, 

±n*)'= 

1 0 
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= 20, 

x = 2, 

X = 4, 

" " 

7,  x = 

10. 

— [<*]. 

-Ph 

—PI» 

-PI« 

-[«]. 

-[«], 

-[«1« 

+P1, 

-[*], 

-Pli 

— ; 2 : j 

-[21, 

+ [»1, 

-[3], 

— 3 2 

-.31, 

-[3]« 

+ [*!, 

-W. 

+ [0]2 

-[41, 

-PI* 

-PI« 

+ [3], 

— Pit 

+[«], 

-p’, 

— [51, 

-PI« 

+pi, 

-PI. 

+[21. 

— [61, 

- 6 , 

+pi. 

-PI. 

+ [31, 

-(71, 

+ P"» 

- 7 , 

-7]. 

+ [61. 

—Pit 

+ [*]» 

-Pli 

+1« , 

— Pi* 

-PI« 

+ [7], 

-PI. 

+ [31, 

-[91, 

+ [21, 

-P, 

-PI, 

+ [«], 

-[10], 

+ f6l, 

-[«0], 

+ 3!, 

-[«»1, 

+ [0  4 

-[«0), 

+ [9], 

-[««], 

+ [7], 

-[Hl, 

+[*'!» 

-(««1, 

+ « . 

+ [«•]. 

-[«*1, 

+ L«1, 

-[«*], 

+ 31, 

-{1*1* 

+ !*i. 

+ [««], 

-[13], 

+ i«l, 

— 1«3], 

+ 6], 

-.«3], 

+ 3j, 

+ [«*). 

-[«*1, 

+ [10], 

-(«*:, 

+ [7|, 

+ ,*]« 

+ [13], 

-[15], 

+ [««], 

-[«51, 

+ [«, 

+ 51« 

+ [««], 

-[«61, 

+ [«*]. 

-[161, 

+ [91, 

+ (6  4 

+(<»1, 

-[«7], 

+ [13], 

+ [«0], 

+ '7  , 

+ [««], 

— [«*), 

+[«*], 

+ [««), 

+ [*14 

+[«71, 

+ [«5), 

+ [««1, 

+ [9)4 

+ [«*], 

+ [16], 

+ [«s  » 

+ [«0]4 
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-(*,2)  4-2(s, 3)  -(*,4) 

— (5,2)  —(5,3)  4-4  (5,4) 

— (*.*)  H 

-Ui*) 


ij  — (5,U) 

»)  -(*,14) 

3)  4-3(5,14)  -(,,15) 

-(5,14)  4-2(5,15) 


-4-2(s,3) 

(s,3) 

-(,,15) 

4- 2 (,,15) 

-l 

-(,,15) 

r4-(,,l5) 
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jMO) 


t,  I O i 


s,10 


= 0 

-t-S, 

= 0 

+-S 

-t 

+-S 

xl 

+s* 

= 0 

-*-s4 

x*0 

+S* 

= 0 

+S, 

= n 

+-S. 

= 0 

J,40; 

-(*.14 

+ S, 

*,  10 

- i,H 

- *14 

-(*,15, 

+S10  ■ 

*,10 

+*M») 

— (»,<*) 

+S|| 

*,in 

— .*,  II 

+7  *,14; 

— *,u 

-!*,  15 

+SIJ 

- ■•*.14 

-4-4  *,43 

- *,44 

+J*'n 

- *,n 

+3  *,4  4 

— (*,15 

+>S< 

*,lo 

— i*.  < *, 

-A«) 

+ 4 *,15) 

+ {15} 

-MO) 

-4.1/  +/)„  = 0 

H 

+ />,  = 0 

+ /J,  = 0 

+ ßj  =0 

+l)t  = 0 

rf,  lOj 

. 

+lh  = 0 

- t/,14 

+ /)«  =>  0 

+ /»;  = 0 

t/,40) 

+ R.  = 0 

t/,40 

- 

+ />,  = 0 

t/,10) 

-t/,M) 

- </,**, 

+ //,  fi  — fl 

rf,  1 it 

+2(rf,1l) 

- t/,14 

+ ß„  = 0 

rf,IOi 

-(t/,41 

+y  (i,  14 

- t/,13 

- 

+ /fl|2  = 0 

- rf,H 

+ 4 t/,1 3) 

- ,/,  (4 

+ou  = 0 

- t/,14 

— (d.  13 

+5  t/,14 

■4-  /), , XX  0 
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Zu 


+S 


+\ 

+s, 


+S  = 

“(*,«)  -(«,«) 

+H 

-+-2(5,1 1)  -(*,<*) 

+.(  = 

— (s,  H J +3(sJ2) 

+$s 

“ 

+-V 

*ü: 

-(*,<*) 

+\: 

+$s 

■MM2) 

+^s 

— (*,  * ®) 

+"': 

•MM  2) 

— (*,22) 

♦V 

-Hi,  (2) 

+iV 

+>,! 

4*‘ 
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ÜBER  DIE  DARSTELLUNG 
DER 

GRADEN  AUFSTEIGUNG  UND  ABWEICHUNG 

DES  MONDES 

IN  FUNCTION 

DER  LÄNGE  IN  DER  BAHN  UND  DER  KNOTENLÄNGE. 

VON 

P.  A.  HANSEN. 
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Unsere  bisherigen  Moniltafeln  geben  nicht  die  grade  Aufsteigung 
und  Abweichung,  sondern  die  Lilnge  und  Breite  des  Mondes.  Um 
aus  diesen  jene  zu  erhallen,  muss  man  die  sphärische  Trigonometrie 
an  wenden,  nemlich  ein  sphärisches  Dreieck  berechnen,  in  welchem 
die  Mondlänge  und  Breite  nebst  der  Schiefe  der  Ecliplik  die  gege- 
benen, und  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  die 
gesuchten  Stücke  sind.  Wenngleich  die  Berechnung  Eines  solchen 
Dreiecks  keine  grosse  Arbeit  verursacht,  so  witchsl  dieselbe  doch 
bedeutend  an,  wenn  Hunderte  von  Mondörtern  zu  berechnen  sind, 
und  eine  Abkürzung  dieser  Rechnung  ist  daher  wünschenswert!]. 
Sie  ist  um  so  mehr  zu  wünschen,  weil  das  allgemeine  Bedürfniss 
der  Astronomie  mehr  auf  die  Erlangung  der  graden  Aufsteigungen 
und  Abweichungen,  als  auf  die  der  Langen  und  Breiten  gerichtet 
ist,  und  man  in  bei  Weitem  den  meisten  Fallen  diese  nur  als  ein 
bis  jetzt  nicht  zu  umgehendes  Hülfsmittel  zur  Erlangung  jener  be- 
rechnet. 

Eine  Abkürzung  des  genannten  Verfahrens  kann  man  nur  da- 
durch zu  erlangen  hoffen,  dass  man  die  Mondtafeln  so  einrichtet, 
dass  sie  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  unmittelbar  geben, 
damit  die  Auflösung  des  obengenannten  sphärischen  Dreiecks 
vermieden  werde.  Wenn  man  hiebei  wieder  von  der  Lange  und 
Breite  ausgehen  wollte,  so  würde  man  gewiss  sich  keine  Erleichte- 

Anmerkung,  her  Verfasser  beabsichtigte  die  nachstehende,  vor  Herausgabe  der 
»Mondlafclii«  niedergeschriebene  Abhandlung,  behufs  ihrer  Veröffentlichung  mit  einer 
abgeünderten  Einleitung  zu  versehen  Man  hat  geglaubt,  nach  dem  erfolgten  Ab- 
leben des  Verfassers  den  unvenimlerten  Wortlaut  beibehalten  zu  sollen. 
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rung  verschaffen  können,  aber  wenn  man  diese  hiebei  gänzlich  um- 
geht, mul  die  l.ängc  des  Mondes  in  seiner  Hahn  als  Ausgangspunkt 
wählt,  so  kann  man  eine  Erleichterung  des  bisherigen  Verfahrens 
erwarten.  Es  tritt  nun  aber  beim  Monde  der  bei  den  Planeten 
nicht  vorkommende  Umstand  ein,  dass  die  Bewegung  der  Mondkno- 
ten sehr  schnell  ist  und  die  periodischen  Veränderungen , welche  die 
Lage  der  Mondbalm  durch  die  störenden  Kräfte  erleidet,  nicht  un- 
bedeutend sind.  Die  Mondknoten  bewegen  sich  in  ungefähr  19  Jahren 
um  den  ganzen  Himmel,  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Eclip- 
tik  erleidet  periodische  Veränderungen,  die  16'  Übersteigen,  und  die 
wahre  Länge  der  Mondknoten  mit  der  Ecliplik  ist  Schwankungen 
unterworfen,  die  mehr  als  2"  40'  betragen.  Diese  Umstände  verur- 
sachen, dass  die  Aufgabe,  von  der  hier  geredet  wird,  mit  eigenthüni- 
liclten  Schwierigkeiten  behaftet  ist. 

Vermöge  der  eben  angeführten  Umstände  zerfällt  die  Auflösung 
dieser  Aufgabe  in  zwei  Theile,  deren  erster  die  Glieder  in  Betracht 
zieht,  die  aus  der  schnellen  retrograden  Bewegung  der  Mondknoten 
entstehen,  und  deren  zweiter  den  Einfluss  der  periodischen  Aende- 
rungen  der  Lage  der  Mondbahn  berücksichtigt,  leb  werde  mich 
hier  auf  die  Darlegung  meiner  Auflösung  des  ersten  Theils  der  Auf- 
gabe beschränken,  und  die  des  zweiten  Theils  auf  eine  andere  Zeit 
und  einen  anderen  Ort  verschieben. 

\. 

In  der  nachstehenden  Figur  sollen  alle  graden  Linien  grösste 
Kreise  auf  der  Kugel,  und  zwar  AE  den  Aequator,  AF  die  Ecliptik 
und  Itf)  die  Mondbahn  bedeuten.  Bei  E soll  ein  rechter  Win- 
kel sein. 


A 
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Nehmen  wir  «len  Durchschnitlspunkt  A für  das  FrühlingsUquino* 
an,  dann  ist  CAB  die  Schiefe  der  Ecliptik,  A('.  die  Lange  des  auf- 
steigenden  Mondknotens,  DCF  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
Ecliptik.  Wenn  ferner  D den  gleichzeitigen  Mondort  liedeutet,  dann 
ist  /)(,'  das  Argument  der  Breite  des  Mondes,  DC  -+-  CA  seine  Ulnge 
in  der  Bahn,  AE  seine  grade  Aufsteigung  und  DE  seine  Abweichung. 

Die  Bezeichnungen,  die  ich  nun  anwenden  werde,  sind  die 
folgenden : 


nc 

= IV; 

CB  = X"—  A’ — 0; 

AB 

= 360' 

J 

-3 

II 

1 

1 

CAB 

= j:-. 

DCF  = J, ; DBF  — J"\ 

AE 

= R ; 

DE  = d. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  im  siebenten  Abschnitte  meiner  »Funda- 
mente nova  investigationis  etc.«  cingefuhrten  analog,  von  welchem 
Abschnitte  in  der  Thal  die  gegenwärtige  Aufgabe  ein  Theil  der 
Fortsetzung  ist.  Die  in  dieser  Bezeichnung  angewandten  Grössen 
besitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  periodischen,  den  zweiten  hier  zu 
übergehenden  Theil  der  Auflösung  bildenden  Glieder  leicht  und 
sicher  durch  sie  dargestellt  werden  können.  Betrachten  wir  nun 
das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  DEB , so  giebt  uns  die  Trigo- 
nometrie folgende  Relationen : 

cos  d sin  -t-  X"-t-K")  = cos  J"  sin  ( IV — (•)  ■+■  X" — K"  j 
cos  d cos  AR  ■+■  X"  ■+-  A"  = cos  ( W — ß -+-  jV" — K"  l (I ) 

sin  d = sin  J"  sin  ( W — ß -t-  X" — A")  j 

wozu  ich  bemerke,  dass  W — ß die  Lange  des  Mondes  in  seiner 
Bahn  ausdrückt.  Durch  Auflösung  der  zusammengesetzten  Sinus 
und  Cosinus  verwandelt  man  diese  Gleichungen  leicht  in  die  fol- 
genden : 

cos  d sin  M = sin  H’ {cos /'cos  .V" — K"  — 0)  cos  {.V"-*-  K"  -+-  sin  .V"—  A”'—  0)  sin  (.V"  -t-  A‘") } 
-e  cos  M'fcos/'sin  (.V" — A" — 01  cos  fiV'-t-  A'")  — cos  (.V"—  A'" — ©;  sin  (AT”+  A'")} 
cos d cos  .fi  = sin  lV(cos/'cos  (.V'— A" — 0 sin  (A'"+  K")  — sin  .V"—  A”—  ©)  cos  (.V”-f-  A'")} 
•+-  cos  M’fcos/’sin  0)  sin  K"  + cos  (.V"—  A'"  — 0 cos  (.V"-t-  A")} 

sin  d = sin  W sin /'cos  (A'"— A'"—  ©)  -l-  cosM'sin/'sin  (A’" — A''— 0) 

Vermöge  des  Dreiecks  ABC  erhalten  wir  aber  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  folgende  Relationen: 
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cos/" tos  — cos  \ "4- A " + sin  i.V" — A ” — 0 sin  \"-hh" 

— cos/, cos  J,  cos © — sin/, sin/ 
cos  J" sin  j.\  " — A" — © cos  V"  + A"  — cos  .V" — K" — 0)  sin  A ")  = — cos/, sin  0 
cos/" cos  (.V" — A” — 0 sin  j.V"+A  ")  — sin  (.V" — K" — © cos  (A'”  + A'"j  = cos  / sin  0 
cos/"sin  X" — A " — 0)  sin  ( \ ”-t- A ")  4-  cos  (.V" — A " — 0 cos  iS" -t-K"  = cos  0 
sin  J"cos  (.V"—  A ” — 0 = sin/, cos/  cos  0 -4-  cos/, sin/ 
sin  /'sin  .V' — k" — 0}  = — sin/, sin  0 

womit  man  die  Grossen  J",  X"  und  Ä"  aus  den  vorstehenden  Glei- 
chungen eliminiren  kann.  Nachdem  diess  geschehen  ist,  und  man 
die  Producte  der  Sinus  und  Cosinus  von  IV  und  0 in  linearische 
Sinus  und  Cosinus  verwandelt  hat.  bekommt  man : 

cos  d sin  .R  — cos/,  cos'}  / sin  IV  — 0 — sin/,  sin  / sin  VV 

— cos/,  sin / sin  • IV  -f-  0 

cos  d cos  M — cos  / cos  ( IV  — 0 -+■  sin  -}  / cos  IV  -+-  0; 
sin  (I  = sin/,  cos l\J,  sin  IV  — 0 -»-cos/,  sin / sin  IV 

— sin  /',  siu  2|  / sin  ' IV  -»-  0, 

wodurch  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  schon 
in  Function  der  Länge  in  der  Dahn  und  der  Knotcnlänge  darge- 
stellt  ist. 


t. 

Die  eben  gefundenen  Gleichungen  zeigen,  dass  von  den  drei 
Gruppen  cos  d sin /R,  cos d cos ,7t . und  sind  die  erste  und  dritte  aus 
drei  und  die  zweite  aus  zwei  Gliedern  besteht,  welche  je  Eine  ver- 
änderliche Grosse  enthalten.  Diese  acht  Glieder  Messen  sich  also  in 
eben  so  viele  Tafeln  von  einfachen  Argumenten  bringen,  und  wenn 
diess  geschehen  wäre,  so  konnte  man  in  jedem  vorliegenden  Falle 
daraus  die  numerischen  Werthe  der  genannten  drei  Gruppen  be- 
rechnen, woraus  man  dann  durch  logarithmisch-lrigonometrische  Be- 
rechnung zu  ,R  und  d selbst  übergehen  konnte.  Nun  kann  man 
zwar,  vermöge  der  numerischen  Werthe  von  /,  und  /,  welche  in 
der  Natur  stattfinden,  die  Glieder,  aus  denen  sind  besteht,  in  drei 
Tafeln  bringen,  die,  ohne  unpractische  Ausdehnung  zu  besitzen,  in 
der  Anwendung  bequem  werden;  man  kann  sogar  diese  Tafeln  so 
einrichten , dass  man  aus  ihnen  ohne  Anwendung  von  trigonometri- 
scher Rechnung  d selbst  statt  sin  d erhält.  Man  muss  zu  dem  Ende 
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die  Coefücienten  sin/,  cos  5|  /,  cos/,  sin  / und  sin  / sin5}  J,  in  den 
Tafeln  nicht  in  Theilen  des  Kadius,  sondern  in  Theilen  des  Um- 
fanges des  Kreises  (in  Graden,  Minuten  und  Secunden  ausdrücken 
und  eine  Tafel  hinzu  fügen,  die  den  Unterschied  zwischen  dem  Bogen 
und  dem  ihm  zukommenden  Sinus  giebt.  Die  beiden  Gleichungen 
für  cosAsinzfi  und  cos  A cos  Ai  lassen  sich  aber  nicht  so  bequem 
in  Tafeln  bringen,  da  die  beiden  Glieder  cos/,  cos ’}  / sin  IV — (-) 
und  cos5}  / cos  ; W'  — fei  fast  von  — I bis  -+-  I variiren  und  mit 
sieben  Decimalsiellen  angesetzt  werden  müssten;  um  hier  bequem 
anzuwendende  Tafeln  zu  erhalten,  müsste  man  ihnen  eine  bedeutend 
grosse  Ausdehnung  geben.  Es  kommt  hier  noch  hinzu,  dass  die 
Berücksichtigung  der  von  der  Veränderung  der  Mondbahn  abhängigen 
periodischen  Glieder  in  diesen  Gleichungen  sich  weitläufiger  heraus- 
stellt, als  sie  in  der  Thal  ist.  Die  Berücksichtigung  dieser  Glieder 
in  der  Gleichung  für  sind  ist  dagegen  einfach.  Durch  die  Ent- 
wickelung von  jfl  in  eine  unendliche  Reihe  aus  den  beiden  ersten 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  erlangt  man  freilich  Glieder,  die  sich 
alle  in  nicht  zu  grosse  und  doch  bequeme  Tafeln  bringen  lassen; 
es  entstehen  aber  dadurch  der  Glieder  und  also  auch  der  erforder- 
lichen Tafeln  zu  viele,  als  dass  daraus  ein  namhafter  Vortheil  er- 
wüchse. Um  diess  klar  darzuthun,  werde  ich  die  bezeichnete  Reihen- 
entwickelung ausführen. 

3. 

Sei  r die  Grundzahl  der  hyperbolischen  Logarithmen  und  p= 
dann  ist  bekanntlich , wenn  : irgend  einen  reellen  Kreisbogen  be- 
zeichnet. 

2 cos  i = c ps  -»-  c~e* ; 2p  sin  : = r — c-pJ  . 

Wenden  wir  diese  allgemeinen  Gleichungen  auf  die  obigen  Werthe 
von  cos A sin .Tf  und  cosAcosjfi  an.  so  ergiebt  sich: 

cos  A e~l,M  = cos / cos5}  / (<•? {W  ~H  ) 

— sin/, sin/  f*w  — e-*w  —cos/sin5}  /(c‘‘  w+"  — ) 

cosA  c*M  + c“ '•"*)  = cos w~'  +e-«w-*') 

+ sin 5 } / (c'-‘  w+  w+  ) 
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Addirl  man  diese  beiden  Gleichungen , multiplicirt  ihre  Summe  mit 

Q »C-»! 

__ — ..  . . und  setzt  zur  Abkürzung 

1 ■+•  COS  J„)  cos  ‘\J, 

»/  =t«l  J"  ' k = 'P  i J’ 

so  bekommt  man: 

3cosirf‘'fl—  w+ft)  _ 
t -+-  cos/,  cos1!/ 

= I -+-  ^c“*p("r-e)— 2 +AV,(,H'  -i-ffVc**" 

und  wenn  man  hierin  — p für  p schreibt 
2cosdr-e  _ 

( t -t-  OOS  /.  COS  Jjy, 

= \ + >j*cilf{W-6,l  — mc-v*  -+-  2,lXc<;{tW-f*  •*-VcteW  + t/Wc-*ve 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  und  nimmt  von  jeder  Seite 
der  Gleichung  den  hyperbolischen  Logarithmus,  so  entsteht 

2 p M — IV+  0)  = 

=log  ( I — 2r/A  cpW  +2;/Ac-^‘',  w~*  +Alc-*pH  + 

— log  (1  +]*&-*<*) 

Entwickelt  man  nun  auf  bekannte  Art  die  beiden  hier  vorkommen- 
den Logarithmen  in  unendliche  Reihen,  und  geht  hierauf  von  den 
imaginären  Grössen  zu  den  reellen  Sinus  Uber,  so  bekommt  man 
folgende  Reihe,  die  ich  so  weit  fortgesetzt  habe,  dass  man  jeden 
Goefficienten  bis  auf  0“,01  genau  haben  kann: 

.R=  IV — & — 2»,A sin  ß — r^A^in  26» — f ^3A3sin3  ß — j iy,A,sin4& — etc. 

— A*sin 2 W—  (2^+2^*)  sin  2 W—0)  — (tj*+4»<*A,+3»<lA')sinf2 H—  iß 

— (2ij3A+6i}3As -4-  8f}3A5i sin (2 IV—  36»)  — (3ijU3  + 1 6»j«A4)  sin  2 W—  Kß 

— 4^5A3sin  2 VV — 562  — etc. 

+ {A*sin4»V+  2^+2^  sin  iW-ß  -h  hfyW  sin ( 4 H — 26» 

-h  2v3A+ 1 2j/3A3+  24»y3A5)sin'4  W—  36»  -+-  fv’+Hr/A’-t-.UyA'sin  i IV— iW 
-+-  2/(sA+20ij3A3  sin  (4  IV — 56»  +5»/*A*sin  '4  W — 66>)  +1 6 f/;AJsin  4 4V — 76» 
-+•  etc. 
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— Ü ly  sin  6 VV — ©'  — 3 tfk'  sin  .6  VV — 2 © — ~i('/:isin  «IV — 3©, 

— (5i)'AJ  4-  V0»)U4)  sin  « VV  — 4 ©)  — .2 jj4A •+■  30 ^SA:I;  sin  (i  VV — 3 © 

— (1»/+  1 2//A24-  I iOr^^sin  (6  VV — 6 6»)  — (2ij5A -t-lHifX*)  sin  (6  VV— 7©) 

— 8 »('A2sin  ;«  VV — KW  — etc. 

4-”»/A*sin  8 VV — VW  4-  I V ^sA:*sin  (8  VV — 5 0) 

•+•  (7  »/A*  -4-  112  »,‘A«)  sin  (8  VV—  6©  + (2  tfX  4-  56  q'X")  sin  (8  VV—  7©; 
4-  (j  if  -+-  1 6 1 j*kTj  sin  (8  VV — 8 ft)  4-  2 »(°Asin  (8  VV — 9©i  4-  etc. 

— 2 l^A'sin  I ü VV — 7©}  — OijWsin ( 1 0 VV—  8©)  — 2//'Asin  (1 0 VV— 9©) 

— { tj 10  sin  (10  VV  — 10  ©j  — etc. 

Nimmt  man  nun 

Jl,  = 23°  27'  54"  80 , J,  = 5“  8'  48" 
an  und  substituirt  diese  Zahlenwerthe , so  erhalt  man: 

.H  = VV — © — I"  4'10"55sin  W 
— 17,97  sin  2© 

— 0.11  sin  3© 

— «'36,04  sin  2 VV 
— I"  4’ 18,33  sin  (2  VV—© 

— 2» 29'  28,71  sin  2 VV — if), 

— 2”  47,08 sin  2 VV — 3©) 

— 2,33  sin  (2  VV — 4ö) 

— 0,03  sin  2 VV  — 3© 

-+-  0,42sin  4 VV 
-t- 7,80 sin  (4  VV— ©) 

4-  34,20sin  4 VV — 2© 

+ 2' 48,10  sin  (4  VV— 3©) 

4-3’  18,1 3 sin  (4  VV—  4©, 

4- 7,30  sin  4 VV  — 3©) 

4- 0.1 7 sin  4VV — 6© 


Oie  Anzahl  der  Glieder  dieses  Ausdrucks  der  Keduction  der 
Mondlttnge  auf  den  Aequator  ist  34;  da  sie  bloss  von  den  zwei  Ar- 
gumenten VV'  und  ©,  oder  VV — © und  © abhangen,  so  wäre  es 
nicht  unmöglich,  sie  alle  in  Eine  Tafel  mit  diesen  zwei  Argumenten 
zu  vereinigen.  Aber  eine  solche  Tafel  wllrde  eine  Ubermassig  grosse 


— 0"02sin  «VV— 6© 

— 0,1  8 sin  6 W — 2©) 

— 1,1 2 sin  (6VV— 3©) 

— 3,94  sin  6 VV  — 4©} 

— 7,38  sin  '6  VV—  3©) 

— 3,93  sin  (6  VV  — 6©} 

— 0,32  sin  6 VV—  7 ©) 

— 0,01  sin  (6  VV  — 8©} 

4-  0,03  sin  8VV — 4©) 

4-  0,1 0 sin  (8  VV — 3©) 

4- 0,24  sin  (8  VV  — 6©) 

4-  0,33 sin  (8  VV—  7©) 

4- 0,20  sin  8 H — 8©) 

4- 0,01  sin  8 VV  — 9© 

— 0,01  sin  (1 0 VV  — 7 ©) 

— 0,01  sin  1 0 VV  — 8 ö) 

— 0,0 1 sin  ; 1 0 VV  — 9 ©) 

— 0,0 1 sin  (10VV—  10©) 
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Ausdehnung  bekommen  müssen,  um  practisch  werden  zu  können.  Diese 
Ausdehnung  würde  so  gross  sein,  dass  sie  selbst  ein  Hinderniss 
für  ihre  bequeme  Anwendung  bilden  würde.  Man  muss  daher 
jedenfalls  den  vorstehenden  Ausdruck,  wenn  man  ihn  unvvcnden 
will,  in  Tafeln  von  einfachen  Argumenten  redigiren.  Solcher  er- 
fordert er  aber,  wenn  man  keine  Glieder  übergehen  will,  nicht 
weniger  wie  23,  und  diese  Anzahl  würde  sich  durch  Uebergehung 
der  kleinen  Glieder  nur  wenig  vermindern.  Es  wird  daher  jeden- 
falls durch  Anwendung  dieses  Ausdrucks  die  unmittelbare  Berech- 
nung der  graden  Aufsteigung  des  .Mondes  aus  den  Mondlafeln  müh- 
sam und  zeitraubend,  und  man  würde  sie  aufgeben  müssen,  wenn 
es  unmöglich  vvitre,  andere  und  einfachere  Ausdrücke  dafür  zu  linden. 


Um  einen  einfacheren  Ausdruck  wie  den  vorhergehenden  zu 
linden,  ist  es  nothwendig,  die  beiden  Argumente  oder  veränderlichen 
Grössen,  von  welchen  er  abhangt,  möglichst  von  einander  abzusondern 
und  den  Ausdruck  in  Factoren  zu  zerlegen,  von  denen  der  eine  nur 
die  eine,  und  der  andere  nur  die  andere,  oder  vielmehr  überhaupt 
auch  nur  Eine  veränderliche  Grösse  enthalt.  Die  Transformationen, 
durch  welche  ich  diess  bewirkt  habe,  werde  ich  im  Folgenden 
zuerst  im  Allgemeinen  angeben,  und  dann  speciell  auf  die  vorliegende 
Aufgabe  anwenden. 

Seien  in  einein  beliebigen  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke 
v — (i  die  Hjpotenuse,  / — 0 und  b die  Katheten,  so  wie  t der  der 
Seite  b gegenüberliegende  Winkel.  Dann  ist  allgemein : 

I cos  b sin  (/  — 0 — cos  i sin  (»  — o; 

(2)  ....  J cos  b cos  / — I)  = cos  > — « 

| sin  b = sin  i sin  (v  — a 

Diese  Formeln  habe  ich  in  folgende  umgewandelt : 


3; 


cos  b sin  [I  — //, 

cos  b cos  [l  — // , 
sin  6 


com",,  sin  (r  — 0„)  — *„;tg  in 

cos  v — 0„)  -+-  x„  ’‘k 
sin  «„  sin  v — U„  -t-  *„ 


k 


Vo  _ } 
eo$  i|, ' 
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wo 


p = sin  i sin  (a  — 0„ 


</„  = sin  i cos  a — b„\  — sini0 
k = cos  i„  (cos  i -+-  cos  i0)  — </„  sin  i„ 
,v„  = q„  sin  > — 0„  — p cos  (»  — 0„ 


,,  i r cos ' ' 

Sill  U — //  = 


COS  0 — II) 


\ + cosi  cos  iy'  cos  er  — — sin  i sin  iy 

jfc 


i0  und  0„  hingegen  durchaus  willkürliche  Grössen 
nach  Belieben  bcstiiuinen  kann. 


• • • (*} 

die  mau 


Die  Ableitung  dieser  Gleichungen  übergehe  ich  hier,  weil  ich 
sie  bereits  an  einem  anderen  Orte  gegeben  habe;  man  kann  sie  ituless 
auch  ohne  diese  verificiren.  Wenn  man  nemlich  die  Ausdrücke  (4) 
in  3}  substituirt  und  gehörig  rcducirt,  so  wird  man  finden,  dass 
i„  und  0U  von  selbst  verschwinden  und  die  Gleichungen  2)  daraus 
hervorgehen,  woraus  die  Richtigkeit  der  (3)  und  (4)  schon  folgt. 
Ich  füge  hinzu,  dass  die  hier  eingeführten  Grössen  i„,  //,  etc. 

sich  auf  sehr  einfache  Weise  geometrisch  construiren  lassen. 

Um  eine  Anwendung  der  Gleichungen  3)  anzudeuten,  seien  i 
und  0 die  mit  der  Zeit  veränderliche  Neigung  und  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  irgend  eines  Himmelskör|iers  zum  Aequator,  o 
die  Entfernung  des  in  der  Bahn  gewählten  Anfangspunkts  der  Längen 
von  diesem  Knoten,  v die  Länge  des  Himmelskörpers  in  seiner  Bahn, 
dann  sind  / und  b seine  grade  Aufsteigung  und  Abweichung.  Wählt 
man  nun  z.  B.  für  i„  und  0„  die  Neigung  und  Knotenlänge,  die  in 
irgend  einem  bestimmten  Zeitpunkt  stattfand,  so  sind  p,  qu  und  // 
kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte,  die  die  Lage 
der  Bahn  des  Himmelskörpers  im  Raum  zu  verändern  streben.  Diese 
Glieder  erscheinen  in  den  Gleichungen  (3)  von  den  Hauptgliedern 
abgesondert,  und  können,  da  sie  so  einfach  sind,  leicht  entweder  in 
der  endlichen  Form,  in  welcher  sie  daselbst  Vorkommen,  oder  in  sehr 


stark  convergirende  Reihen  aufgelöst  , auf  die  einfachste  Weise  be- 
rücksichtigt werden.  In  den  Fällen,  wo  in  Bezug  auf  die  Zeit  <)Ö  = -~ 


ist,  nehmen  die  obigen  Ausdrücke  für  //  eine  noch  einfachere  Form 

an,  und  gehen  in  folgenden  über: 

,/ fv<Jp-p*9o 

J fc  cos  i 
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Ich  küiiii  diess  jedoch  hier  nur  bciiUulig  erwähnen,  denn  die  An- 
wendung, die  ich  im  Folgenden  von  den  aufgestellten  Gleichungen 
machen  werde,  ist  eine  ganz  andere. 


5. 


Entwickeln  wir  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  3)  den 
Ausdruck  des  Bogens  / in  eine  unendliche  Heilie.  Setzen  wir 


(5)  • • • • 


-y  = .1  sin  w„ 
■ l J"  — . t cos  ir„ 

k cos  io 


dann  gehen  die  genannten  Gleichungen  über  in : 

cos  6 sin  l — //  = cos  io  sin  [v — 0,,; — n„  A cos  n\, 
cos  h cos  7 — //  = cos  r — 0„  ■+■  #„  A sin  «r» 

und  wenn  wir  die  imaginiiren  Kvponentialfunetionen  einfuhren,  in 

cos 6(c1’  ‘-"i-c-o  )=  cos i0(c^  *“ * c^+c~^I 

cos -»-c-P  c0[v-»>  — (>x0 A - c-^j 


Durch  Addition  und  Division  mit 
■ sich  hieraus: 


(I  -+-  cos  i0)  cv  ' ergiebt 


» co»  h CQ  |l  — //  — v + Ho 
I + co«  i„ 

WO 


— 1 0 ;«■  — «oi  — e .«•  ■ 

■ tc  (/X  S„C 


Ho  - «®o! 


(6 


* = *g2l  <0. 


*A 

I + cos  i0 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  — p für  p,  so  entsteht  die  folgende 
analoge 


*co»6  -Q  j-n-y+Ho,  _ * ip  t- a,  . ..ei»- *>- «W 

i + coti0  C —l-t-tc  -t-  px*„t. 

Dividirt  man  jene  durch  diese  und  nimmt  die  hyperbolischen  Loga- 
rithmen, so  erhalt  man 

i m — U — v + Ö0)  = log (1  -4- -paSoC-e  '-*»-"1) 

I - log  ( I + te*f {v  - * + ?**/" 

Lösen  wir  nun  die  Logarithmen  in  unendliche  Reihen  auf,  und 
gehen  von  dem  Imaginären  zu  dem  Reellen  aber,  so  bekommen  wir 
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/ a i-  — ö0  -+-  II— f sin2(r— Ö„!  U2sin  4 (i — #0  — je3sin6(c— 0g) 

•+•{£*  sin  8 !•—#,)  + etc. 

— xsg  {cos  <c—»0— «v'  — |«cos  (3r— 30,— icg)  -+-  |f2cos  5 c— 5fl#— w,) 

— }t3cos (7c— 7ö„— !<’„)  ±etc.) 

— x2s2{ } sin  <?r  — 3Ög—  2reJ  — je  sin  (4c—  4flg  — 2«»0  •+■  Je3sin  (6c— 6'/0— 2ic0 

— -5“  £3  sin  (8c— 8S0— 2irJ  ±ctc.) 

■+•  •/.3sjj ( J cos (3c — 3flg — 3 tc  J — |ecos(5c— 50g — 3ic0i  + e'1  cos  (7r  — 7ö0— 3 irg) 

— *Ae3cos(9r— 0Öo  — 3ic0)  ±clc.) 

+ x,i{{|sin(ic-4#,-4ic,)  — j« sin(6c— G0g— 4 icj-+- 4^  e2  cos  (8c— 8öu — 4io#) 

— ”e:,sin  (40c  — I0ög — 4««,)  ±etc.) 
clc.  de. 

Diese  Keihen  schreiten  nach  so  einfachen  Gesetzen  fort,  dass 
ihre  beliebige  Fortsetzung  nur  die  Mtllie  des  Hinschreibens  kostet, 
lieber  das  Gesetz  des  Forlschreitens  der  Bögen  unter  dem  Sinus-  und 
Gosinuszeichen,  der  Nenner  und  der  algebraischen  Vorzeichen  braucht 
hier  Nichts  gesagt  zu  werden;  Uber  die  numerischen  Zahler  ist  bloss 
zu  bemerken , dass  zwischen  je  drei  derselben,  die  in  irgend  zwei 
aufeinanderfolgenden  Keihen  folgende  Stellung  gegeneinander  ein- 
nehmen : 

I ^ 

h c 

wenn  man  von  ihren  Vorzeichen  absicht,  die  Gleichung 

c = « + b 

statttindet,  durch  welche  man  sie  fortsetzen  kann,  so  weil  man  will. 


6. 


Man  kann  die  Coeffieienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x*„ 
auch  durch  endliche  Ausdrucke  geben.  Man  gelangt  dahin,  wenn 
man  die  Gleichung  7 wie  folgt  umstellt : 


2(j  I — // — n+öj  = log ( I +tc 


-»(<  ;r-rtn) 


)—  log(l-+-fC 


* v 


•0*0-7"  )-,o*(l' 


-Q  !i'-öu-u>o 


*) 

' I +eciv  ) 
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Löst  nuin  die  Itcidcn  letzten  Logarithmen  in  unendliche  Keilten  auf, 
so  ergiebt  sich  zuerst 

*p  /_//_, — |0g(1  log(  1 +#r*el*-«o ) 

f c?  l r | 

' " I t Ho  I +«c— *'•'  w« 

t , , j <:*?  v " üo  r~  if*'— s(l~ wa  | 

~ 4 X *"  1(1  +fc4(‘  )*  _ ( I +«C-Pir-«»lj’  I 


^1  (!+«**-*,» 


3 


f 


* * *»  l(t+fc1e  ,-'4>)4 


.-Spm— ft,-«',,  , 

|- 

c-4p  li-flb-UV  | 

(t+zt-4t' *’-«*  )*  J 


Wenn  inan  hier  die  beiden  Glieder  eines  jeden  der  Coeffieienlcn 
von  **■„,  x54,  etc.  auf  gleichen  Nenner  bringt,  so  giebt  sich  ihre 
Transformation  in  Sinus  und  Gosinus  sogleich  zu  erkennen.  Die 
beiden  Logarithmen,  die  in  diesem  Ausdrucke  Vorkommen,  verwandelt 
man  durch  folgende  Betrachtungen  in  einen  Kreisbogen. 

Seien  allgemein  o,  />,  </,  r irgend  welche  reelle  Grössen,  zwischen 
denen  die  Gleichung  statllindel 

log  « -f-  p fc)  = </  - f-  (/<• 


wo  wie  vorher  p = y'  — l ist.  Geht  man  zu  den  Exponent ialfunclionen 
über,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  die  folgende: 


tr-f-pfc  = r',+l’'  = cd(cosc-t-p  sin  e) 

und  da  diese  Gleichung  identisch  sein  muss,  so  folgt  daraus,  dass 
n=r‘  cose,  b=c* sine 

mithin 

ui+lii=t  id,  oder  t/=s  j log  «4- t- /»*j,  und  e = arc  Ig-j- 
Wir  erhalten  also  identisch 

log  a+(ib)={  log  i [tr+b*  -+-paic  tg-^ 
und  ebenso  bekommen  wir 

log  n — <ili  — j log  ir-t-h* ) — parctg— 

Wenden  wir  diesen  Salz  auf  die  obige  Gleichung  an,  so  ist 
log p l>  = log(  I -w  «“*?<•’-'« ) 

as|og(l  +zcosi(c — ll„  — p/sin2V — 0,,}) 
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also 


folglich 


a = I -+-fcos2  v — ll„  , h = tsin 2(»' — ti„) , 


l +» cos*  < — «o! 


log  (1  — log(!  2parctg  ,sln^^,’ 

Die  obige  Gleichung  geht  daher  in  folgende  über: 

i . ii  i,  i »ui»*1»— ßa) 

* ~ i + icos*;i  — (*> 

cost®— Ha—  Woi+icoitv-Ao+ivo) 

* 0 I » cosäe— 

2 2 sinä(®— ft,— it'0)  — ä«sin4«io— ,2sin4!n— Ht+ti’i)) 

* *“  *(t-*-»«cosi(®— 6b)+«*)* 

:t  ;i  ccis3it  -Mi-«i.  +3«cos;r-^,  — S«',,! +:i»äcos(®— IA)+8ir0  +f3™s8j>-Hi)+U)li 

"T*  X 


3,'<+<f  cos  2 {v — flb) — *' f 1 


4 4 sin*(t>  — if^+W  iit- — 6«'*\sin 4ir0— WMn  (2t’— 2^+4e%  — t4sin  \ v-^+Wu 
• "♦(»+*»co»*(®-«b +f*)< 

etc.  etc. 

wo  das  Gesetz  des  Fortganges  ebenfalls  deutlich  zu  erkennen  ist. 
Zu  bemerken  ist  ausserdem,  dass  zufolge  der  Gleichungen  (3)  und  6) 
der  Artt.  4 und  5 

l-t-2*cos2  r — 0„  +fJ  = (1+#  2cos  lb„=  I-I-#  J(l — sin2i„sin2  ;r — fl„) 


Man  kann  auch  die  unendliche  Reihe  des  vorstehenden  Aus- 
drucks von  / in  einen  durch  seine  Tangente  gegebenen  Kreisbogen 
verwandeln.  Setzen  wir 


(’cO  fl-  '»l») 


cp(i— a,-«v 


und  substituiren  diesen  Ausdruck  in  die  erste  Gleichung  des  vor. 
Art.,  so  wird : 

t(j  I-  //- r+H„)  = log  ( I -«•“**  — log  ( I +tr*'>[v-*']) 

-t-log(  I -(inn.f’r1’ log  ( I +(jxxtlcc?f‘-'v,'j) 
woraus  durch  den  im  vor.  Art.  entwickelten  Satz  sich  ergiebt 


l=v — lln  -+-  // — arc  tg 


i sin  4(0— ftii 
1-ncoKiif  — Hai 


— arctg 


«„fVosf.u-u'D 
4 — xxnt'sinf'U  — u'n 


Die  obige  Gleichung  für  ^ w°‘  nebst  der  reciproken,  die  aus 
der  Verwandelung  von  y in  — p folgt,  giebt  aber 
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V 1 + #4+i«  cosi  1—6^ 

yr  sin  {ft  — u\, ' = sin  r — — w0) — & sin  v — 0O ■+■ «r0% 
; COS  ,<l — «•#  = COS  (» — fl0 — -+-#cos(r — 

Aus  diesen  beiden  Fonuelii  zieht  man: 


es  ist  daher 


, , ...  »»inii— 

tg(^-«'-H90  =-(+rcos 

fi  = „ — ft» — arctg  — 

f ^ » -Mcosic  — 6b; 

*qX#'  COS  I//  — U\, 


< arctg 


sin  fi—w„ 


H. 

Wenden  wir  nun  die  vorstehenden  Entwickelungen  auf  den  Mond 
an.  Hiebei  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  die  Bedeutung  der  Grossen 
i,  0,  a,  v , /,  b durch  die  Vergleichung  der  Gleichungen  (2  mit  den 
Gleichungen  (1)  ermittelt  werden  muss.  Diese  Vergleichung  zeigt, 
dass 

i=J" 

H=  — X"  — Ä" 
o=  — JV"+Ä" 
r=  W—  6» 

/=.« 

b = ,) 

ist.  Die  Grossen  i„  und  können  nun  nach  Belieben  bestimmt 
werden,  und  je  nachdem  man  sie  so  oder  anders  bestimmt,  geben 
die  vorstehenden  Heihenentwickelungen  verschiedenartige  Ausdrücke 
für  die  Reduction  der  Mondlange  in  seiner  Bahn  auf  den  Aequator. 
Die  zweckmassigste  Bestimmung  dieser  beiden  Grösseh  ist  aber  jedenfalls 
die,  wodurch  die  genannten  Reihenentwickelungen  die  Form  annehmen, 
welche  die  Anwendung  derselben  am  einfachsten  macht  und  wodurch 
zugleich  die  Trennung  der  beiden  veränderlichen  Grossen  Itewirkl  wird. 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 

Ö0=  — A" 

Durch  diese  Annahme  wird  a=H„,  und  die  Gleichungen  (4)  geben 
daher 
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P = o 

% — sin  J" — sin  i„ 

*n  = (sin  J"—  sin  i„)  sin  ( IV—  &+N” — A") 
li  = l-f-COS  (J"+  «„) 

II  = 0= — AT" — A" 

//— ö„  = —ih" 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich  ferner 


«'„=  0 
A = lg«o- 


sin  J"—  sin  i,,  — . , 

kcositi  — *o'*  ■ 


t ei  -T'+io! 


und  liiemil 


M-  =£^«in(W-#+*"-.A") 

Schreiben  wir  nun 

_ cos — cos  J"  1 
I COS-Jl„  n 

-•=  — « sin  V jcos  V— -|-fCos3  V+yt’cosS  V+  etc.  | 
ß=  — «2sin*Vj-j-  sin  2 V — i- 1 sin  i V+  ~ sin  G V+  etc.  | 
(.  = «3sin’  V | * cos3  V — * f cos 5 1'+  ~ ajoos 7 1+  elc.  | 
«4sinM  j | sin  i V — y #sinG  V-+-  y #*sin 8 V + elc.j 


oder  in  endlicher  Form 


A=  — « sin  V 


1 COS  2 V 


H= — «*sinJV-  ,-'S  sini' 

2H+t*+*tcos21'j* 

(]—-  a»gjn3F  (i+£*  COS3V+3>  l+f  ros  V 
3 , 1 + *-+£*  COSiFj* 

/)=  a4gin4  V 1 — H) sin < V+it  (I  — «») sin % V 
•»  i+it+Sfcossr« 


wo  V=  IV—  PJ-hN"—  K",  t = ig*f  i# 
so  erhallen  wir,  wenn  wir  überdiess 

. „ f sin  SV 

8 ^ t+Tcossr 

setzen,  vermöge  der  Entwickelungen  der  Artl.  5 und  6: 
■'‘fi  = VV  — (•) — II — 2 h "+Atj ■+■  Rtj*+Cti3+  Dtf-t-  elc. 

AMundl.  d.  K.  S.  ttrstlltrli.  d.  \Vimttn>rli.  XV. 
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In  diesem  Ausdrucke  sind  die  beiden  veränderlichen  Grossen  \on 
einander  abgesondert,  wenn  wir  für  die  bis  jetzt  nur  scheinbar  darin 
enthaltene  Grosse  « eine  (konstante  wählen.  Denn  »(  ist  blos  Func- 
tion von  welche  Grösse  blos  von  & abhängt,  wohingegen  It, 
A,  II,  etc.  blos  Functionen  der  Veränderlichen  V sind.  Die  Längen 
iV"  und  A ihrerseits  sind  blos  Functionen  von  fet.  Der  obige  Ausdruck 
t'ür  ,H  lässt  sich  daher  leicht  in  Tafeln  bringen,  wenn  man  die  Multi- 
plication von  A,  H,  C,  etc.  mit  den  Potenzen  von  ij  der  speciellen  An- 
wendung überlässt. 

9. 


Ks  ist  noch  die  Bestimmung  der  bis  jetzt  willkuhrlich  gelasse- 
nen Grosse  i„  vorzunehmen.  Man  sieht  leicht,  dass  im  Allgemeinen  die 
Reihe  A»;  -t-  etc.  möglichst  convergent  wird,  wenn  man  /„  so 

bestimmt,  dass  die  Differenz  cos«, — cos  J"  möglichst  kleine  positive 
und  negative  Werthe  annimmt.  Nun  sind  aber  + und  J'„ — J' 
die  Grenzwerthe  von  J",  und  die  eben  genannte  Bedingung  wird 
daher  erfüllt,  wenn  man  cos»,  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den 
Cosinus  dieser  Grenzwerthe  gleichselzt.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  den 
so  bestimmten  Werth  von  i0  vorzugsweise  mit  /'bezeichnen,  dass 
cos  1'  — cos  J'„  cos  J, 
oder  zur  sicherem  Berechnung 

sinj  /'=  , wo  lg  / = cotg ] J'„  tg  \J, 

Da  nun 

cos  </"=  cos  J'„  cos ./,  — sin  J'„  sin ./,  cos  & 


ist,  so  wird 

cos  i0  — cos  J"=  sin  J'„  sin ./,  cos  (•) 
Setzen  wir  <laher  in  die  Formeln  des  vor.  Art. 


f = tgHr, 


_ sin  /„  sin  Jf 
n — cos^r 


so  wird 

.'R  = IV — & — ih" — II -hA  cos  W-+- II  cos2  fet-t-/.’cos:i  ö-h7)cos4  ö+elc. 


10. 

Die  eben  gefundene  Reihe  convergirt  am  schwächsten,  wenn 
die  Mondknoten  in  der  Nähe  von  0"  und  1 80“  liegen,  allein  die  Con- 
vergenz  ist  in  diesen  Punkten  »loch  bedeutend . weil  « eine  kleine 
Grösse  ist  (in  Theilen  des  Radius«  as  0,0373...);  sie  convergirt  am 
stärksten,  wenn  die  Mondknoten  in  der  Nähe  von  90“  und  270“ 
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liegen;  für  0s 90"  und  0 = 270“  ist  die  Summe  der  Reihe  Null. 
Man  kann  aber  noch  andere  Reihen  angeben,  die  grade  in  den  Punkten 
am  stärksten  convergiren,  wo  die  Reihe  des  vor.  Art.  ihre  schwächste 
Konvergenz  hat.  Diese  Reihen,  die  man  auch  aus  jener  erhalten 
konnte,  leitet  man  am  einfachsten  dadurch  ab,  dass  man  /„  den  Grenz- 
werthen  von  J"  gleichsetzt.  Setzt  man  i„  gleich  dem  Maximum  von 
J",  nemlich 

in  — J"  + J, 

dann  wird 

* = lg2  { J +1,  , « = - CI1S'J  [ + J, 

,R  — VV — 0 — iK" — /?-+-.( sin2  j 0-i-ßsin1 } 0-t-G’sin"  j 0+etc. 
Diese  Reihe  convergirt  am  stärksten,  wenn  0 in  der  Nähe  von  0" 
liegt.  Setzt  man  hingegen 

so  wird 

F = tg2{i 

.fl  = W — 0 — iK" — K-t-A  cos3  j 0+ Ii  cos'  { 0-t-f.  cos1'  j 0-f-  et«-, 
welche  Reihe  am  stärksten  convergirt,  wenn  0 nahe  gleich  180°  ist. 


II. 

Der  Merkwürdigkeit  wegen  will  ich  noch  die  Annahme  in  =0 
untersuchen , aus  welcher  t = 0 folgt.  Setzt  man  hier  nun  « = i, 
so  geht  daraus  hervor,  dass 

,R  = VV — 0 — iK" + ,1  sin3  jJ"+  fl  sin1  J </  "-+-  etc. 
wo 

A = — i sin  Vcos  V 
Ii  = — 2 sin3  Vsin  2 V 
('.  = sin3  Vcos  3 V 
I)  = V sin1  Vsin  i V' 
etc. 

Hier  ist  R verschwunden  und  die  unendliche  Reihe  schreitet  nach 
den  positiven  und  graden  Potenzen  von  sin  J J"  fort  Sie  ist  aber 
weit  weniger  convergent,  wie  die  vorhergehenden  Reihen,  und  des- 
halb zur  Anwendung  weit  weniger  geeignet.  Ich  bemerke  übrigens, 
«lass  diese  Reihe  mit  der  folgenden  nahe  verwandt  ist: 

,R  = VV — 0 — iK" — tg3 } J"sin  2 V+{tg‘  "sin  4 V+  etc. 
die  unmittelbar  aus  einer  längst  bekannten  Reihe  entspringt. 

46* 
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12. 

lis  ist  noch  die  Entwickelung  der  einfachsten  Ausdrücke  für 
v und  A"  Übrig.  Im  ersten  Artikel  hatten  wir  aus  dem  Dreieck  ABC 
ilie  folgenden  Relationen  erhalten 

.sin  J"  sin  (AT—  K" — ft)  = — sin  f„  sin  6» 
sin  J cos  A — A — ft]  = cos  J'„  sin  J,  -+-  sin  J'„c.os  J,  cos  ft 
Dasselbe  Dreieck  giebt  auch  die  Gleichungen 
sin  J sin  (A  -t-  A ’)  = sin  •/,  sin  ft 
sin  J cos  A’  -hA"  = sin  «/Deos  -+•  cos  J’„  siü ./,  cos  ft 

fuhrt  inan  hier  (he  imaginären  Exponentialfunctionen  ein,  so  be- 
kommt man  leicht 

sin  J V lV”-  *'  = sin  J'„  cosJ|  J,  -+-  cos  f„  sin  J,  r',w—  sin  J'„  sin2  | J,  c1** 
= 2 (cos | /„cos I J,  — sin  i J'„  sin  1 J, c-?e j {sin  J S„ cos .]  J,  -f-  cos  > J'„  sin { J,  c**) 
sin«/  cff  A +A  = sin  J„cosJ,  ■+■  cos2} sin  J,  — sinJ-J  J^sin  J,c~ 

= 2 j cos  J f„cos{J,  — sin  J J„  sin .!  </,  r-- jsin  J Z.eos} ./,  -j-cosj«/|,sin} 
und  noch  zwei  ähnliche  Formeln,  die  sich  aus  den  vorstehenden  er- 
geben, wenn  man  darin  — p für  q schreibt.*)  Dividirt  man  die  zweite 
dieser  Relationen  durch  die  erste,  so  bekommt  man 

inK"  ™s|  }’,cos{J,  — sin 

cos \J'„  cosj  J,  — sin  \I„  sii 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  nachdem  man  in  letzterer  — q 
für  q geschrieben  hat,  so  ergiebt  sich 

sin  \J, ,co»j7,  + cosj  j;,  sin \J,  cf® 

sinj^cos  j;,  + cos  jVisin  j7,e— C® 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt , wenn  man  zur  reellen  Form 
zuriiekkehrt 

, Y"_  cotg  jj;i|j \J,  sin  H 

® I + C0l(j  \T„  tg{  J,  cos  ft 

, lüi  sin  H 

i -Ij; \J'„  lg  jy,  cos« 

*j  Man  bekommt  ausserdem  noch  die  Uleichiingen 
cos*fT*  {eos±/*cosf/,  - sin f/J,  sin  \J, c^fcos^, cos  J - sin ^sinf/,«?“?0} 
sin  =*  {sin  |4cosJi/,  + cosj/'  sin  j c?®) {sinHcos|7,  +cosJJl,si!i|J,c“^ 

welche,  in  Verbindung  mit  den  obigen,  merkwürdige  und  nützliche  Relationen  geben, 
die  ich  aber  hier  nicht  anwenden,  und  daher  auch  nicht  ablciten  werde.  Audi  die 
Gaussischeii  Relationen  *m  sphärischen  Dreiecke  können  aus  diesen  Gleichungen  auf 
einfache  Art  abgeleitet  werde». 
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Die  vorstehenden  Gleichungen  zwischen  den  imaginären  Grossen 
geben  (tberdiess 

2pA'"=  log  (1  -+■  cotg}  ■/,'lgl/,  ecft)  — log  ( I +-  cotg  .}  S„  lg  { J,  v~vhj 
i()K"=  log1  I — tg.J  J|,tg — log  I — lg} 

und  wenn  man  die  Logarithmen  in  unendliche  Reihen  entwickelt : 

X "=  cot } J'„  tg }./,  sin  62  — } cot2 } S„ tg2 } ./,  sin 2 61+ } cot 3 } J'„ tg :|J  J,  sin 3 <9+  etc. 
K"s=s  tg \J'„  tg}  J,  sin  «+}  tg2.}  J'„  tg2},/, sin 2 62-+}  lg2  \J'„  tg3 } J,  sin362-+etc. 


13. 

Unter  den  im  Vorhergehenden  für  .fl  entwickelten  Reihen  con- 
vergirt  die  im  Art.  9 abgeleitete  am  stärksten,  und  zwar  in  jedem 
Kalle  so  stark,  dass,  wenn  die  Goeflicienten  derselben  in  Tafeln  von 
zweckmässiger  Ausdehnung  gebracht  worden  sind,  ihre  Anwendung 
nie  unbequem  wird;  in  den  Fällen,  wo  cos  62  klein,  und  folglich 
ihre  Convergenz  am  grössten  ist,  wird  ihre  Anwendung  äusserst  ein- 
fach. Da  aber  grade  in  den  Fällen , wo  diese  Reihe  am  min- 
desten stark  convergirt,  die  Convergenz  der  im  Art.  10  entwickelten 
Reihen  am  grössten  ist,  so  kann  man  für  jeden  Fall  eine  stärkere 
Convergenz  und  folglich  eine  Abkürzung  der  Arbeit  herbeifuhren, 
wenn  man  den  ganzen  Umlauf  der  Mondknoten  in  drei  Theile  zer- 
legt, und  in  jedem  dieser  Theile  eine  andere  jener  drei  Reihen  an- 
wendet. Man  wird  demnach  diu  erste  Reihe  des  Art.  10  in  dem 
Theile  des  Knotenumlaufs  anwenden,  wo 

2 sin2 1 62  < cos  & 

ist.  d.  i.  von  62=300"  bis  62=60";  die  Reihe  des  Art.  9 in  dem 
Theile,  wo 

2 sin2 j 62>  cos  62>  — 2 cos2  £62 

ist.  d.  i.  von  62=60"  bis  62=120"  und  von  62=240"  bis  62=300"; 
endlich  die  zweite  Reihe  des  Art.  10  in  dem  Theile,  wo 
2 cos2  J 62  < — cos  62 

d.  i.  von  62  = 1 20"  bis  62=240",  womit  der  ganze  Umkreis  er- 
schöpft ist.  Es  versteht  sich  indess  von  selbst,  dass  man  diese 
Thcilungspu nkte  nicht  genau  einzuhalten  braucht,  da  alle  drei  Reihen 
für  den  ganzen  Umkreis  gelten  und  in  der  Nähe  der  Theilungspunkte 
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die  Couvergenz  der  einen  Reihe  nur  wenig  von  der  der  anderen 
verschieden  ist. 

Ich  werde  noch,  um  einen  Ueberblick  Uber  die  hiefUr  nöthigen 
Tafeln  zu  geben,  die  Nullpunkte  und  die  Maxima  der  entwickelten 
Grössen  anführen.  Die  Bögen  N"  und  K"  sind  Null  Dir  fct=0  und 
(9=180°  und  haben  zwischen  jedem  dieser  Nullpunklu  Ein  Maxi- 
mum. Setzt  man 

eotg  i Ji,  tg  J J,  = sin  y , lg  j J'„  tg  { J,  = sin  h 
so  ist  ij  das  Maximum  von  N"  und  h das  Maximum  von  K".  Die 
Grössen  H,  A,  B,  C,  I),  etc.  sind  Null  für  V—  0“,  1=90",  V=t80", 
V=270°;  /{,  .4  und  B haben  zwischen  jedem  dieser  Nullpunkte  Ein 
Maximum.  Sei 

f = sin  f 


so  ist  /'  das  Maximum  von  II.  Mit  Rücksicht  auf  die  eben  ange- 
führten Theilungspunkte  w ird  das  Maximum  von  A cos  & 


und  das  von  B cos2  (9 


tt 


o2sin‘  60" 
8 


wo  « so  verstanden  ist.  wie  in  Art.  9,  nemlich  ohne  den  Factor  2. 
C und  Ü haben  zwischen  jedem  Nullpunkt  zwei  Maxima.  Das  Maxi- 
mum Maximorum  von  C cos3 fei  ist  nahe 

_ n^sin*  ,«7p’; 

*4 

und  das  von  I) cos1  fe»  nahe 

_ b*  »in'V  (IV) 

64 

Nehmen  wir  nun  wie  in  Art.  3 


S„  — 23° 27'  54"80,  J,  = 5" 8'  48" 


an,  so  wird  das  Maximum 


von  A"=  1 2“  29'  32'' 
von  Ä"=  0°32'5"3 


Setzen  wir  zur  Unterscheidung 
f = lgJ|  . 

* = tgji  /; 


i sin  sin  J, 

sin  /„  sin  Jf 
cos*V  r 


co»äiiy;-y,i 
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und  unterscheiden  demgemüss  auch  II,  H und  IC,  dann  bekommen 
wir  zuerst 

log  e = 8,8 1 31 052,  log  « = 8,88 1 3033« 

log  f = 8,6546430,  log  u = 8,5720901 

log  e”=  8,4149190,  log  «"=  8,8650881 

Hieraus  folgt  das  Maximum 

von  II  = 3“  43'  42"6 
von  H = 2 35  15,7 
von  ll"=  I 29  22,8 

ferner  mit  Anwendung  der  vorstehenden  Werthe  von  a und  e'  die 
Maxirna 

von  .4  cos  (i  — 33'36"2 
von  II  cos i*6)  = 23,3 

von  C cos3 6t  = 0,32 

von  l)e os*W  = 0,005 

Man  sieht  also,  dass  das  vierte  Glied  stets  unmerklich  ist  und  die  An- 
Wendung  der  drei  ersten  Glieder  stets  ausreicht.  Wegen  der  vier  Null- 
punkte, die  die  Uoefficientcn  in  jedem  Umlauf  des  Mondes  haben, 
sind  sie  auch  in  dem  grössten  Theile  jedes  Monats  viel  kleiner  wie 
diese  Maxirna,  und  es  wird  in  jedem  Monat  nur  eine  kurze  Zeit 
eintreten,  wo  man  nicht  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  ausreicht. 
Ferner  wird  es , wegen  der  minder  grossen  Bewegung  der  Knoten 
im  Verhilltniss  zur  Bewegung  des  Mondes  selbst,  in  jedem  Knoten- 
umlauf Jahre  geben,  wo  das  dritte  Glied  ganz  unmerklich  wird,  und 
das  zweite  nur  selten  berücksichtigt  zu  werden  braucht,  also  von 
den  übrigen  Gliedern  fast  nur  A cos  6)  merklich  wird. 
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Der  am  28.  Mürz  1871  in  seinem  79.  Lebensjahre  verstorbene 
Verfasser  liefert  in  dieser  Schrift  die  bereits  in  seiner  früheren  Ab- 
handlung »Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  durch  eine 
beliebige  Anzahl  von  brechenden  sphärischen  Oberflächen»  (ab- 
gedruckt im  X.  Bande  der  Abhandl.  der  math.-pbys.  Ulasse  der  K.  S.  G. 
S.  G5 — 202}  in  Aussicht  gestellte  Fortsetzung  seiner  dioptrischen 
Untersuchungen,  welche,  sich  vornehmlich  auf  die  chromatische  und 
sphärische  Abweichung  eines  Linscnsystcms  bezieht.  Der  Druck 
der  Abhandlung  ist  noch  vor  seinem  Ende  von  dem  Verfasser  an- 
geordnet worden,  wenn  auch  mit  dem  Bedauern,  dass  er  weder  die 
beabsichtigte  Weiterführung  seiner  Untersuchungen  hinzufügen,  noch 
die  letzte  Hand  an  die  Redaction  des  vollendeten  Theils  legen  könne. 
Man  wird  in  dieser  Beziehung  namentlich  eine  einleitende  Uebersicht 
Uber  die  Tendenz  und  die  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  ver- 
missen, ein  Mangel,  den»  durch  die  nachstehende  Uebersicht  der 
Hauptcapitel  natürlich  nur  unvollkommen  begegnet  werden  konnte. 
Wir  bemerken  noch,  dass  man  geglaubt  hat,  sich  jeder  wesentlichen 
Redactionsänderung  an  dem  mit  halb  erblindeten  Augen  nieder- 
geschriebenen Manuscripte  enthalten  zu  sollen;  dass  man  aber  von 
Art.  79  an,  der  allein  in  der  Ueberschrilt  existirt,  aus  einem  dem 
Manuscripte  beiliegenden  Brouillon  einige  Paragraphen  über  den  Ein- 
fluss einer  Aenderung  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Vereinigungs- 
weile der  Strahlen  entlehnt  hat,  die  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
Material  zur  beabsichtigten  Fortsetzung  liefern  sollten.  Selbstverständ- 
lich hat  die  Verantwortlichkeit  für  die  getroffene  Auswahl  lediglich 
der  Unterzeichnete  zu  tragen,  welchem  der  Auftrag  zur  Ueberwachung 
der  Herausgabe  des  hinterlasseuen  Manuscripls  geworden  ist. 

Scheibner. 


Digitized  by  Google 


Inhaltsübersicht. 


§.  I.  Allgemeine  Entwickelungen Art.  I — 18 

§.  II.  Berechnung  eines  Linsensyslems  von  drei  Brechungen  . - 19 — 45 

§.  III.  Von  den  Linsensystemen  mit  vier  Brechungen  ....  - 46 — 78 

§.  IV.  Anhang  und  Nachtrag ' . . . . - 79 — 94 


Berichtigungen. 


S.  710  Zeile  1,  3,  4 von  oben  lies:  »ftft'/f"«  statt:  >HT«. 


S.  72t  - 3 von  oben  lies:  4- 


(m#— I)  (»i'4-2J 


S.  723  - 16  - - fehlt  im  Werlhe  von  a das  Endglied  4 -C. 

S.  — - 18  - - im  Wert  he  von  c lies:  » 4-  C'«  statt-  » 4-  O 

S.  — - 20  - - lies:  ••  C = 0 und  C'  = 0«. 
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§ 1.  Allgemeine  Entwickelungen. 


Denken  wir  uns  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Kugeloberfläehen, 
welche  Mittel  von  verschiedener  Brechbarkeit  von  einander  absondern, 
und  solche  Lage  haben,  dass  ihre  Mittelpunkte  alle  auf  Einer  graden 
Linie  liegen.  Diese  Linie,  welche  die  optische  Achse  des  Systems 
von  brechenden  Oberflächen  genannt  wird,  soll  zugleich  die  Ab- 
seissenachse  sein;  die,  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  ge- 
zählten, Abscissen  der  Durchschnitlspunkte  der  brechenden  Ober- 
flächen mit  der  Abseissenachse  mögen  //,  q . q",  etc.,  die  der  Mittel- 
punkte derselben  Oberflächen  p,  p,  p",  etc.  genannt  werden.  Die 
Brechungsverhältnisse  der  verschiedenen  Mittel,  von  dem  vor  der 
ersten  Kugeloberfläche  anfangend,  sollen  durch 


t * i i 

— I — >!  “1  — jTt  • GtC. 
n n n"  n 


ausgedrtlckt  werden. 


2. 


Betrachten  wir  die  durch  ein  derartiges  System  von  brechen- 
den Oberflächen  gehenden  Lichtstrahlen,  aber  ziehen  wir  nur  solche 
in  Betracht,  welche  clie  optische  Achse,  oder  die  Abseissenachse, 
schneiden,  da  leicht  einzusehen  ist,  dass  diejenigen  Lichtstrahlen, 
bei  denen  diess  nicht  der  Fall,  geringeren  Abweichungen  unter- 
worfen sind  als  jene.  Nehmen  wir  an,  dass  sich  im  ersten  Mittel, 
das  ist  vor  der  ersten  brechenden  Oberfläche,  ein  leuchtender  Punkt 
befinde,  dessen  Absoisse  £ und  dessen  Ordinate  sei,  und  be- 
trachten vorläufig  nur  Einen  der  Lichtstrahlen,  die  der  leuchtende 
Punkt  auf  die  erste  brechende  Oberfläche  sendet,  und  zwar  den- 
jenigen, welcher  letztere  in  dein- Punkte  schneidet,  dessen  Abscisse  a 

Abluuidl.  d.  K.  S.  U««llMk.  0 WU.FD.cb.  SV.  47 
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und  dessen  Ordinate  k ist.  Es  ist  klar,  dass  die  Lage  dieses  Licht- 
strahls hieniit  vollständig  gegeben  ist;  ja  dieselbe  ist  hiedurch  mehr 
als  hinreichend  und  nöthig  bestimmt , da  vermöge  der  gegebenen 
Beschaffenheit  der  brechenden  Oberfläche  a und  k von  einander  ab- 
hängig sind. 


3. 

Die  Gleichung  des  eben  definirlen  einfallenden  Lichtstrahls  kann 
auf  verschiedene  Weise  aufgestellt  werden.  Bezeichnen  wir  die  lau- 
fenden Coordinaten  irgend  einer  Linie  Überhaupt  mit  x und  y , so- 
wie die  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  die  Verlängerung  dieses 
Lichtstrahls  die  Abscissenlinie  schneidet,  mit  c,  so  ist  die  Gleichung 
desselben 


Nennen  wir  den  Winkel,  den  der  Lichtstrahl  mit  der  Abscissenachse 
■nacht  «,  st>  geht  diese  Gleichung  Uber  in 

;/— »/  = (i— *)  ig« 

indem 


ist.  Wir  wollen  uns  nicht  bei  allen  übrigen  Formen  aufhalten,  die 
dieser  Gleichung  gegeben  werden  könnten , sondern  nur  noch  Eine 
derselben  hervorhelten,  die  uns  nützlich  werden  wird.  Eliminiren 
wir  durch  Hülfe  der  letzten  Gleichung  y aus  der  vorstehenden,  so 
verschwindet  auch  ;,  und  die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls 
wird 

y=(c  — x)  tg« 

• 

Durch  diese  Gleichung  wird  der  allgemeinere  Full,  den  wir  zuerst 
eingeführt  halten,  nemlich  der,  dass  der  leuchtende  Punkt  ausser- 
halb der  optischen  Achse  liegt,  auf  den  speciellen  zurückgeführl, 
dass  er  in  der  optischen  Achse  selbst , und  zwar  in  dem  Punkte  r 
derselben  liegt.  Man  kann  beireifenden  Falles  durch  diesellte  Ana- 
hse von  dem  speciellen  Falle  zu  dem  allgemeineren  übergehen.  Es 
ist  auch  an  sich  klar,  dass  alle  leuchtenden  Punkte,  die  auf  der 
Linie  des  Lichtstrahls,  die  wir  betrachtet  haben,  vor  der  ersten 
brechenden  Oberfläche  liegen,  derselben  Brechung  unterworfen  siud. 


Digitized  by  Google 


3] 


Diuptrisciie  tlNTERSI'CHlNÜES. 


699 


i. 

Gehen  wir  zu  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
Lichtstrahl  Uber,  nennen  die  Abscisse,  unter  welcher  dieser  die  Ab- 
scissenachse  schneidet  c,  und  den  Winkel,  den  er  mit  der  Abscissen- 
achse  macht  u,  so  ist  dem  Vorhergehenden  analog  die  Gleichung 
desselben : 

!l  = [c  — x)  tg  a 


und  flir  « werden  wir  die  Gleichung 

bekommen,  wenn  und  t{  die  Abscisse  und  die  Ordinate  irgend 
eines  Punktes  der  Linie  bezeichnen,  die  der  gebrochene  Lichtstrahl 
beschreibt. 


5. 

Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Abhängig- 
keit zwischen  c und  c durch  bekannte  Grössen  auszudrucken,  und 
die  Gleichung,  welche  diese  Abhängigkeit  ausdrUckt,  so  weit  zu  ent- 
wickeln, dass  darin  das  erste  Glied  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus 
und  Bogen  enthalten  ist. 

Nennen  wir  den  Einfallswinkel  Ä und  den  Brechungswinkel  /<, 
so  giebt  die  Dioptrik,  in  Folge  der  im  Art.  \ eingefuhrten  Bezeich- 
nungen der  Brechungsverhaltnisse: 

«sin/.  = n sin  ft 

und  es  sind  zunächst  A und  />  durch  a und  a auszudnlcken.  Diess 
geschieht  am  einfachsten  durch  Zuziehung  des  Winkels,  den  der 
an  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  des  einfallenden  und  des 
gebrochenen  Lichtstrahls  mit  der  brechenden  Oberfläche  gezogene 
Halbmesser  der  letzteren  mit  der  Abseissenachse  macht.  Nennen 
wir  diesen  Winkel  Ö,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 


ist,  und  man  findet  leicht,  dass  0 der  äussere  Winkel  von  zwei 
Dreiecken  ist,  von  welchen  das  eine  die  inneren  gegenüberliegenden 
Winkel  /.  und  u hat,  während  in  dem  anderen  diese  Winkel  /<  und  « 
sind.  Hieraus  folgt  sogleich 

/.  = « — «,  ii  = 0 — ii 

J7* 
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6. 

Gleichwie  in  Art.  5 £'  und  r/  als  die  Coordinaten  irgend  eines 
beliebigen  Punktes  auf  der  Linie  des  gebrochenen  Strahls  definirt 
wurden,  können  auch  | und  »/  als  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  auf  der  Linie  des  einfallenden  Strahls  definirt,  uiid  der 
Durchschnittspunkl  dieser  beiden  Linien  als  derjenige  Punkt  be- 
trachtet werden,  welchem  sowohl  | und  ij,  als  auch  und  t(  an- 
geboren. Da  nun  die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  auch 
« und  k sind,  so  bekommen  wir  sogleich  die  drei,  einander  ana- 
logen Gleichungen: 

tga  = — — 

° c—a 

• • * 

tg  o = 

O p — ft 

durch  deren  Hülfe  sich  leicht  sin  (6 — «)  und  sin  (6 — u ) ausdrücken 
lassen. 

7. 


Wir  brauchen  uns  nur  mit  der  Entwickelung  des  ersten  der 
beiden  eben  genannten  Sinus  zu  beschäftigen . da  daraus  die  des 
anderen  durch  blosse  Substitution  von  c statt  c hervorgehen  wird. 
Die  Gleichungen  des  vorigen  Art.  geben  sofort 

sin  'II — « = k ( — — H ) cos  II cos « 

' \p— a c—a / 

und  aus  denselben  Gleichungen  erhall  man 


cos  0 = 


y (p— oj*  +A'J 


V t «-•/*  + ** 

oder  nach  den  hier  erforderlichen  Entwickelungen  : 


cos  0 cos  « = I — 


i(p— a)2  i(c— a)* 


Um  aus  diesen  Gleichungen  a fortzuschalTen  bemerke  ich,  dass  zu- 
folge der  Definitionen  des  Art.  I der  Halbmesser  der  ersten  brechen- 
den KtigelolRM'flilrhe  durch  p — ausgedrtlckl  wird,  und  wir  so- 


Digitized  by  Google 


5 


Dioptrische  Untersuchungen. 


701 


wohl  deshalb,  als  weil  der  Durchschnitlspunkt,  dessen  Coordinalen  n 
und  k sind,  auf  dieser  Kugeloberfläche  liegen,  die  Gleichung 
p — q)‘  = (p — «)*  -+-  k7 

erhalten.  Die  obige  Gleichung  fltr  cos  0 giebt  in  Folge  dessen 
a = q-t-  { p—q ) (1  — cos  0) 

und  wenn  die  Entwickelung  von  cos  0 substituirt  wird, 

. ** 

0=s9  + *!F^) 

wodurch  inan  leicht 


-L.  = J_  + _J1_ 

p-o  p—q  *(P— ®;*3 

I I ** 

c— a c-q  *(P— »)(«— «|S 

erhalt.  Setzt  man  nun,  um  die  Ausdrücke  zusammen  zu  ziehen, 
H ==  — n = _I 

P-q ’ ' c-q 

so  wird  die  obige  Gleichung  für  sin  0 — «) 

sin  (Ji—a)  = k(n  — n + R'j  — R ri  f) ( I — IPj  — ri 
oder  nach  der  Entwickelung: 

sin  (0 — a)  s=  k [H — 7r)  -+■  n[R — ri)7  * 

Setzt  man  ferner 


i 


so  ergiebt  sich  sogleich 

sin  (0 — u)  = k(R — ri)  -+■  ri  [R — ri)7~ 

und  aus  der  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung  des 
Brechungsgesetzes  folgt  ohne  Weiteres: 

n [R — ji)  — ri  [R — ri)  — \riri(R — nr')2 — nn  [R — jt)2(  j 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist,  da  ri  in  dieser  Gleichung  die  einzige 
Unbekannte  ist. 


8. 

Man  kann  dem  Coefticienten  von  k2  in  der  eben  erhaltenen 
Gleichung  verschiedene  Formen  geben , von  denen  ich  die  wich- 
tigsten hier  ableiten  will.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

L = riri  (R — ri )2 — nn[R — ri)7 (1) 

welches  die  erste  Form  von  L ist,  so  wird 

n [R — ri)  — » [R — ri)  = L -k- 


Digitized  by  Google 


702 


P.  A.  Hansen, 


[6 


und  wir  dürfen  uns,  ohne  den  Grad  der  Genauigkeit  zü  verletzen, 
zur  Verwandlung  der  Form  von  L der  Gleichung 
(a) fl  (Ä — ir)  — «'(/f — ri') 

bedienen.  Eliminirt  man  damit  ein  Mal  l\ — ri  und  ein  Mal  It — n 
aus  der  Gleichung  (1),  so  bekommt  man  die  beiden  weiteren  Formen: 

(2)  L = ^(nri — rin)  (/{ — ,t)5 

(3)  L — ^[nri — rin)  (H — »’)* 

Die  Gleichuug  (a)  kann  leicht  auf  die  beiden  folgenden  Formen  ge- 
bracht werden 


(*>; 


ri — n)  Ji — ri)  ri  (ri — ri) 

(» — h)  \Ji — .t')  = n (ri — ri) 


und  benutzt  man  diese,  um  sowohl  1( — n wie  1( — ri  aus  (1)  zu  eli- 
miniren , so  ergiebt  sich  : 


(*) L — („>_V  (»*'—»'*)  (»— *)s- 

Man  kann  endlich  auch  die  Gleichung  a;  in  die  beiden  Ausdrücke  ver- 
wandeln 


> , n — n . , i 

i in  — nn  — — --  )n  li — n — n n\ 
n ri — rin  = \ri  li — ri)—nri 


und  subslituirt  man  diese,  nebst  den  aus  den  Gleichungen  b;  folgenden 
Werthen  von  ri — n in  (4),  so  erhalt  man 


(5) L = ^^-\n(H-n)i-rinlR-n)i\ 

(6; L = ^7"’  \ri(ß-ri)'-nri(R-ri)'> 


Diese  beiden  Formen  von  L besitzen  die  Eigenschaft , dass  in  der 
ersten  kein  ri  und  in  der  zweiten  kein  n enthalten  ist.  Wir  be- 
merken noch,  dass  die  vorhin  erhaltene  Gleichung  für  ri  in  der  fol- 
genden Form  aufgestellt  werden  kann: 

(A) riri  = nn  -+-  in' — ri)  H -+■  L Kj 

welche  verlangt  wird,  wenn  sie  auf  mehrere  Brechungen  angewandt 
werden  soll,  und  in  welcher  man  jede  beliebige  der  eben  erhal- 
tenen sechs  Formen  von  L substituiren  darf. 


9. 

Die  nächste  Aufgabe  besteht  in  der  Ermittelung  des  Orts  des 
Bildes,  oder  der  Bilder,  die  nach  der  ersten  Brechung  von  dem 


Digitized  by  Google 


7] 


Dioptrischk  Untersuchungen. 


703 


Gegenstände  entstehen,  dessen  Coordinaten  £ und  it  sind,  und  wobei 
von  der  Definition  ausgegangen  werden  muss,  dass  das  Bild  eines  Gegen- 
standes immer  in  dem  Durchschnittspunkle  zweier  gebrochenen  Licht- 
strahlen entsteht. 

Nehmen  wir  vorliluüg  an , dass  it  = 0 und  demzufolge  £ = c 
werde,  so  giebt  die  Gleichung  :*A)  des  vor.  Art.  durch  den  Werth  von 
,-f,  welcher  aus  derselben  folgt,  schon  den  allgemeinen  Ort  der  Bil- 
der dieses  Gegenstandes  an.  Denn  da  der  angenommene  Gegenstand 
in  der  optischen  Achse  liegt,  und  der  von  demselben  ausgehende,  in 
der  optischen  Achse  liegende  Lichtstrahl  ungebrochen  durchgeht,  so 
wird  er  von  allen  übrigen  Lichtstrahlen  in  dem  durch  ii  bestimmten, 
auch  in  der  optischen  Achse  liegenden  Punkte  geschnitten,  und  giebt 
folglich  ein  Bild  des  Gegenstandes.  Da  aber  j r von  k mit  abhängt, 
und  k von  Null  bis  an  die  Grenze  des  den  Lichtstrahlen  zugänglich 
gelassenen  Theils  der  brechenden  Oberfläche  ausgedehnt  werden  kann, 
so  nimmt  ri  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  grosse  Anzahl  von 
Werthen  an,  deren  jeder  einem  Bilde  des  Gegenstandes  entspricht. 

Aber  auch  ausserhalb  der  optischen  Achse  liegen  Bilder  des  in 
der  optischen  Achse  befindlichen  Gegenstandes.  Denn  die  irgend  zwei 
Werthen  von  k,  die  beide  nicht  Null  sind,  entsprechenden  Lichtstrahlen 
schneiden  einander  ebenfalls,  und  zwar  ausserhalb  der  optischen  Achse. 
Der  ganze  Gomplcx  von  Bildern,  welche  von  dem  Einen  Gegenstände 
entstehen,  nimmt  also  einen  körperlichen  Raum  ein,  dessen  Aus- 
dehnung grosser  oder  kleiner  ist,  je  nachdem  das  Maximum  von  k 
grösser  oder  kleiner  ist.  Wenn  der  -dem  Lichte  zugänglich  gelassene 
Theil  der  brechenden  Oberfläche,  wie  gewöhnlich,  durch  einen  Kreis 
hegrenzt  wird,  durch  dessen  Mittelpunkt  man  sich  die  optische  Achse 
gehend  denkt,  dann  ist  der  körperliche  Raum,  in  welchem  alle  Bilder 
eines  in  der  optischen  Achse  liegenden  Gegenstandes  enthalten  sind, 
symmetrisch,  und  die  Projcction  desselben  auf  eine  durch  die  opti- 
sche Achse  gelegte,  senkrechte  Ebene  ist  auch  ein  Kreis.  Man  kann 
den  Durchmesser  rlieses  Kreises,  sowie  die  Länge  der  darauf  senk- 
recht stehenden  Achse  des  genannten  körperlichen  Raumes,  welche 
einen  Abschnitt  der  optischen  Achse  bildet,  bestimmen;  aber  es  würde 
mich  zu  weit  fuhren,  wenn  ich  mich  hier  darauf  cinlassen  wollte. 


Digitized  by  Google 


704 


1*.  A.  IIamskm. 


I* 


»0. 

Nehmen  wir  jetzt  an , dass  von  den  (’.oordinaten  £ und  tj  des 
Gegenstandes  keine  gleich  Null  sei,  und  suchen  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  den  Ort  der  Bilder,  welche  in  den  Durchschnittspunkten 
der  einander  unendlich  nahe  liegenden  Lichtstrahlen  entstehen.  All- 
gemeinen Grundsätzen  zufolge  erhallen  wir  die  Coordinaten  £’  und  tj 
dieser  Bilder,  wenn  wir  die  Gleichung  (A)  des  Art.  8 unter  der  Be- 
dingung, dass  sowohl  £ und  tj,  wie  £'  und  t(  Constanten  seien,  diffe- 
renteren. und  darauf  £'  und  tj  wechselsweise  zwischen  diesem  Diffe- 
rential und  der  Gleichung  seihst  eliminiren. 

Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

i _ 

c— { c—a 

indem  jede  Seite  dieser  Gleichung  nichts  Anderes  ist  als  ein  Aus- 
druck für  tgr<;  ferner  sind  identisch 

c— £ = (c—q)  — (S—q)  = - — { 

wenn  wir 


setzen,  und 

c—a  = {c—q)  — {a—q)  = y — II* 


zufolge  der  im  Art.  7 gegebenen  Entwickelung  von  (u — </).  Die 

Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  giebt  nach  einer 
kurzen  Entwickelung : 


und  ebenso  erhält  man 


nachdem 


gesetzt  worden  ist.  Zu  diesen  Gleichungen  kann  man  bemerken, 
dass  tj,  tj',  k im  Allgemeinen  Grössen  derselben  Ordnung  sind.  Die 
oben  angezogene  Gleichung  (A),  ncmlich 

nn  =nn  -+■  in' — n)  H-t-Lj 

geht  durch  Substitution  der  bez.  Ausdrücke  für  n und  rt  über  in 


{B  . . nX’=id-tr  n —n)R-t-ii  ^ — «y  (i  — * 
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Sieht  inan  in  dieser  Gleichung  k als  einzige  Veränderliche  an,  in- 
dem die  Zuziehung  der  Veränderung  von  .t,  n,  L nur  Glieder  höherer 
Ordnung  als  die,  welche  überhaupt  berücksichtigt  worden  sind,  her- 
vorbringen würde,  so  giebt  das  Differential  derselben 

0--.'£(l  + n « 7)  + » ^ ( 1 + -t ft 7)  + Lk 
woraus  sogleich 

+ (*-»')«  7)+^*’ (c) 

folgt.  Die  Gleichung  (B)  wird  hierauf,  nachdem  tf  durch  Hülfe  der 
vorstehenden  Gleichung  eliminirt  worden , 

riX  = nX+\tt — n)  H + nktj  (tt — ri)  ft k -4-7  Lk2  . . . . (D) 
womit  die  Aufgabe  gelost  ist,  da  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
die  Coordinaten  £'  und  ij  des  Hildes  geben.  Da  diese  Ausdrücke 
von  k abhängen,  so  erkennt  man,  dass  wieder  der  Gegenstand,  dessen 
Coordinaten  £ und  t/  sind,  eine  Reihe  von  Bildern  giebt. 


H. 


Gehen  wir  zu  dem  Falle  über,  in  welchem  das  Bild  des  Gegen- 
standes in  dein  Durchschnittspunkte  zweier  Lichtstrahlen  liegt,  welche 
die  brechende  Oberfläche  in  zwei  Punkten  schneiden , die  in  einer 
endlichen  Entfernung  von  einander  liegen.  Diese  Aufgabe  wird  da- 
durch gelüst,  «lass  wir  die  Gleichung  (B)  des  vor.  Art.  in  Bezug  auf 
zwei  solche  Punkte  aufstellen,  und  zwischen  den  zwei  so  entstehen- 
den Gleichungen  wechselsweise  1/  und  X eliminiren.  Nennen  wir 
die  Ordinate  des  Durchschnittspunktes  des  zweiten  Lichtstrahls  mit 
der  brechenden  Oberfläche  k'.  und  behalten  für  den  ersten  Lichtstrahl 
die  Bezeichnung  k dieser  Ordinate  bei,  so  sind  die  beiden  bezeich- 
neten  Gleichungen: 


aus  denen  man  durch  die  hez.  Eliminationen  ohne  Schwierigkeit 


V = ’fiSO  +7  (*-»’)«**')■ 


L k+li  hl:' 

n'i'  1 


n'X  = RÜ-f  n — n)ft+  ' nht  .7 — .?')  ft  <k+k')  -+-  - L k‘-i-kk’ -t-k‘‘  D') 


erhält,  welche  die  Coordinaten  der  verlangten  Bildor  geben.  Man 
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sieht  sogleich,  dass  diese  Gleichungen  in  die  GH.  (C)  und  !)'  des  vor. 
Art.  ttbergehen,  wenn  man  k = k macht;  sie  enthalten  also  auch 
den  dort  betrachteten  Fall,  und  geben  daher  überhaupt  die  (Koordi- 
naten aller  in  der  Ebene  der  xij  liegenden  Bilder. 

Einen  besonderen  Fall  wollen  wir  noch  betrachten,  welcher  zu 
einer  Uebersicht  Uber  die  Lage  der  Ucsamnitheit  aller  Bilder  führt. 
Nehmen  wir  an,  dass  der  zweite  Lichtstrahl  die  brechende  Ober- 
fläche in  demselben  Punkte  schneide,  in  welchem  diese  letztere  von 
der  Abscissenachse , die  als  identisch  mit  der  optischen  Achse  be- 
trachtet wird,  geschnitten  wird.  Es  folgt  hieraus  k = ü,  und  die 
Gleichungen  (C)  und  KO)  gehen  Uber  in: 

) • • • *1  = ’W J: 

(D“)  . . riX  = «A  + (» — w)  /(  + { «A»/  (n — n ) Hk  ■+■  Lk1 

.Man  sieht  aus  diesen  Gleichungen,  dass  jetzt  der  Ausdruck  filr  i(‘ 
unabhängig  von  k ist,  und  folglich  diese  (Koordinate  denselben  Werth 
behalt,  wie  auch  k beschaffen  sein  mag.  Es  folgt  hieraus,  dass  im 
gegenwärtigen  Falle  alle  Bilder  auf  einer  graden  Linie  liegen,  welche 
der  Abscissenachse  parallel  ist.  Man  kann  noch  weiter  gehen , und 
die  Gleichungen  (C")  und  (D")  auf  die  Gesammtheit  aller  möglichen 
Bilder  ausdehnen.  Man  kann  sie  vermittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung auf  die  Lichtstrahlen  anwenden,  die  mit  der  ursprünglich 
angenommenen  Abscissenachse  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  und  ge- 
langt dadurch  zur  Uebersicht  über  die  Gestalt  des  Baumes,  in  wel- 
chem sich  alle  Bilder  des  als  Punkt  gedachten  Gegenstandes  befinden. 
Die  hiezu  anzuwendenden  Betrachtungen  sind  so  einfache,  dass  es  ge- 
nügt. ihr  Resultat  anzugeben.  Vorausgesetzt , dass  die  dem  Lichte 
zugänglich  gelassenen  Theile  der  brechenden  Oberflächen  durch 
Kreise  beschrankt  sind,  deren  Mittelpunkte  in  der  optischen  Achse 
liegen,  so  ist  die  Gesammtheit  aller  von  dem  eben  genannten  Gegen- 
stände entstehenden  Bilder  in  einem  kleinen  körperlichen  Baume 
enthalten,  welcher  von  einer  Oberfläche  begrenzt  wird,  die  man  eine 
abgeplattete  eiförmige  nennen  kann.  Die  grosse.  Achse  dieser  Ober- 
fläche ist  der  optischen  Achse  (wenigstens  sehr  nahe  parallel;  die 
mittlere  Achse  liegt  in  der  Ebene,  die  durch  den  Gegenstand  und 
die  optische  Achse  geht , mit  anderen  Worten  in  der  jy-Ebene ; die 
kleine  Achse  • steht  senkrecht  auf  jenen  beiden.  Die  Oberfläche 
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wird  durch  die  xi/-Ebene  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile  zer- 
legt, lässt  aber  im  Allgemeinen  sonst  keine  symmetrische  Theilung 
zu;  ihre  Projection  auf  eine  zur  optischen  Achse  senkrechte  Ebene 
bildet  eine  eiförmige  Figur,  die  durch  ihre,  nach  der  optischen 
Achse  hingerichtete  grosse  Achse  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile 
getheilt  wird.  Wenn  der  Gegenstand  in  der  optischen  Achse  liegt, 
so  geht  die  jetzt  besprochene  Oberfläche  in  die  im  Art.  9 erhaltene 
Revolutionsoberfluche  Uber. 


12. 

Dehnen  wir  jetzt  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Formeln 
auf  eine  beliebige  Anzahl  \on  brechenden  Oberflächen  aus,  so  kommen 
\or  Allem'  die  auf  der  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen 
tlieser  Oberflächen  \on  einander  in  Betracht,  welche  zufolge  der  im 
Art.  I eingeftihrten  Bezeichnungen  durch  die  Unterschiede  <( — iy, 
<y" — (/',  i /’" — </",  etc.  ausgedrtlckt  werden.  Selzen  wir  zur  Abkürzung 
q'—q  — d,  q" — q = d' , q " — q"  = d",  etc. 

Gleichwie  oben  die  Abscisso  des  Durchschtiitlspunkts  des  einfal- 
lenden Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachse  r , und  die  des  ein  Mal 
gebrochenen  Strahls  c genannt  wurden , sollen  von  nun  an  diese 
Abscissen  für  den  zwei  Mal,  drei  Mal  u.  s.  w.  gebrochenen  Licht- 
strahl mite",  c'",  u.  s.  w.  bezeichnet  werden,  und  gleichwie  die  auf 
der  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen  der  beiden  ersten  dieser 
Durchschnittspunkte  von  der  ersten  Oberfläche  c — q und  c — q sind, 
werden  die  des  zweiten  und  dritten  von  der  zweiten  Oberfläche 
c — q und  c" — </',  die  des  dritten  und  vierten  von  der  dritten  Ober- 
fläche c" — q"  und  c'" — q",  u.s.w.  sein.  Hieraus  ergeben  sich  sofort 
die  Gleichungen 

c — q = c — q -+-  d 

c"  — q — c"  — q"  d' 
c" — q"  = c"  — q " -+■  d" 
etc. 

Führt  man  daher,  ausser  den  im  Vorhergehenden  schon  vorkommenden 
Bezeichnungen 

T _ J_‘  jj'  D _J_ 
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auch 


n-  = 


elc. 

ein,  so  bekommt  man  zunächst  die  Relationen 


7t,  — n 

= TT, 

7l' 

d 

n„  — ti” 

= 71  „ 

7t' 

d' 

7t, „ 7l" 

' = n,„ 

7t" 

d" 

etc. 

und  hieraus  die  folgenden,  auf  deren  rechten  Seilen  nur  je  Eine  der 
beiden  concurrirenden  Reciproken  der  Vereinigungsweiten  verkomm! : 


7t, 

n' 

« 

V*  d 

1 — n'd 

7t 

1 — n'd 

7t  „ 

n” 

Tt" 

-+• 

w"*d' 

1 —n’,ht 

n"' 

„ 

’r  _i_ 

1 — 7j"'d" 

71 

1 

etc.  etc. 


Es  folgen  aus  diesen  die  entgegengesetzten  Relationen : 


7t 

n, 

n,*d 

\+n,d 

< +rr,d 

7t” 

— *" 

_ ir|d' 

\ + 7j„d' 

/T" 

7t" 



n,*dw 

4 + 7i,„dM 

etc.  etc. 


13. 

Die  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  der  Lichtstrahl  die  erste 
Oberfläche  schneidet,  wurde  a,  und  dessen  Ordinate  k genannt;  für 
die  zweite  und  folgenden  Oberflächen  seien  dieselben  d und  k\  a 
und  k",  u.  s.w.  Diese  Werthe  sind  von  einander  abhängig,  und  man 
findet  leicht,  dass  ihre  Abhängigkeit  durch  die  Gleichungen 

£ c'-q' 

k c’—a 

k"  <f'— a" 

*'  c"-or 

etc. 

ausgedrilckl  wird.  Aber  im  Vorhergehenden  wurde  k als  kleine 
Grösse  erster  Ordnung  cingcführt,  und  aus  diesem  Grunde  sind  auch 
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k',  k".  etc.  kleine  Grössen  erster  Ordnung;  es  werden  daher  die 
Unterschieden — q,  a — q , a" — q",  etc.  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung. 
Da  nun  hier  nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  k,  k\  k'\  etc.  be- 
rücksichtigt werden,  so  dürfen  wir  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
q statt  a,  (/'statt  a,  q"  statt  a",  etc.  setzen,  und  dieselben  können 
daher  zu  Functionen  der  d , d',  d" , etc.  gemacht  werden.  Durch 
Hülfe  der  Gleichungen  des  vor.  Art.  verwandelt  man  sie  in 

k'  = (1  — ji  d)  k 
k"  = (\—n"d’)k' 
k’"=  (t  — n"'d")k" 
etc. 

oder  in 

k = (1  +n,d  ) k' 
k'  = (1  +it„d')  k" 

k"  = (1  +x,„d")k"' 
etc. 

Jedes  dieser  beiden  Systeme  kann  nach  Umstünden  angewandt  werden. 


Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  ein  Leichtes,  die  obigen 
Formeln  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Brechungen  auszudehnen. 
Setzen  wir  noch 

/{'  = -r— -i,  ft"—  , etc. 
p -*  f'  -v  ' 

und  bezeichnen  in  Bezug  auf  die  zweite  und  folgende  Brechungen 
mit  L , L",  etc.  den  CoefBcienlen , welcher  in  Bezug  auf  die  erste 
Brechung  L genannt  wurde,  so  entstehen  neben  der  Gleichung  (A) 
des  Art.  8 sogleich  die  folgenden  ; 

nit  = («'  — n)  It  + »»  + t j 


n"n"  = ( n " — n)  R -+-  n n, 
ri"n"  = (n — n"  ß + n"n„ 


die  man  fortselzen  kann  soweit  als  man  will.  In  Bezug  auf  die  Aus- 
drücke für  L,  /",  etc.  will  ich  der  Deutlichkeit  wegen  noch  be- 
merken. dass  sie  aus  denen  für  L des  Art.  8 entstehen,  wenn  man 
in  den  letzteren 
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»,  k,  ti, 

7T 

bezüglich  in 

»,  k',  7t,, 

7l" 

n",  n",  k",  it„, 

ri” 

u.  s.  w.  verwandelt, 

wie  sich  von  selbst 

versteht. 

1 5. 

Kliminircn  wir  aus  den  im  vor.  Art.  erhabenen  Gleichungen  die 
Grossen  rr, , ti„,  etc.  und  A',  k",  etc.  durch  die  in  den  Artt.  12  und  13 
dafür  erhaltenen  Gleichungen,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

n n = nn  ■+■  n — «;  /(  + L | 
m'V'  = n Ti  -+-  (»" — ri)R'  ■+■  n'ii'ji,  t/+  l — ritt)1  L j 
n'"ri“  = n'  7t'  -+-  (»'” — »"}  fl"-t-  n"n"nt,  il-i-  (I  — 7t'd)2  (1  — 7i"d')2  L’  j 
n"Vv  ss  n"V'-t-  (n" — n"  W'-f-  d" 

-4-(1  — — rt"d']*(  1 — 7t'"d")2  L’"y 

etc.  etc. 

welche  man  auch  so  weit  fortsetzen  kann,  als  man  will. 

Durch  blosse  Additionen  erhall  man  hieraus  eine  Reihe  von 
Gleichungen,  welche  in  ihren  Hauptgliedern  nur  vom  ersten  und  letzten 
n abhilngen,  nemlich 

k 2 

«V  = nn-t-  ri — n H-t-Lj 

n"n"  s=  nn  -t-  ( n — »)  fl  -+-  (»" — «')  A'-t -n'n'n.d  -H  j /.  -t-  (t  — ritt)2  L’ J-jj1 
ri"  7t"  = n)  /(-+-  — n')fl'  + (»'" — n”)  fl'-t-  n d n,d-t-n" ti" n..d 

+ |A+i<  — jrrf}*£-+-(<  — w'd)*(1  — ji"d')2  L'\-% 

n"n"  = nn  -+-  (n — «)  fl  -t-  («" — «'  Ä'- t-(n'" — fl  -t-  (»,v — h"’}  R‘" 

-t-  n n 7i,  </•+■  ii"n"n„  d'-t-  n"n'"n,„  d"+  }/,  + I — .Vr/  2 /,  + 
(1  — J»'4)*(|—  ,T"rf')*£,"+  (1 — j»'rf)*(l ~n",/')s  I—  7i'"dH)2L"\j 

etc.  etc. 

wo  wieder  das  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist. 

Die  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  a liegenden  jz", 
etc.,  welche  hier  in  den  Nebengliedern  Vorkommen,  lassen  sich  in 
den  Anwendungen  leicht  berücksichtigen,  wie  man  in  der  Folge 
sehen  wird. 
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16. 

Hin  Umstand,  welcher  in  den  Anwendungen  häufig  vorkonunl, 
besteht  darin,  dass  die  Entfernungen,  entweder  aller  brechenden 
Oberflächen,  oder  wenigstens  einer  Anzahl  derselben,  von  einander 
weit  kleiner  sind  als  die  Halbmesser  der  letzteren,  und  daher  in 
Bezug  auf  diese  Halbmesser  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  be- 
trachtet werden  können,  von  denen  es  ausreicht,  nur  die  ersten 
Potenzen  zu  berücksichtigen.  Die  Einführung  dieser  Bedingung  ver- 
einfacht die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  und  macht  sie  der 
Anwendung  leichter  zugänglich.  Man  kann  durch  die  Benutzung 
dieses  Umstandes  genäherte  Formeln  von  solcher  Genauigkeit  er- 
halten, dass  die  durch  dieselben  berechneten  Linsensysteme  entweder 
gar  keiner,  oder  doch  nur  sehr  geringer  Verbesserung  durch  die  An- 
wendung der  strengen,  trigonometrischen  Formeln  bedürfen,  welche 
den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen  Brechungen  durch- 
läuft, geben. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  alle  Entfernungen  der  brechenden 
Oberflächen  von  einander,  das  ist  alle  mit  d,  d',  d",  etc.  bezeiehneten 
Grössen  so  klein  seien,  dass  man  mit  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Potenzen  derselben  ausreicht,  so  bekommt  man  aus  den  Gleichungen 
lies  vor.  Art.  sogleich  die  folgenden: 

n'n  = nu  ■+■  (»' — n)  /<  -I-  L *’ 

»"*"  = nn  -+-  (»’ — «)  R -+-  («" — n)  R’ -briri^d  + J L-\-L — 2ti'd IJ\ y 
n 7t  " = nn  ■+■  ii'  — »)  R+(n" — w'}Ä'-4-  (»"’ — n")R" 2 d' 
• +J/.+L  +L  — dji'tl  fL+L,  — 2jt  d L j ~ 

n"a"  sst  njt-b  (»' — n)  R-t-  (n" — »')  R + (»'" — «")  W"-f-  («,v — »"')  R " 

-t-  n'n  ‘d+  n"n"2d'  -+-  n'”7t'"‘d" 

-+-  j L+L'+L  +L"  — ind  (L'+  L'-t-  £")  — in"d  (L'+  L"')  —2n"'d'T\ 
etc.  etc. 

die  man  ebenfalls  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will. 

17. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle,  in  welchem  nicht  alle  Ent- 
fernungen zwischen  den  brechenden  Oberflächen  so  klein  sind,  dass 
sie  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  betrachtet  werden  könnten, 
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sondern  wo  auch  solche  Entfernungen  vorhanden  sind,  die  als  end- 
liche Grössen  behandelt  werden  müssen.  Die  allgemeinen  Glei- 
chungen fUr  diesen  Fall  lassen  sich  leicht  aus  den  vorhergehenden 
zusammenstellen,  allein  es  ist  nicht  nothwendig  sic  aufzufuhren, 
sondern  hinreichend , einen  einfachen  speciellen  Fall  auszuwUhlen, 
und  die  demselben  zukommenden  Gleichungen  hinzuschrciben,  da 
man  von  diesen  leicht  auf  die  jedem  anderen  Falle  dieser  Gattung 
zukommenden  ubergehen  kann. 

Es  soll  daher  hier  angenommen  werden,  dass  sechs  brechende 
Oberflächen  vorhanden  seien,  und  zwischen  der  dritten  und  vierten 
derselben  sich  eine  so  grosse  Entfernung  belinde,  dass  sie  strenge 
berücksichtigt  werden  muss,  wahrend  die  Entfernungen  zwischen  den 
übrigen  brechenden  Oberflächen  so  klein  sein  mögen,  dass  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen  derselben  ausreicht.  Wir 
bekommen  nun  zunächst  die  beiden  nachstehenden  Gleichungen : 
n"V"  = n,T  -+-  («'  — n)  II  + V’ — «')  /f  -+-  {»"'  — n")  R" 

+ rin"d  -t-  »V,lf+  j L+L+  L — irr  d [L'-t-  t"  — *»VIT|  ~ 
»VV  = n'"n,„+  (»i,v—  »'")  11'"+  («'—»*)  II"  + »r)  R' 

+ H'n«dn+}t"+LK+E—inKdm[Ly+L')--'tnvdKIJ\ 
welche  durch  folgende  Relationen  mit  einander  zu  verbinden  sind. 
Aus  dem  Art.  13  erhalt  man 

fc1  = 1 +irtd  irr"d')k"‘l 

weshalb  das  mit  k!  multiplicirte  Glied  der  ersten  dieser  beiden  Glei- 
chungen sich  auch  schreiben  lasst : 

+ JL  + /.  + /.  + irxdL+irr  d + 

Ausserdem  entnehmen  wir  den  Artt.  12  und  13  die  strengen 
Gleichungen 

k"  = (I  +it,„ d")  k"\  n,„  = rx"  +■  rx"  rx „,d" 

Addirt  man  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen,  und  berücksichtigt 
die  vorstehenden  Relationen,  so  ergiebt  sich 

n'V — nrr  = [n  — n)R+(n"—n)  Ä + (»"' — »")  II" + 

R"  + V— «"}  R"  + «"—«')  II' 
riri'd  -4-  n"ji"7d'  + ri"n"ix,„d" + n"rr"‘d"  + ifn'^d" 
\\L+L+L'+2ndL+2n"d'(L+i:)\ (I  +rx,..d"f  + (»:'•■< 
+ j +\L"+  L" + L —in"d”' [L"  + V)  — i7xvd"U\  | * 
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welche  Gleichung  leicht  für  eine  grossere  oder  kleinere  Anzahl  von 
Brechungen,  zwischen  denen  endliche  Entfernungen  vorhanden  sind, 
eingerichtet  werden  kann. 


18. 

Es  waren  noch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen 
für  die  Oerter  der  Bilder  auf  eine  unbestimmte  Anzahl  von  brechen- 
den Oberflächen  auszudehnen,  allein  da  eine,  solche  Ausdehnung  auf  die- 
selbe Weise  vorgenommen  werden  müsste,  wie  die  eben  ausgeführte, 
so  meine  ich  davon  absehen  zu  können,  um  so  mehr,  da  sie  sich 
in  den  verschiedenen  speciellen  Fallen  weil  leichter  ausführen  lasst, 
als  in  dem  allgemein  aufgestellten  Falle.  VVir  werden,  ehe  wir 
diesen  Abschnitt  schliessen,  nur  noch  Etwas  über  die  Bedeutung 
einiger  der  im  Vorhergehenden  angewandten  Grössen  anführen. 

Die  im  Vorhergehenden  durch  — , — , — , etc.,  so  wie  die 
durch  — , -^77 , etc.  ausgedrückten,  auf  der  Abscisscnachse  lie- 
genden Linien  nennt  man  die  Vereinigung  sw  eiten  der  Licht- 
strahlen, und  zwar  die  in  der  zuerst  angeführten  Gruppe  enthaltenen, 
die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen,  und  die  in  der  zweiten 
Gruppe  enthaltenen,  die  Vereinigungsweiten  nach  den  Brechungen. 
Die  Tr,  7T, , ir„,  etc.  ri,  n",  n",  etc.  können  also  die  Reciproken  der 
"Vereinigungsweiten  genannt  werden.  Alle  hier  vorkommenden  Ver- 
einigungsweiten,  nebst  ihren  Reciproken,  werden  vom  Durchschnitts  - 
punkl  der  betreirenden  brechenden  überdache  mit  der  Abscisscnachse 
an  gezahlt,  und  sind  positiv,  wenn  sie  an  derjenigen  Seite  dieser 
überdache  liegen,  an  welcher  die  Abscisscn  überhaupt  wachsen. 
Ich  mache  auf  diesen  Umstand  besonders  aufmerksam,  da  er  in  der 
Anwendung  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  und  man  sonst  in  der 
Dioptrik  die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen  auf  der  anderen 
Seite  der  brechenden  überdachen  positiv  anzunehmen  pdegt. 

Die  mit  Ii,  R,  Ii",  etc.  bezeichneten  Grössen  können  die  Reci- 
proken der  Halbmesser  der  brechenden  überdachen  genannt  werden, 
und  sind  immer  positiv,  wenn  die  betreffende  überdache  ihre  con- 
vexe Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahle  zuwendet. 

Die  auf  der  Abscissenachse  gemessenen  'Entfernungen  der 
brechenden  überdachen  von  einander,  d , d',  d",  etc.  sind  unter  allen 
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Umstanden  positiv,  und  ein  negatives  d muss  filr  eine  unmögliche 
Grösse  gehalten  werden. 


§ 2.  Berechnung  eines  Linsensystems  von  drei 
Brechungen. 

19. 

In  den  Anwendungen  werden  gewöhnlich  die  Brechungen  der 
Lichtstrahlen  durch  Glaslinsen  bewirkt,  deren  Oberflächen  man  zu 
erhabenen  oder  vertieften  Kugelabschnitten  bearbeitet.  Abgesehen 
von  der  einfachen  linse,  welche  zwei  Brechungen  verursacht,  ist 
ein  Linsensystem  von  drei  Brechungen  das  einfachste,  welches  man 
sich  denken  kann.  Man  stellt  ein  solches  durch  zwei  Linsen  von 
verschiedenen  Glasailen  her,  die  verschiedene  Brechungsverhalt- 
nisse besitzen,  indem  man  den  inneren  Halbmessern  der  beiden  Linsen 
gleiche  Grösse  giebt,  und  sie,  ohne  eine  merkliche  Entfernung  zu 
gestatten,  an  einander  legt.  Die  erste  Brechung  geschieht  sodann 
von  der  Luft  in  die  Glasart  der  ersten  Linse,  die  zweite  von  der 
Glasart  der  ersten  Linse  in  die  der  zweiten  Linse,  und"  die  dritte 
Brechung  von  dieser  letzteren  wieder  in  die  Luft. 

20. 

Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge,  und  da  wir  annehmen, 
dass  die  beiden  Linsen  nicht  dicker  gemacht  werden,  als  ihre  Halt- 
barkeit erfordert,  folglich  in  Bezug  auf  die  Halbmesser  als  kleine 
Grössen  angesehen  werden  können,  ist  es  die  folgende  Gleichung 
n'"n"  = »ji  + fn' — «)  li  -+-  (»" — n)R -b(n" — »")  /{"-*-  riri*d  -f-  n"n"id' 
+ \L+L+L"—2n  d (L+L")  -2n  "dL"\  £ 
wo  nun  d und  i die  in  der  optischen  Achse  gemessenen  Dicken 
der  beiden  Linsen  bezeichnen,  welche  erfüllt  werden  muss.  Aber 
wegen  der  mit  der  Brechung  des  Lichts  immer  verbundenen  Zer- 
streuung, oder  der  Zerlegung  der  Lichtstrahlen  in  ihre  einzelnen  Be- 
standteile, die  sich  durch  verschiedene  Fitrbung  ausdrllcken.  reicht 
man  mit  dieser  Einen  Gleichung  nicht  aus,  sondern  muss  sie  auf 
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verschiedene  Punkte  des  hei  der  Brechung  des  Sonnenlichts  ent- 
stehenden Speelrunis  anwenden.  Es  genügt,  sie  auf  zwei  Puukte  des 
Sonnenspectrunis  anzuwenden,  von  welchen  der  eine  etwa  einer  be- 
stimmten im  rollten  Theile,  und  der  andere  einer  solchen  im  vio- 
letten Tlteile  des  Sonnenspectrunis  liegenden  Fraunhoferschen  Linie 
entspricht.  Denn  da  die  Zerstreuungen  der  verschiedenen  Bestand- 
teile des  Sonnenlichts  in  den  verschiedenen  Glasarten  einander  nahe 
proportional  sind,  so  werden  zugleich  mit  der  zu  bewirkenden  Ver- 
einigung der  beiden  eben  angedeuleten  Linien  des  Sonnenspectrunis 
auch  alle  übrigen  Linien  desselben  nahe  mit  einander  vereinigt  sein. 
Der  übrig  bleibende  Mangel  an  Vereinigung  verursacht  wie  bekannt 
das  sogenannte  secundüre  Spectrum,  und  denkende  praktische 
Optiker  wühlen  für  ihre  zusammengesetzten  Linsen  immer  solche  zwei 
Glasarten  aus , »in  Bezug  auf  welche  das  secunditre  Spectrum  mög- 
lichst klein  ist. 

Da  in  unserem  Linsensystem  die  Brechungen  von  Luft  aus- 
gehen, und  in  Luft  sich  endigen,  so  wird  n"  = n,  und  wir  können 
fllr  diese  Grössen  die  Eins  annehmen.  Substituiren  wir  ausserdem 
in  die  obige  Gleichung  die  Brechungsverhallnisse  für  die  rothen 
Lichtstrahlen,  bezeichnen  den  von  k unabhängigen  Theil  der  Glei- 
chung mit  P und  den  Goeflicienten  von  k~  mit  Q , so  ist  die  eine  zu 
erfüllende  Gleichung 

n"—7i  = P+Qk* 

Substituiren  wir  auch  die  Brechungsverhiiltnisse  der  violetten  Licht- 
strahlen in  dieselbe  Gleichung,  bezeichnen  hierauf  den  von  k unali- 
hUngigen  Theil  derselben  mit  /*',  und  den  Coeflicienten  von  k!  mit  Q', 
so  ist  auch  die  Gleichung 

n"—n  = P’+Qk* 

zu  erfüllen.  Durch  die  Erfüllung  dieser  beiden  Gleichungen  würden 
nur  der  rothe  und  der  violette  Lichtstrahl,  welche  beide  unter  der 
Ordinate  k die  erste  brechende  Oberfläche  schneiden,  mit  einander 
vereinigt  werden,  wahrend  es  erforderlich  ist,  dass  die  Vereinigung 
so  viel  als  möglich  Uber  die  ganze  Oberfläche  der  Linsen  bewirkt 
werde.  Wir  gelangen  dahin,  indem  wir  die  Vereinigung  der  Central- 
und  der  Randstrahlen,  jede  für  sich,  bewirken,  oder  mit  anderen 
Worten,  indem  wir  die  beiden  obigen  Gleichungen  unabhüngig  von 
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k erfüllen,  wodurch  jede  derselben  in  zwei  Gleichungen  zerfallt, 
also  im  Ganzen  die  folgenden  vier 

n" — n = P,  jt" — n = P' 
o = q,  o = 0' 

zu  erfüllen  sind.  Es  wird  hiedurch  bewirkt,  dass  die  Gleichung  für 
den  Unterschied  der  Reciproken  der  ersten  und  der  letzten  Ver- 
einigungsweile überhaupt  die  Form 

7t" — TT  — P+Rli'-t-  SkP-t-  etc. 

annimmt,  und  da  man  die  üeflhung  des  Linsensystems  immer  so 
wühlen  kann,  dass  die  mit  k \ etc.  multiplicirtcn  Glieder  unmerklich 
werden,  so  kann  inan  die  Vereinigung  der  rothen  und  der  violetten 
Lichtstrahlen  mit  einander  als  sich  itlier  die  ganze  Oberfläche  des 
Linsensystems  erstreckend  betrachten. 

Der  Erfüllung  aller  vier  obigen  Gleichungen  tritt  jedoch  in 
Bezug  auf  das  hier  in  Betrachtung  stehende  Linsensystem  ein  un- 
Ubersteigbares  Hinderniss  entgegen,  sofern  wir  nur  drei  unbestimmte 
Grossen,  nemlich  R,  ff,  R"  zu  unserer  Verfügung  halie.n.  Es  können 
demzufolge  nur  drei  Gleichungen  erfüllt  werden,  und  da  jedenfalls 
die  Gleichungen 

1t" 71  = P,  7t" 7t  — P 

erfüllt  werden  müssen,  so  können  wir  stall  der  Gleichungen  Q = 0 
und  (J  — 0 nur  eine  Combinalion  derselben  erfüllen,  wozu  sich  am 
besten  die  Summe  derselben 

0 + 0 = o 

eignet.  Es  kommt  diess  sehr  nahe  darauf  hinaus,  dass  wir 

0 = 0 

mit  Zugrundelegung  der  mittleren  Brcchungsverhilllnisse  der  beiden. 
Glasarten  erfüllen,  und  es  ist  damit  zugleich  unter  derselben  An- 
nahme agch 

(?'  = o 

erfüllt,  da  Q und  (/  unter  Zugrundelegung  der  nendichen  Brechungs- 
verhitltnisse  mit  einander  identisch  werden.  Auch  hat  die.  Erfah- 
rung gelehrt,  dass  man  unter  Zugrundelegung  dieser  Bestimmung 
sehr  gut  wirkende  Linsensysteme  zu  Wege  bringen  kann;  sie  soll 
daher  hier  angewandt  werden. 
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21. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  für  die  erste  Linse,  und  für 
eine  bestimmte  Linie  im  rothen  Theil  des  Sonnenspcctrums,  das 
Brechungsverhallniss  von  Luft  in  Glas  wie  N : 1 , und  für  die  zweite 
Linse  und  dieselbe  Linie  des  Sonnenspectrums  dasselbe  wie  A"' : 1 
sei;  ftlr  eine  bestimmte  Linie  im  violetten  Theil  des  Sonnenspectrums 
soll  das  Breckungsverhüttniss  in  der  ersten  Linse  durch  M : 1 , und 
in  der  zweiten  Linse  durch  M' : I ausgedrückt  werden.  Demzufolge 
werden  in  die  Gleichungen  zu  setzen  sein 
n = 1 

n'  = N,  oder  = M,  oder  = m 
n"  = N',  oder  = iW’,  oder  = m 
n"  = 1 

wo  m und  m die  mittleren  Brechungsverhaltnisse  bedeuten,  oder 

m = y (iV+M) 

m = y (N'+M'j 

sind.  Die  beiden  zuerst  zu  erfüllenden  Gleichungen  werden  nun 
n"—n=  (JV—  l}/i  + (JV'— N)R'— (iV'— 1)  R'+A 
— (M—  I ) R -t-  (Af — M)H' — (Hf— 4)  l{’+  R 
die  wir  zunächst  auf  die  folgende  Form  bringen: 
n"—n  = J + —\)J'  + A 

n'—n  = 2(3/— l)_/-t-2(J/'— 1).>'-t-ß 
indem  wir 

2./  = n—ir 

2./  = K—ir 

.1  = Snnd  /VW 
ß = Mn*d  -+-  AfVV 
setzen,  und  im  Laufe  der  Entwickelungen  ri  und  n"  in  /I  durch  die 
Brechungszahlen  N und  A",  in  II  hingegen  durch  3/  und  3/'  aus- 
drücken  werden. 

Aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede  der  Gleichungen  (a) 
bekommen  wir,  nachdem 

x = i (R+A),  X =. 

M-N  . V'-iV 

m— T ’ m'—i 
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gesetzt  worden  sind : 

( m — 1).-/+  (m — 1 ) J'  = y (n"‘ — n)  — y* 


z(m — t ) ./•+•  z [m — \)J‘ =2  — x' 

und  löst  inan  diese  in  der  Voraussetzung  auf,  dass  x und  x'  be- 
kannt sind,  so  ergiebl  sich 


,/  = 

d 


> * J_  _ » 

71  > )*'-*)  (m-lj  * * («'-»)  (m-r 


= — Y — *) 


(*'-«)  (tn'-l) 


i \3‘— Ml  (m'-l) 


(*'-*)  (m'-l) 


In  der  ersten  Anniiherung  muss  man  x und  x'  gleich  Null  setzen,  und 
in  der  zweiten  und  den  etwa  nülhigcn  folgenden  Annäherungen  x 
und  x'  durch  die  Werthe  von  /{,  ll\  lt"  berechnen,  welche  die  zu- 
nächst vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat. 


22. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Entwickelung  der  Gleichung  Q-t-(J'=  0, 
oder  vielmehr  der  identisch  werdenden  Gleichungen  Q = 0,  Q — 0, 
nachdem  darin  die  mittleren  Brechungsverhältnisse  substituirt  worden 
sind.  Die  einzige  Gleichung,  welche  wir  mit  zu  Grundelcgung  dieser 
Bedingung  im  gegenwärtigen  Falle  noch  zu  erfüllen  haben,  ist 
0 = L + L -t-  L"-Zn'd{L'+  LT)  -iML" 

Da  aber,  wenn  J und  </'  gleich  Null  gesetzt  werden,  diese  Gleichung 
sich  in  0 = L + L'+  L"  zusammenzieht,  so  kann  man  sie  in  die 
folgende  einfachere  umwandeln: 

(b) 0 = L + L + L + 2 7T  Ld  — 2 ?r  L d 

Zur  weiteren  Entwickelung  wollen  wir  für  L den  Ausdruck  (5),  für 
L'  den  Ausdruck  (1),  und  für  L"  den  Ausdruck  (6)  des  Art.  8 an- 
wenden, und  erhalten  somit,  im  gegenwärtigen  Falle  die  Werthe 

i = Sy- 1 

L'  = mV(/T — 7t")'1 — mn,(R' — n,)1 
denen  wir  die  durch  die  mittleren  Brechungsverhältnisse  ausge- 
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druckten  Relationen  zwischen  den  Vereinigungsweiten  hinzufugen 
wollen.  Diese  sind 


mri  — tt  -+-  (ra — 1)/i 
tritt"  = mtr.-h  (tri — m)  H ' 
ri"  = mn,, — (tri — 1 )/{" 
wozu  noch  die  Gleichungen 

tr,  = ti  + rild 

7T„  = tt"+tt"1tT 

kommen. 


(c) 


23. 

Fuhren  wir  die  Hiilfsgrössc  7tn  durch  die  Gleichung 
,t°  = mit,  — (m — 1 )H‘ 

ein,  dann  ist  auch,  zufolge  der  Relationen  (c)  des  vor.  Art. 
ti"  — tritt" — (m’—  1)/{' 

Aus  diesen  Gleichungen  bekommt  man  ohne  Muhe: 


TT,  = 

m— i 
m 

(«'-»*) 

* = 

*°+ 

m'  — 4 
m’ 

(IC-tt") 

und 

TI,  = 

(m- 

■4)(*'-n) 

Tt"  = 

ri'-t- 

(tri- 

- 4)  (//’—«") 

folglich 

/r  — 

7T,  = 

4 

m 

n - tt"  = ± (ä'-i 0 

Hiemit  verwandelt  man  den  im  vor.  Art.  aufgestellten  Ausdruck  ftir 
L leicht  in 

L = ”^r  j(Ä'— 

{(/r—zrV— *0*1 

und  es  hat  also  durch  diese  Substitutionen  L'  dieselbe  Form  bekom- 
men , welche  den  L und  L"  ursprünglich  gegeben  worden  ist;  nur  % 
besteht  L'  aus  z>vei  solchen  Functionen,  die  in  L und  L"  blos  Ein 
Mul  Vorkommen. 

Die  Summe  aller  L wird  jetzt 
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L + r + L"  - m~ 1 I {,t  ~ t):’~  ” * (/|,_'T)2  1 

L + L + l — mS  -j — (j|- — m»*(jr — «■)*! 

*_,]  (/r-«T-mV(/r-«v 

m’s  | — •(/<" — w")*  + l»V"{/r — tf") 

und  besieht  also  aus  zwei  einander  ähnlichen  Theilen. 


Erinnern  wir  uns  der  oben  cingefllhrten  Gleichungen 
/<  — /{  = 2 J,  R—H"—2J' 
und  setzen  ausserdem: 

l{'—n°=  g 

I)  = J+l  nH 
D'  = ’W 

dann  bekommen  wir  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  (c  des 
vorvor.  Art.  mit  denen  für  jt°  des  vor.  Art.  sehr  leicht 
n°  = 7i  -f-  2 (m — 1 ) I)  -+-  n1  d 
nn  ==  n” — 2(m' — I j 1/ — 7 r"‘d' 

| /{  — n = <j  -t-  2m  D 

(d)  . . , . * | — w'"  = g — 2 ml)' 

Durch  Anwendung  dieser  Werlhe  folgt 

. m-,  Ifs+amD)3—  witi  (j+2i»/>)2— I 

j-t- mTTif  + 2m  (m — I) Ug1+myt7t'1d  | 

|—  (ff—  2m'ir)3+mn"{g— 2mUj1-*-yt  1 

ra”  | — m7r"’y1+  2m  (tri — m'gW^d'j 
oder,  nach  der  Entwickelung: 

/ ^ I - _ ^ | +2)  lhi‘ + 2m  n!l  I 

+ + - ™ j+2m*  (2  />— Jt)  !)■  -4- 1 <fn‘  d [ 


, «•-,  JK+W - *»'(3 If+n")Dg  1 
»'  1-+-  2 m2 (21/ + n")  IP  -+-  ' n‘ ,-T2  d I 


T «'  |-+-  2 m2 (211+  n")  IP  + --,f  n "J d | 
in  welchen»  Ausdruck,  abgesehen  von  den  Factoren  ri  und  ti"  in 
den  mit  d und  d'  multiplicirlen  Gliedern,  g die  einzige  Unbekannte  ist. 


Subsliluirl  man  nun  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Glei- 
chung (b)  des  Art.  22,  um!  setzt  zur  Abkürzung: 
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c = 


m— I 
8rn 


m'—  i 


C = tt’  Ld  — tt”  L"d' 


— t«-HI  JJ  , (*!»’—  <)  («'+»)  f, 

b — (m— 1)  (3D—n)  D—(m—1)(3ß'  + n")D' 
c = 2m\m — I)(2£l — n)Dl-t-'itn'[m  — l)(2/J'  + /')fl,J+  C 
so  wird  die  Endgleichung 

0 = aif+  2by  -+-  c 

aus  welcher  die  Unhekannle  y zu  berechnen  ist.  Hai  inan  g ge- 
funden, so  werden,  zufolge  der  Gleichungen  (d)  des  vor.  Art. 
li  — y -f-  2ml)  -t-  n 
IV  = y — 2m  D'  -4-  n" 

worauf  sich 

IV  = /f  — 2J  — /<"+  2 J' 


ergiebl,  welche  zwei  Werl  he  mit  einander  Ubereinstimmen  müssen. 

In  der  ersten  Annäherung  setzt  man  nicht  nur,  wie  schon  im 
Art.  21  in  Bezug  auf  die  Berechnung  von  .-/  und  J'  gesagt  wurde, 
A = 0,  //  = 0,  sondern  auch  C — 0,  C = 0 und  D = d,  D'  = .4’ , 
worauf  y die  einzige  Unbekannte  ist,  welche  die  obige  quadratische 
Gleichung  enthitlt.  In  der  zweiten,  und  wenn.nöthig  werden  sollte, 
den  folgenden  Annäherungen  berechnet  man  A,  H,  C,  C,  D,  I)'  mit 
den  Werlhen  der  Reciproken  der  Halbmesser  /{,  IV,  11",  die  die 
zunüchst  vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat.  Meistens  wird 
man  nach  der  Ausführung  der  zweiten  Annäherung  schon  ein  aus- 
reichend genaues  Resultat  erhalten  haben. 

Da  die  Gleichung,  aus  welcher  der  Werth  von  y zu  ermitteln 
ist,  eine  quadratische  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Auflösung  der 
Aufgabe,  mit  den  derselben  zu  Grunde  gelegten  Daten,  entweder 
unmöglich  ist,  oder  dass  zwei  von  einander  verschiedene  Linsen- 
systeme  sie  lösen.  Bei  den  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhaltnissen, 
welche  die  Glasarten  besitzen,  die  gewöhnlich  in  der  praktischen 
Dioptrik  angewandt  zu  werden  pflegen,  ist  die  Aufgabe  lösbar,  und 
führt  somit  auf  zwei  verschiedene  Linsensysteme,  unter  denen  es 
am  zweekmässigslen  ist,  dasjenige  auszuwahlen,  dessen  Oberflächen 
die  geringsten  Krümmungen  darbielen. 
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26. 


Die  Ausdrücke  von  n und  ji",  welche  zur  Berechnung  der  von 
</  und  d'  abhängigen  Glieder  gebraucht  werden,  ergeben  sich  aus 
dem  Vorhergehenden  auf  einfache  Weise.  Rechnet  mau 

u — n + (N — 1)  II , u — 7t"  -+-  (iV — I)  II" 
tr  = Ti  + (M — 1 ) /f , w = 7t"  -4-  ( A/' — I ) /{" 

so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  A,  II,  C,  ü , D,  U die  folgenden  Aus- 
drücke annehmen : 


C=^(u+,rY<l+  5£ 

C — |(Ä— »)  — wir!  (fl~ *)*  («+«)<* 

+ |(/r—  mV"!(/r—  .t'")1  — ir';d' 

iy  = -h  ,{' 

' ~ »m'* 

womit  alle  Hülfsgrüsscn  entwickelt,  und  die  ersten  Potenzen  der 
Linsendicken  vollständig  berücksichtigt  sind. 


27. 

Es  soll  jetzt,  um  die  Genauigkeit  des  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Verfahrens  zu  zeigen,  ein  Objectiv  nach  demselben  be- 
rechnet werden,  wobei  wir  die  Brcchungs-  und  Zerstreuungsverhält- 
nisse  von  zwei  Fraunhoferschen  Glasarten  zu  Grunde  legen  werden. 
Die  gegeljenen  Stücke  seien  die  folgenden : 

JV  = 1.51870 
M = 1.53956 
A"  = 1.61800 
M = 1.660242 

7t  = 0 

n"  = I 

Die  Bedingung  n = 0 ist  die  des  Objectivs,  oder  der  Ausdruck  dafür, 
dass  die  einfallenden  Lichtstrahlen  von  einem  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstände  kommen,  wahrend  die  Bedingung  n"  — 1 Nichts  weiter 
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als  die  gewählte  Maasseinheil  ausdrtlckl,  die  nach  ausgeführter  Rech- 
nung in  jede  andere,  beliebige  Maasseinheil  verwandelt  werden  kann. 
Aus  den  vorstehenden  Daten  bekommt  man  zunächst 
M—N  = 0.020860 
M—N'  = 0.042242 
m = 1.52913 
m = 1.63942 
i = 0.0394232 
i = 0.0660939 
z — z = 0.0266707 

Die  erste  Annäherung  giebt  nun,  nachdem  A = ß = 0 gesetzt 
worden,  die  genäherten  Werthc 

J = + 2.34172 
J'  = — 1.15639 

und  allgemein 

a =*  (0.086786)/)  •+■  (0.151969,  D 
b = (0.200684)  lf‘  — (9.805583)  (3 0+1)0' 
c = (0.510066)  ßJ  -+-  (0.321223)  (20'+l)ß'2  + C 
wo  die  in  Klammern  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen  der 
Coeflicienten  sind.  Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  jetzt  C ==  0, 
so  wie  D — J und  11  — J\  so  ergiebt  sich  die  Kndgleichung 
0 = y-  + 2(0.751 630)  y + (1.492480) 

deren  Wurzeln 

ij  — — 6.52838,  und  y = — 4.76074 
sind.  Da  nun  ausserdem  hier 

2m. 7 = + 7.16158,  im./'  = — 3.79093 
ist,  so  bekommen  wir  für  die  beiden  Objective,  die  aus  diesem  Ver- 
fahren hervorgehen,  die  genäherten  Werthe 

l,ta*  Objecliv.  i1**  Objectiv. 

ß = + 0.63323,  ß = + 2.40085 

ß = — 4.05021,  ß' = — 2.28259 

ß' = — 1.73743,  ß"=  + 0.03019 

womit  die  erste  Annäherung  ausgeführt  ist. 

28. 

Um  zur  zweiten  Annäherung  Uberzugehen  müssen  zuerst  die  Dicken 
der  Linsen  festgesetzt  werden,  die  wir  wie  folgt  annehmen  wollen: 
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log  d = 7.72596,  log  d'  — 7.54987 
und  es  muss  jedes  der  beiden  eben  erhaltenen  Objectivc  für  sich  be- 
handelt werden.  Nehmen  wir  zuerst  das  erste  Objectiv  vor,  so 
erhalten  wir 

u = -h  0.3284, 
w = + 0.3*17, 

-j(m-w)  = + 0.3354,  j(u- 
und  hieraus  zunächst 

A = 0.0003897, 
li  = 0.0004*97, 

Es  wurden  hierauf  die  Verbesserungen 
[ — 0.000981 


■w 


u = — 0.0738 
w = — 0.1*71 
— 0.1105 


x = 0.000*197 
x = 0.0000300 


von  / — 
und  von 


•0.00213/ 


= + 0.00115 


-0.000*8] 

= — 0.00128 


^ = /+0‘ 

( — 0.001 76  J 

gefunden,  womit  sich  die  genaueren  YVerthe 

J S=  -I-  2.3*287,  J = — 1.1576)7 
ergaben.  Weiter  berechnet  man 

l)  — J + 0.00016,  D'  = J'  + 0.00001 

mithin 

D = + 2.3*303,  D'  = — 1.15766 
Es  werden  ferner , wenn  wir  wieder  die  YVerthe  der  einzelnen 
Glieder  ansetzen: 

_ t +0.00006) 

L = { o.ooooo|  = + 000006 

f +0.00007| 

L ~ { +0.001 87 ) = + °-00l9i 

und  die  Endgleichung 

0 = g1  + 2(0.751992)3  + (1.  *931 79) 
deren  einzig  hier  anzuwendende  YVurzel 
g = — 6.53*79 

ist.  Da  ferner  hier 

2 ml)  = + 7.16558,  2m'//  = — 3.79508 

sind,  so  erhalten  wir  schliesslich 

II  = + 0.63079 
H'  — — *.05500 
R = — 1.73971 
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die  von  den  Werihen  der  ersten  Annäherung  wesentlich  verschie- 
den sind. 


29. 


Unter  Anwendung  derselben  Linsendicken  wie  vorher,  ergeben 
sich  in  Bezug  auf  das  zweite  Object iv  in  der  zweiten  Annäherung 
weit  grössere  Abweichungen  der  Werthe  der  /?,  /f ' , II"  von  denen 
der  ersten  Annäherung,  wie  die  folgenden  Rechnungen  zu  erkennen 
geben.  Es  wurden  erhalten 

u = + 1.2453,  u = + 1.0187 

w = + 1.2954,  u- = + 1.0199 

l(«+tr)  = + 1.2704,  \{u  + w)  = + 1.0193 

A = 0.0077080,  i«  = 0.0078647 

II  = 0.0080214,  % = 0.0001 567 

(—0.01842) 

die  Verb,  von  J = \ ^ 01111  I = — 6-00731 

(+0.00909) 

die  Verb,  von  .</'  = j ()  | — — 0.00010 

Man  sieht,  dass  schon  diese  Verbesserungen  wesentlich  grösser  aus- 
gefallen sind,  als  die  des  ersten  Objeclivs,  und  ^Ähnliches  wird  man 
in  den  folgenden  Zahlenwerlhen  linden.  Es  e igelten  sich  ferner 
./  = + 2.33441,  J'  — — 1.15649 

l>  = J + 0.00184,  fl  = /t'  + 0.00069 

fl  = + 2.33625,  fl’  = — 1.15580  ' 


H 


C 

c 

0 = ij1 


= + 0.00091 


2m  fl  = 


+0.00064) 

+0.00027  j 
+0.01387 ) 

— 0.001 29  / = 

2 (0.750954)$ 
g = — 4.75278 

7.14487,  2m'fl'  = — 3.78898 


0.01258 
(1.491114) 


fl  = + 2.39209 


fl'  = — 2.27675 
«"=  + 0.03620 

Uieuiit  können  die  Berechnungen  im  Grunde  als  geschlossen  be- 
trachtet werden. 
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30. 

Fuhrt  man  die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Werthe  der  Halb- 
messer der  beiden  Objective  auf  die  Brennweite  des  von  mir  in  der 
Abhandlung : »Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.«*) 
untersuchten  Objeclivs  des  Künigsberger  Heliometers  hin , so  wird 
man  finden,  dass  das  erste  Objectiv  nahe  mit  diesem  Ubereinkommt, 
wahrend  das  zweite  davon  wesentlich  unterschieden  ist.  Aus  diesem 
Grunde , und  da  das  zweite  hier  berechnete  Objectiv  dem  ersten 
vorzuziehen  ist,  weil  es  kleinere  Krümmungen  der  Linsenoberflächen 
darbietet,  will  ich  jenes  hier  nicht  weiter  berücksichtigen , aber  für 
dieses  eine  dritte  Annäherung  durchfuhren,  um  zu  zeigen,  dass  die 
Resultate  der  letzteren  von  denen  der  zweiten  Annäherung  nur  sehr 
geringe  Verschiedenheiten  darbieten. 


31. 


In  der  dritten  Annäherung  in  Bezug  auf  das  obige  zweite  Ob- 
jectiv ergaben  sich  die  folgenden  Zahlenwerlhe : 

u = 1.2408,  u — + 1.0223 

«-  = -+-  1.2907,  tr  = + 1.0240 

i(u+ir)  = + 1.2658,  |(tf + »')  = + 1.0233 

A — 0. 0076863,  x = 0.0078421 

U = 0.0079978,  x'  = 0.0001558 

r—0.01836) 

die  Verbesserung  von  J = 01 1041  ~ — 0.00732 

r+0.00907) 

die  Verbesserung  von  J'  = j_oo09l4|  ~ — 0.00007 

I)  = .1  + 0 00182,  I)'  — J'  + 0.00069 

J s + 2.33440,  J'  = — 1.15646 

Ü = + 2.33622,  D'  — — 1.15577 


-0.00063) 

--0.00027  = + 0 00090 


_ | +0.01 366 1 
*'  ~ | — 0.00127/  ~ 

0 = g5  + 2(0.730970}  y 
y = — 4.75207 

imD  = + 7.14477,  2m  D'  = — 3.78889 


= + 0.01239 

(1.491 124} 


•)  Abgedruekt  S.  65 — *0*  dieses  Bandes. 
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H = -+-  2.3927» 

/{'  ==  — 2.27610 
11  = + 0.03682 

Die  Vergleichung  dieser  Resultate  mit  denen  der  zweiten  Annäherung 
zeigt  nur  geringe  Unterschiede. 


32. 

Es  soll  nun,  um  die  Abweichungen  von  der  strengen  Ver- 
einigung der  von  einem  Punkt  ausgehenden  Lichtstrahlen , die  das 
zweite  Objectiv  darbietet,  kennen  zu  lernen,  der  Gang  verschiedener 
Lichtstrahlen  durch  dasselbe  vermittelst  strenger  Formeln  berechnet, 
und  dazu  die  Verfahrungsarten,  die  ich  in  der  Abhandlung:  »Unter- 
suchung des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.«  entwickelt  habe,  an- 
gewandt werden.  Da  man  im  gegenwärtigen  Falle  von  der  Berech- 
nung der  Hauptpunkte  absehen  kann,  so  werde  ich  mich  in  Bezug 
auf  die  Centralstrahlen  des  Gaussisehen  Verfahrens  in  der  Gestalt 
bedienen,  welche  ich  demselben  in  den  Artl.  37  u.  f.  der  ange- 
zogenen Abhandlung  gegeben  habe. 

In  Bezug  auf  die  Lichtstrahlen,  die  in  solcher  Entfernung  von 
der  optischen  Achse  des  Linsensystems  einfallen,  dass  man  nicht 
die  Sinus  ihren  Bögen  gleich  setzen  darf,  und  die  ich  überhaupt 
Randstrahlen  nennen  werde,  habe  ich  in  der  angezogenen  Abhand- 
lung zwei  allgemeine  Verfahrungsarten  vollständig  entwickelt,  die  für 
jede  beliebige  Lage  des  einfallenden  Lichtstrahls  gelten,  und  nicht 
voraussetzen,  dass  dieser  letztere  mit  der  optischen  Achse  in  einer 
und  derselben  Ebene  liege. 

Die  Grundidee  der  ersten  dieser  beiden  Verfahrungsarten  gehört 
Gauss,  welcher  sie  in  seinen  »Dioptrischen  Untersuchungen«  nieder- 
gelegt hat.  Das  zweite  a.  a.  0.  gegebene  Verfahren  ist  mir  dage- 
gen völlig  eigentümlich,  und  so  viel  mir  bekannt,  ist  kein  Vorbild 
davon  vorhanden.  Dieses  zweite  Verfahren  ist  auch  in  der  Anwen- 
dung dem  ersten  wesentlich  vorzuziehen,  und  ich  habe  mich  des- 
selben immer  ausschliesslich  bedient.  Aus  jeder  dieser  lieiden  all- 
gemeinen Verfahrungsarten  folgt  das  sehr  einfache  specielle  Ver- 
fahren, welches  sich  auf  die  Falle  erstreckt,  in  denen  der  einfallende 
Lichtstrahl  mit  der  optischen  Achse  des  Linsensystems  in  Einer  Ebene 
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liegt.  Letzteres  Verfahren  ist  sehr  bequem,  und  ich  muss  es  auch 
für  neu  halten , da  ich  es  vorher  hei  keinem  Schriftsteller  ge- 
funden habe. 

33. 

Ehe  ich  zur  Anwendung  meines  strengen  Verfahrens  auf  das 
oben  berechnete  zweite  Objectiv  Übergehe,  muss  ich  einen  Umstand 
erörtern,  der  dabei  eintreten  kann.  Wenn  der  Halbmesser  der  letzten 
brechenden  Oberfläche  des  Linsensystems,  auf  welches  man  dieses 
Verfahren  anwenden  will,  sehr  gross  ist,  so  wird  der  Bogen  oder 
Winkel  0m~ * sehr  klein,  und  die  Gleichung 

fcra-,  = — qm~')  sin  <im~' 

(Arll.  24  ii.  31  der  früheren  Abh.)  giebt  ftlr  k'" ~ * keinen  hinreichend 
genauen  Werth,  weil  sin  0m_t  ftlr  diese  Bestimmung  nicht  hinrei- 
chend genau  erhalten  werden  kann,  wenngleich  der  dafür  sich  er- 
gebende Werth  ftlr  andere  Bestimmungen  ausreichend  genau  ist,  und 
namentlich  am~'  mit  weit  mehr  als  hinreichender  Genauigkeit  da- 
durch erhalten  wird. 

Man  muss  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  von  km~*  von  der 
vorletzten  Brechung  ausgehen,  durch  welche,  man,  vermittelst  der 
Gleichungen,  die  überhaupt  die  Identität  zwischen  irgend  einem  ge- 
brochenen Lichtstrahl  und  dem  zunächst  einfallenden  bedingen,  die 
Bestimmung  von  km~'  auch  leicht  ableiten  kann.  Diese  Gleichungen 
sind  im  Art.  21  der  früheren  Abh.  unter  verschiedenen  Formen 
aufgestellt  worden;  wühlen  wir  die  erste  Form  und  wenden  dieselbe 
auf  den  vorletzten  gebrochenen  Lichtstrahl  an,  so  werden  sie : 

0 = cosxpm~'  — r-scosvw_*  + (am-'-u''-i)  lg«— ‘cos/»"“ 1 
O^r-^sinif.™-'  — /tm— * sin  * -t-  (am~>  — am~t)  tg«"'-'  sin/f*"'' 
woraus  man  leicht 

* 

km~'  sin  {yn~'  = km~isin  (y"-*  _ pm~') 

(•)....  ’ cos(Vm~' = fem-4cos(Vn,-1-/^m-,) 

+ lg 

erhalt.  Hiemit  sind  km~l  und  ym~>  gegelien,  nachdem  km~t  und 
tpm_*  ermittelt  worden  sind.  Aus  der  oft  angez.  Abh.  findet  man 
aber  leicht,  dass  wenn  man 
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lg  <J)  = tg  fim~*  COS  wm_ ' 
sin  if  = sin  /«"— * sin  w”— 1 

setzt,  man 

sin«"-*  sin  ly”'-*  — ßm~')  = sinr 
sin  «"— * cos  fv>"— * — /?"—')  = cos(/!sin(«m-i  — 0) 
erhalt.  Hat  man  hieraus  tg(t p°— * — /?"—')  und  sin  fl*— * berechnet, 
so  ergehen  sich 

r~*  = sin«"-1 

a0-*  = + 2 (p— *_,»-*)  Sjn*  |öm_* 

Zur  Berechnung  von  a'"- 1 aus  der  der  vorstehenden  ähnlichen 
Gleichung 

1 = -+-  2 (/•-''— /•-«)  sin*!«"-1 («) 

dient  die  im  gegenwärtigen  Falle  mehr  als  hinreichend  genäherte 
Gleichung 

«”— 1 = II  — (/•) 

worauf  die  Gleichungen  (a)  km~ ' und  i/im— 1 mit  Genauigkeit  geben. 
Bei  der  Anwendung  tlieses  Verfahrens  werden  die  Gleichungen  für 

sin«0— 'sinty'’— ' — ßm~*)  und  sin  «°— 1 cos 
(Art.  2i  der  früheren  Abh.),  die  im  gegenwärtigen  Falle  keine  aus- 
reichend genauen  Werlhe  für  «m-t  und  geben  können,  gänz- 

lich überflüssig,  und  brauchen  nicht  berechnet  zu  werden.  Es  sind 
also  im  gegenwärtigen  Falle  von  den  Gleichungen  der  Schlussrech- 
nung nur  die  vier  zu  berechnen,  welche  die  Werthe  von  //,  >(,  ßm 
und  sina’"  geben. 

ln  den  Fallen,  in  denen  die  Lichtstrahlen  mit  der  optischen 
Achse  in  Einer  Ebene  liegen,  kürzen  sich  die  vorstehenden  Formeln 
wesentlich  ab.  Da  jetzt  die  Winkel  «°— * und  «m~ ’ ohnehin,  und 
zwar  mit  einer  für  ihre  übrigen  Verwendungen  hinreichenden  Ge- 
nauigkeit, erhalten  werden,  so  fallen  die  vorstehenden  Gleichungen 
(6),  (c)  und  (/)  weg,  und  man  kann  ohne  Weiteres  k"— *,  am-iund 
a"— 1 aus  den  Gleichungen  (d)  und  (e)  berechnen.  Die  GH.  (a)  ziehen 


sich  im  gegenwärtigen  Falle  in  die  einzige 

km~'  = km~i+  (a"— *— a°— *)  tg«”— 1 (9) 

A bhandl.  <1.  K.  8.  (JaseUsch.  d.  Wissecsch.  XV  , 49 
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zusammen,  in  welcher  alle  Grossen  rechter  Hand  bekannt  sind,  und 
welche  km~ 1 mit  aller  erforderlichen  Genauigkeit  giebt. 

34. 

Bei  der  strengen  Berechnung  des  Weges  verschiedener  Licht- 
strahlen, die  das  oben  berechnete  zweite  Objectiv  durchlaufen,  werde 
ich  zwei  Hauptgattungen  von  Lichtstrahlen  vornehmen:  nemlich  zuerst 
solche,  die  parallel  mit  der  optischen  Achse  einfallen,  und  darauf 
solche,  die  mit  der  optischen  Achse  einen  Winkel  von  16'  machen. 
Da  bei  grossen  Fernrohren  und  starken  VergrOsserungen  das  Gesichts- 
feld immer  wesentlich  kleiner  gemacht  werden  muss  als  der  Sonnen- 
durchmesser,  und  16'  dem  halben  Sonnendurchmesser  entsprechen, 
so  ist  diese  Annahme  mehr  als  hinreichend,  und  die  Abweichungen, 
die  aus  dieser  Annahme  folgen,  werden  grösser  sein,  als  diejenigen, 
welche  das  Objectiv  bei  seiner  Anwendung  zu  erkennen  giebt. 

Ich  werde  ferner  bei  jeder  der  beiden  oben  genannten  Gattungen 
von  Hauptstrahlen  einen  rothen  und  einen  violetten  Ccntralstrahl  und 
Randstrahl  in  Rechnung  ziehen.  Es  ist  bereits  erwähnt,  dass,  wenn  die 
rothen  und  die  violetten  Strahlen  des  Sonnenspectrums  mit  einander 
zur  Vereinigung  gebracht  worden  sind,  auch  alle  Übrigen  Strahlen  sich 
nahe  mit  einander  vereinigen,  und  der  übrig  bleibende  Mangel  an  Ver- 
einigung dieser  letzteren  das  sogenannte  secundäre  Spectrum  her\or- 
ruft,  welches  nur  dann  vermieden  werden  kann,  wenn  es  gelingt 
zwei  Glasarten  aufzufinden,  deren  Zerstreuungen  in  allen  Punkten  des 
Sonnenspectrums  einander  proportional  sind. 


35. 

Da  den  hier  angewandten  Bezeichnungen  zufolge 


und  die  Linsendicken 

ä = q’  — q,  d'  = q"—  q 

sind,  so  geben  die  Resultate  des  Art.  31  und  die  Linsendicken,  die 
bei  ihrer  Berechnung  angewandt  worden  sind : 

p — q = -+•  0.417938,  q'  —q  = 0.005321 

p — q = — 0.439348,  q"—q'=  0.003547 

p—  q"=  -4-  27.1591 

Hieraus  erhalten  wir,  wenn  q = 0 gesetzt  wird, 
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/)=-+-  0.417938 
p = — 0.434027,  q = 0.005321 

p"  = ■+■  27.1680,  q"  = 0.008868 

Es  werden  ferner  dem  Art.  31  der  früheren  Abhandlung  entsprechend 
logA  = 9.978303«,  log  Zf  = 0.287613 

log  A = 8.208893«,  log  B'  = 0.007025 

gefunden,  wahrend  aus  den  oben  benutzten  numerischen  Wertheu 
der  Brechungsverhaltnisse  sich  ergeben: 

für  die  rothen  Strahlen  für  die  violetten.  Strahlen 
log«  =0  log«  = 0 

log«  = 0.181472,  log«  = 0.187397 

log n" sss  0.208979,  log»"  = 0.220171 

log»'"=  0 log«'"—  0 

Endlich  werde  ich  für  die  Kandstrahlen 

k = 0.03 

setzen,  welche  Annahme  sehr  nahe  der  halben  OelTnung  entspricht, 
die  man  grossen  Objectiven  zu  geben  pflegt. 


36. 

1.  Die  parallel  mit  der  Achse  einfallenden  rothen 
Centralstrahlen. 


In  ßezeichungen  des  Art.  37  u.  f.  der  oft  genannten  Abhand- 
lung fanden  sich : 

log«  = 0.093804 

log«’  = 9.354140«,  logt’  — 7.544448» 
log«"  = 8.357072«,  log/"=  7.340891  » 
log  A = 0.093804 
logA'  = 9.998108 
log  A"  = 0.006919 
log  A"  — 9.997135 
logA‘v  = 9.997148 

*)  und  hieraus  die  Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  letzten 
brechenden  Oberfläche,  oder 

— q"  — 0.999970 


’)  Die  Berechnung  der  a.  a.  O.  mit  B' , Bf' , etc.  bezciohneten  Griissen  ist 
hier  nicht  erforderlich. 


49* 
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2.  Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  violetten 
Centralstrahlen. 

log«  = 0.1 10928 

logu'  = 9.438843«,  logt'  = 7.338363« 
log«"=  8.383787»,  logt"  = 7.329699« 
log  A = 0.110928 
log  A — 9.998038 
logA"  = 0.007333 
logA"  = 9.997109 
logA'v  = 9.997123 

und  hieraus 

f—  q"  = 0.999970 

n"=  o 


3.  Die  unter  einem  Winkel  von  16'  mit  der  Achse  ein 
fallenden  rothen  Centralstrahlen. 

S'"  wie  oben 

»/"  = — 0.0046849 


4.  Die  unter  einem  Winkel  von  16'  mit  der  Achse  ein- 
fallenden violetten  Centralstrahlen. 

£"'  wie  oben 

»/"  = — 0.0046831 


5.  Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  rothen 
Itandstrahlen. 

Für  diese  nach  dem  Verfahren  des  Art.  31  der  früheren  Ab- 
handlung, und  mit  Benutzung  der  hier  nothwendigen  im  obigen 
Art.  33  erklärten  Abänderung,  zu  berechnenden  Lichtstrahlen  sind  die 
numerischen  Werthe  der  constanten  Grossen  schon  im  vor.  Art.  ge- 
geben. Hinzuzufugen  ist  nur,  dass  im  gegenwärtigen  Falle 
« = 0,  k = 0.03 

sind,  woraus 


Ö = + 4“  6'  38"63 


folgt.  Hiemit  bekommt  man : 
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u = + I°24'25"95,  H'  = — 3*  3 4'  I8"08 

«"  = -+-  I 4 49.47,  b"=  -+-  0 3 46.58 
«'"=  -+-  I 42  33. 1 6 
d = 0.004301,  o"  = 0.008884 

log  k'  = 8.475973,  logt"  = 8.474717 

und  die  Gleichung  des  auslahrenden  Lichtstrahls  wird 

y = (0.008884 — x)tgn"'+  0.0298344 
wo 

log  tg  = 8.474802 

• ist. 


6.  Die  mit  der  Achse  parallel  ein  fallen  den  violetten 
Handslrahlen. 


Hier  sind  wieder 

« = 0,  k = 0.03 
II  = -f-4°6'58"63 

und  es  folgen  hieraus: 

u = + l°26'  38”! 9,  0'  — — 3"54'17"10 
o"=  -f-  I 3 14.93,  ö"=  H-  0 3 46.55 

u'~  -+-  I 42  31.94 
d = 0.004301,  a = 0.008884 

log  k'  = 8.475943,  logA"  = 8.474717 
und  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  wird 


wo 


y = (0.008884— i)tg«"'+.  0.0298344 
logtga"'  = 8.474681 


37. 

Wenn  wir  zu  den  gegen  die  'Achse  geneigten  Kandstrahlen  über- 
gehen, so  bieten  sich  vier  extreme  Falle  dar,  die  einzeln  zu  unter- 
suchen sind.  Man  kann  sich  den  aus  parallelen  Lichtstrahlen  bestehen- 
den, schief  einfallenden  Strahlenbundel  als  einen  Cylinder  von  ellip- 
tischer Grundfläche  denken , dessen  Durchschnitt  mit  dem  Objectiv 
einen  Kreis  bildet,  welcher  die  Oellhung  des  Objectivs  zum  Durchmesser 
hat.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  vier  Lichtstrahlen,  welche  den 
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Endpunkten  der  beiden  Hauptachsen  der  genannten  cylindrischen 
Grundfläche  entsprechen,  auch  den  Maximis  und  Miniinis  der  diop- 
trischen  Abweichungen  in  den  Ordinaten  y und  z der  Überhaupt 
schief  einfallenden  Lichtstrahlen  entsprechen  müssen.  Setzt  man, 
was  immer  bewirkt  werden  kann,  in  dem  Verfahren  des  Art.  24  der 
früheren  Abhandlung  /?  = 0,  dann  sind  es  die  Werlhe 
xp  = 0,  xp  = 90",  xp  = 1 80“,  xp  = 270" 
welche  diese  vier  Lichtstrahlen  kennzeichnen. 

Geht  man  die  a.  a.  Ö.  gegebene  Auflösung  der  allgemeinen 
Aufgabe  durch,  so  findet  man  leicht,  dass  die  beiden  Falle  xp  = 90" 
und  x p = 270"  auf  dasselbe  Resultat  hinführen  müssen,  mit  dem 
alleinigen  Unterschiede,  dass  in  dem  einen  Falle  z positiv  und 
in  dem  anderen  negativ  wird.  Von  diesen  beiden  Fallen  braucht 
daher  nur  den  eine  der  Rechnung  unterzogen  zu  werden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  in  den  beiden  Fallen  xp  = 0 und 
xp  = 180°  der  einfallende  Lichtstrahl  mit  der  optischen  Achse  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegt,  und  daher  das  Verfahren  des  Art.  31 
angewandt  werden  kann;  sie  unterscheiden  sich  von  einander  nur 
dadurch,  dass  in  dem  einen  Falle  ft  positiv  und  in  dem  anderen  0 
negativ  anzunehmen  ist,  wahrend  in  beiden  a positiv  gesetzt  wird. 
Es  muss  jeder  dieser  beiden  Falle  der  Rechnung  unterzogen  werden, 
da  sie  im  Allgemeinen  verschiedene  Resultate  geben. 


38. 

7.  Die  unter  einem  Winkel  Von  16’  mit  der  optischen 
Achse  einfallenden  rothen  Lichtstrahlen. 

a)  « = 0°  16',  xp  — 0,  0 positiv. 

Es  wird  wieder 

0 = - f-  4"6'58"63 

und  hieraus  folgen : 

«'  = + l"3i'  57"  18,  ft'  = — .3“ 54'  1 3 "46 

n"  = ■+■  1 14  41.63,  ft"—  + 0 3 46.40 

«"'  = + 1 58  32.16 
a = 0.004302,  a"  = 0.008884 

logfc'  = 8.475831,  log*"  = 8.474383 
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,j  = (0.008884—  x)  tg -+•  0.0298 11 4 

i = 0 

nebst 

logtg«'"=  8.537749 

b)  « = 0°  1 6',  y = 1 80°,  Ö negativ 
0 = — 4°6'58"63 

«'  = — 1“13’54"80,  ö'  = -t-  3#5i4'  22''72 

a"  = — 0 54  56.48,  0"  = — 0 3 46.76 

= — I 26  33.86 

a = 0.004302,  «"  = 0.008884 

logt'  = 8.4761  17»,  logfc"=  8.475054« 
y = (0.008884—  x)  tg«"'  — 0.0298575 
* = 0 

logtg«'"=  8.401157« 


c)  « = 0*16',  y = 90“,  0=0 
Durch  das  Verfahren  des  Art.  24  der  angez.  Abh.  ergaben  sich 
hier  die  folgenden  Werlhe: 

0 = ■+•  4“  6'  58"63 


t*u  Brechung. 

logtg*  = 1.189285,  X = + 4*7'29"63,  n = -h  2“42'53"07 
2“  Brechung. 

q = ■+■  0°  1'  1 "96,  logtgo>'  = 9.281060»,  X = — 5018’54"20 

r = 86  17  58.9,  log  tg  «'  = 8.393679,  ^'=—  4 59  16.79 

0'-f.r=  169  1111.5,  logtg/  = 8.962078»,  0' = 82  53  12.6 

3U  Brechung. 

q = — 1"24'43"94,  logtgw"=  9.076469«,  X"  = ■+■  1°  1'50"39 

r'  = — 5 1 4 3.4,  logtg«"=  8.280484,  fi"  — + 1 40  3.96 

0”_  0'  + — 6 4757.7,  log  tgz  "=  7.966598»,  0"  = 811918.3 

Schlussrechnung. 

II  = + l°5'34"37,  logy  = 9.999981 

0"'  = 81  7 34.8,  log  sin«"' = 8.479837 
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ferner  durch  die  Formeln  des  obigen  Art.  33 

<J>  = + 4U57'II"12,  log  sin  <y  = 8.012658« 

logtg(tp — p")  = 9.18i516,  logsin  0'  = 8.833163» 

log  k'  = 8.475972,  «'  = 0.004301 

ä"~  0“  3' 4 4",  «"=  0.008884 


y"=  90°2'32"9,  logfc"=  8.474715 

Hiemil  werden  die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Strahls: 
y = (0.008884 — x)  tg«"'  cos/f" — 0.0000221 
i = (0.008884—  x lg«'"  sin  /?"'  + 0.0298343 


wo 

logtg«'"  cos/?'"  = 7.668276 
log  tg«'"  sin  /?'"  = 8.474804 


39. 

8.  Die  unter  einem  Winkel  von  16’  mit  der  optischen 
Achse  einfallenden  violetten  Lichtsrahlen. 

a)  u = 0°16',  xp  = 0,  0 positiv 

0 = + 4U  6'58''63 
« = + 1 0 3 7 ' 0"86,  0'  = — 3 54  12.53 
«"=  + 1 12  52.34,  Ö"=  + 0 3 46.41 

d"  = + 1 58  30.44 
d = 0.004302,  «"=  0.008884 

logfc'  = 8.475802,  log  /c"  = 8.474390 
y = (0.008884—  a;)tg«"'+  0.0298119 
log  tg  u " — 8.537644 

b)  « = 0nl6',  i p = 180°,  II  negativ 

H — — 4"  6'  58"  63 
«'  = — 1"16'  15"  63.  II'  = + 3 54  21.  70 
«"  = — 0 53  37.  62,  !)"  = — 0 3 46.  76 
d"  = - I 26  32.  61 
a = 0.004302,  «"=  0.008884 

log  k'  = 8.476085,  log*"  = 8.475046 
y = (0.008884— x)  tg«'"  — 0.0298570 
logtga'"=  8.401053« 
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c)  a = 0°  1 6’,  V- = 90°.  ß — 0 

jst«  Brechung. 

6,  Xi  wie  unter  7.  c),  //  = -»-  2“40'40"53 


2‘*  Brechung. 


q und  r wie  unter  7.  c 
logtgcu'  = 9.269727«, 
logtg«'  = 8.404629, 
logtg/  = 8.942093« 


/f  + r = l69°2T3r;> 
X'  — — 5°2 1'  5”29 

fi  = — 4 57  41.29 
^ = 83  9 32.6 


3**  Brechung. 

q'=  — 1°26'55'’60,  logtgw"  = 9.078178«,  A"  = 1°  0'I5’02 

»•’=  — 5 0 0.04,  log tg«"  = 8.269822,  fi  — -+-  140  2.36 

fl"— fl'  + r = — 6 49  33. 5,  logtg/'  = 7.977282,  (f  = 811959.1 


Schlussrechnung. 


//=-»-  1“  3'59"01, 
fl"'=  81“  7'  28" I, 

<f>  = ■+■  4“  55'  35"28, 
logtg  W—0")  = 9.183906, 
logA'  = 8.475943, 
tf"==  0"  3' 43", 

V"= = 90“2'28"9, 


log  q — 9.999980 
logsin  «'"  = 8.479746 
log  sin  <f  = 8.012033» 
logsin  ()'  — 8.833 1 34  « 
a — 0 004301 
«"  = 0.008884 
logA"  = 8.4747 1 7 


Die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  werden: 

y = fO. 008884 — x)  tg«'"cos/?'" — 0.0000215 
z = (0.008884—  x)  tg«"' sin  0.0298344 
wo 

log  lg  «'"cos  (?"'  = 7.668257 
logtg«'"sin/*'"  = 8.474692 

sind. 


40. 

Gehen  wir  zur  Berechnung  der  Abweichungen  über,  die  aus 
den  vorhergehenden  strengen  Berechnungen  folgen,  und  wenden  wir 
uns  zuerst  zu  den  Lichtstrahlen,  die  mit  der  optischen  Achse  parallel 
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einfallen.  Der  Art.  36  zeigt,  dass  in  Bezug  auf  die  Centralstrahlen 
die  Vereinigungsweite  der  rothen  und  der  violetten  Lichtstrahlen 
genau  die  Demliche  ist,  indem  bei  beiden  Gattungen  von  Lichtstrahlen, 
filr  die  Entfernung  des  Durchschnittspunkts  derselben  mit  der  opti- 
schen Achse  von  der  letzten  brechenden  Oberfläche,  der  Werth 

q"  — 0.999970 

gefunden  wurde.  Genau  genommen  musste  diese  Zahl  = 1 gefun- 
den werden,  da  bei  der  Berechnung  des  Objectivs  n“  der  Einheit 
gleich  gesetzt  worden  ist.  Die  kleine  Abweichung,  die  sich  davon 
gezeigt  hat,  rührt  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der  quadratischen 
Gleichung 

0 = 2bij  + c 

im  gegenwärtigen  Falle  her,  in  welchem  die  Function 

b--VJ 

a f a 

eine,  kleine  Grösse  ist,  und  daher  die  Wurzeln  derselben,  wenn  man 
nicht  zur  Berechnung  der  Coeflicienten  Logarithmen  mit  einer  grösse- 
ren Anzahl  von  Decimaien  anwendet,  mit  etwas  geringerer  Genauig- 
keit erhalten  werden,  als  die  übrigen  Zahlenwerthe.  Es  können 
daher  sehr  wohl  die  erhaltenen  Zahlenwerthe  von  R,  R‘,  R"  in 
der  letzten  Stelle  einige  Ungenauigkeit  besitzen ; doch  ist  diese  bei 
allen  dreien  von  der  nemlichen  Grösse,  da  die  Unterschiede  derselben 
bis  auf  die  letzte  Stelle  genau  sich  ergeben.  Nun  zeigt  sich  aber  durch 
Entwickelung  der  Differentialquotienten,  dass  eine  kleine  gleiche  Yer- 
grosserung  aller  R,  R',  R"  zwar  die  Brennweite  ein  wenig  ändert, 
aber  die  Grösse  der  Abweichungen,  die  die  verschiedenen  Licht- 
strahlen in  Bezug  auf  den  genauen  Brennpunkt  zeigen,  durchaus  un- 
merklich beeinflusst,  wenn  dieselben,  wie  hier  der  Fall,  überhaupt 
sehr  klein  sind.  Ich  durfte  daher  die  obige  Abweichung  von 
0.000030  stehen  lassen,  obgleich  es  ein  Leichtes  gewesen  wäre,  sie 
fortzuschaffen. 


41. 

Für  die  mit  der  optischen  Achse  parallel  einfalienden  Handstrahlen 
giebt  der  Art.  36  die  Gleichungen  nach  der  letzten  Brechung: 
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rothe  Strahlen: 

y = (0.008884 — x)  tg«'"+  0.0298344 
logtga'"  = 8.474802 

violette  Strahlen: 

1 1 = (0.008884 — x)  tg«"’-t-  0.0298344 
logtga"' = 8.474681 

Suchen  wir  zuerst  die  Durchschnittspunkte  mit  der  optischen  Achse, 
so  linden  wir  bez. 

f—  q”=  0.999821 

= 1.000100 

und  die  Unterschiede  dieser  Werthe  von  der  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Vereinigungsweite  der  Centralstrahlen  sind  bez. 

— 0.000149 
-+•  0.000130 

Es  verdient  angcinerkt  zu  werden,  dass  die  rothen  Lichtstrahlen,  die 
einem  kleineren  ßrechungsverhaltniss  entsprechen,  und  folglich  an  sich 
eine  grössere  Brennweite  haben , hier  eine  kleinere , sowie  die 
violetten  Lichtstrahlen,  die  ihrer  grösseren  Brechung  wegen,  an 
sich  einer  kleineren  Brennweite  entsprechen,  hier  eine  grössere  Brenn- 
weite bekommen  haben. 

Da  die  eben  erhaltenen  Abweichungen  Maxima  sind , so  folgt 
aus  denselben,  dass  die  grosse  Achse  des  körperlichen  Baumes,  in 
welchem  sich  alle  Bilder  eines  in  der  optischen  Achse  liegenden, 
unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes  befinden, 

0.000279 

lang  ist.  Für  ein  Objectiv  von  1000  Par.  Linien  Brennweite,  welche 
nahe  der  des  Objectivs  des  Königsberger  Heliometers  gleichkommt, 
wird  also  in  unserem  Falle  die  Lange  dieser  grossen  Achse 
0.279  Par.  Linien 

betragen;  eine  für  das  Auge  unmerkliche  Grösse,  weil  sie  in  der 
Gesichlslinie  liegt,  und  Uberdem  von  den  Bildern,  welche  die  Central- 
strahlen verursachen,  sehr  nahe  in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt  wird. 

Grösseren  Eindruck  auf  das  Auge  verursachen  die  Abweichungen, 
die  in  der  auf  die  optische  Achse  senkrecht  stehenden  und  durch  den 
Brennpunkt  gehenden  Ebene  liegen,  und  als  Seitenabweichungen  zu 
bezeichnen  sind.  Sie  bilden  im  gegenwärtigen  Falle  eine  Kreisfläche, 


Digitized  by  Google 


740 


P.  A.  Hansen, 


t« 


tleren  Durchmesser  bis  auf  Unmerkliches  ein  Maximum  ist,  und  durch 
das  Produkt  der  obigen  grossen  Achse  mit  tg«"'  erhalten  wird.  Es 
ergiebl  sich  filr  unser  Objectiv  dieser  Durchmesser 

= 0.0000083 

oder  ftlr  ein  Objectiv  von  1000  Par.  Linien  Brennweite, 

— 0.0083  Par.  Linien 

welche  Grösse  für  ganz  unerkennbar  zu  erachten  ist. 


42. 

Die  Resultate,  welche  wir  für  die  unter  einem  Winkel  von  1 6' 
mit  der  optischen  Achse  einfallenden  Lichtstrahlen  erhalten  haben, 
bestehen  in  Folgendem: 

Cenlralstrahlen  beider  Farben. 

Coordinaten  des  Bildes. 

f'"—  q"=  0.999070,  i f=  — 0.0046850 

Rothe  Randstrahlen. 

Gleichungen  der  ausfahrenden  Strahlen. 

Für  i/i  = 0 

y = (0.008884— x)tg«"'-+-  0.0298114 
2 = 0 

log  tg  «"'  = 8.537749 
Für  t p = 180" 

ij  — (0.008884— x)tg«'"  — 0.0298575 
2=0 

logtga"'=  8,401157h 
Für  i/i  = 90“ 

y = (0.008884— x)  tg«'"cos£"'  — 0.0000221 
2 = (0.008884—  x)  tg  sin/T' + 0.0298343 
log  tg  cos/?”' = 7.668276 
log  tg«'”  sin  ß‘"  = 8.474804 

Violette  Randstrahlen. 

Für  yi  = 0 

y = (0.008884— x)  tg«'"-»-  0.0298119 
2=0 

logtg«"’=  8.537644 
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Für  y = 1 80" 

y = (0.008884 — x)  lg«'"  — 0.0298570 
* = 0 

logtg«'"  = 8.401053» 

Filr  y = 90° 

y = (0.008884 — x)  tga"'cos/J"'  — 0.0000215 
* = (0.008884 — x)  tg«'"  sin  ß'"  -+-  0.0298344 
log  tg  u"  cos/J  = 7.668257 
logtga  " sin  (i  " = 8.474692 

Für  y = 270°  bekommt  man  dieselben  Gleichungen,  wie  fltr  y — 90", 
mit  der  einzigen  Ausnahme,  dass  — z statt  z geschrieben  werden 
muss. 

Suchen  wir  nun  den  Durchschnittspunkt  der 

violetten  Strahlen  für  y = 0 und  y = 1 80°, 
so  finden  wir  die  Goordinaten  des  in  demselben  entstehenden  Bildes : 
q"  = 1,000065,  i f'=  — 0.0046759 

und  die  Unterschiede  mit  denen  der  Centralstrahlen 

-f-  0.000095  und  ■+■  0.0000091 
Desgleichen  für  die  rothen  Strahlen,  nebst  y = 0 und  y = 180°, 
— q — 0.999830,  »/"  = — 0.0046766 

Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

— 0.000140  und  •+■  0.0000084 

Desgleichen  für  die  Verbindung 

der  violetten  Strahlen  und  y = 0 
mit  den  rothen  - - y — 1 80“ 

I'"—  q"=  0.999974,  #/"  = — 0.0046728 

Unterschiede  mit  den  Centralslrahlen : 

-+-  0.000004  und  ■+■  0.0000122 

Desgleichen  für  die  rothen  Strahlen  und  y = 0 

mit  den  violetten  - - y = 1 80° 

i"'—  q"=  0.999832,  q"  — — 0.0046767 

Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

— 0.000138  und  -f-  0.0000083 

Alle  diese  Bilder  sind  extreme  und  liegen,  gleich  allen  übrigen  der- 

selben Gattung,  in  der  xy-Ebene.  Wie  man  sieht,  betrügt  die  grösste 
Seitenabweichung 

0.0000122 
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Verbinden  wir 'ausserdem  die  rothen  Lichtstrahlen  für  y = 90° 
und  y — 270°  miteinander,  so  muss  selbstverständlich  das  Bild  auch 
in  der  x^-Ebene  liegen;  es  ergeben  sich  die  Coordinaten  desselben 
i'"—  q"=  0.999811,  t/"  = — 0.0046800,  f"'=  0 

Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

— 0.000159  und  +•  0.0000050 

Desgleichen  geben  die  violetten  Strahlen 

f'—q"=z  1.000074,  »/"=  — 0.0046804,  £' = 0 

Unterschiede  mit  den  Ccntrulstrahlen: 

-+-  0.000104  und  -+■  0.0000046 

Die  Seitenairweichungen  liegen  hier  innerhalb  der  vorher  gefundenen. 

Verbindet  man  endlich  die  rothen  Strahlen  für  y = 90°  mit  den 
violetten  für  y = 270“,  sowie  jene  für  y = 270“  mit  diesen  für 
y = 90“,  so  wird  inan  finden,  dass  diese  Linien  einander  zwar 
nicht  schneiden,  aber  in  so  geringer  Entfernung  an  einander  vor- 
über gehen,  dass  im  Minimum  der  Entfernung  derselben  von  ein- 
ander ein  Bildpunkt  angenommen  werden  darf.  Man  erkennt  ohne 
Weiteres,  dass  die  zwei  Bilder,  welche  beide  Minima  geben,  in  glei- 
chen Abständen,  aber  auf  entgegesetzten  Seiten  der  xy-Ebene  liegen 
müssen.  Sucht  man  diese  Minima,  so  ergiebt  sich,  dass  denselben 
bis  auf  Unmerkliches  dieselbe  Abscisse  zukommt,  und  zwar  wird 
y — q"  — 0,999942 

sie  liegen  also  sehr  nahe  in  der  Ebene  des  Brennpunkts.  Ihre  Or- 
dinalen fand  ich 

y = — 0.0046806,  i_—  + 0.0000038 

y = — 0.0046799,  z = + 0.0000039 

wo  sowohl  die  oberen  wie  die  unteren  Zeichen  zu  einander  ge- 
hören. Das  Minimum  der  Entfernung  folgt  hieraus 

= 0.0000007 

welches  für  Nichts  zu  achten  ist.  Auch  diese  Seitenabweichungen  in 
der  Richtung  der  y liegen  innerhalb  der  oben  erhaltenen,  und  kommen 
daher  hier  nicht  in  Betracht;  die  Seitenabweichungen  in  der  Richtung 
der  z sind  Maxima,  und  alle  von  den  übrigen  Lichtstrahlen  verursach- 
ten ähnlichen  sind  kleiner. 
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Projicirt  man  nun  die  grössten  aller  erhaltenen  Seitenabwei- 
chungen auf  die  Ebene  der  ;/;,  so  wird  man  eine  Fläche  erhalten,  die 
von  der  Ebene  der  xij  in  zwei  gleiche  and  ähnliche  Hälften  getheilt 
wird,  deren  grosse,  in  der  Richtung  der  y liegende  Achse 

= 0.0000122 

und  deren  kleine,  in  der  Richtung  der  z liegende  Achse 

= 0.0000077 

ist.  Beide  Achsen  schneiden  einander,  jedoch  theilt  der  Durch- 
schnittspunkt die  grosse  Achse  nicht  in  zwei  gleiche  Theile ; die 
krumme  Linie,  welche  die  Fläche  begrenzt,  wird  daher  eine  eiför- 
mige sein.  Diese  Fläche  wird  sich  dem  Auge  als  die  Bildfläche 
aller  von  dem  betrachteten  Punkte  auf  das  Objectiv  einfallenden  Licht- 
strahlen darstellen. 

Liebertragen  wir  die  eben  erhaltenen  Achsen  der  Bildfläche  auf 
das  Objectiv  von  1000  Linien  Brennweite,  so  ergeben  sich  die  Werthe 
derselben 

= 0.012  und  0.008  Linie 

Diess  sind  die  grössten  Abweichungen,  die  das  hier  berechnete  Ob- 
jectiv zeigt,  und  so  klein,  dass  wenigstens  mir  kein  Objectiv  vorgekom- 
men ist,  welches  nicht  grössere  Abweichungen  besässe.  So  sind 
z.  B.  die  Abweichungen,  welche  das  von  mir  in  der  früheren  Abhand- 
lung untersuchte  Objectiv  des  Königsberger  Heliometers  zeigt,  be- 
deutend grösser. 

Es  ist  hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  hier  die  Berechnung  des 
Objectivs  durch  genäherte,  sehr  einfache  Formeln  ausgefuhrt  worden 
ist,  und  eine  sehr  kurze  Zeit  in  Anspruch  genommen  hat.  Demunge- 
achtet  ist  das  Resultat  so  genau  ausgefallen,  dass  die  Anwendung 
der  strengen  Formeln  zur  Ausgleichung  der  Unterschiede,  welche 
die  früheren  genäherten  Formeln  geben,  gänzlich  überflüssig  wird. 
Mag  man  auch  durch  Anwendung  der  strengen  Formeln  die  sich 
auf  ein  Objectiv  von  1 000  Linien  Brennweite  beziehende  grösste 
Abweichung  von  0.012  Linie  ein  Weniges  verkleinern  können,  so 
kann  diess  doch  nur  auf  Kosten  des  in  der  optischen  Achse  liegen- 
den Bildes  geschehen,  dessen  Abweichungen  durch  eine  solche  Aus- 
gleichung sich  vergrössern  würden. 


Digitized  by  Google 


744  P.  A.  Ha-mks,  [48 

43. 

Nicht  hlos  zu  Fernrohrobjecliven,  sondern  auch  zu  Objecliven 
für  Mikroskop,  und  mit  gewissen  ZusUtzen  für  Oculare,  sind  die  liier 
entwickelten  Ausdrücke  brauchbar,  da  in  denselben  sowohl  die  erste, 
wie  die  letzte  Vereinigungsweite  der  Lichtstrahlen  unbestimmt  ge- 
lassen worden  ist.  Um  zu  zeigen,  dass  die  Halbmesser  der  Ober- 
flüchen der  Linsen  unter  verschiedenen  Umstünden  sehr  verschiedene 
Werthe  annehmen  können,  soll  hier  noch  ein  Mikroskopobjectiv  be- 
rechnet, jedoch  zur  Abkürzung  nur  die  erste  Annäherung,  und  zwar 
blos  mit  Logarithmen  von  vier  Deeimalen,  durchgeführt  werden. 

Je  nach  dem  Zwecke,  zu  welchem  das  Mikroskop  dienen  soll, 
wird  das  Verhültniss  der  Entfernung  des  Gegenstandes  zu  der  des 
Bildes  verschieden  angenommen;  um  aber  eine  bestimmte  Grundlage 
zu  erhalten,  muss  dieses  Verhültniss  im  Voraus  festgesetzt  werden. 
Hier  werden  wir  annehmen,  dass  sich  die  Entfernung  des  Gegen- 
standes von  der  ersten  Oborflücho  des  Objectivs  zu  der  des  Bildes 
von  der  letzten  Oberfläche  desselben  verhalten  soll  wie  2 : 3,  welche 
Annahme  als  ein  Mittel  aus  den  verschiedenen  in  der  Praxis  vor- 
kommenden betrachtet  werden  kann. 


44. 

In  Folge  des  eben  bestimmten  Verhältnisses  können  wir  setzen 
71  = — I,  7t"  = -4-  0.4 

Die  Glasarten,  aus  denen  die  beiden  Linsen  dieses  Objectivs  be- 
stehen, sollen  dieselben  sein,  welche  dem  obigen  Beispiel  zu  Grunde 
gelegt  wurden,  und  deren  Breehungs-  und  Zerstreuungsverhallnisse 
im  Art.  21  angeführt  sind.  Die  Berechnung  soll  in  zwei  verschie- 
denen Annahmen  Uber  die  Lage  der  Linsen  ausgeführt  werden : nem- 
lich  zuerst  wird  angenommen,  dass  die  Kronglaslinse,  und  darauf, 
dass  die  Flintglaslinse  die  erste  sei.  Ein  ziemlicher  Theil  der  oben 
ausgeführten  numerischen  Rechnungen  kann  hier  wieder  angewandt 
werden. 

Wenn  die  Kronglaslinse  vorangestellt  wird,  so  findet  man 
/ = -»-  3.279,  J — — 1.619 
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Die  Kndgleichung  wird 

0 = f -4-  2 (0.9201)  <j  (1.8322) 

deren  Wurzeln 

g — — 9.142,  = — 7.197 

sind,  woraus  die  bei  beiden  folgenden  Objeclivc  her  vorgeben: 

It  = — 0.416,  = + 1.829 

11  = — 6.974,  = — 4.728 

H = — 3.735,  = — 1.490 

Wie  man  sieht,  sind  diese  Halbmesser  bedeutend  von  den  oben  er- 
haltenen des  Fernrohrobjcetivs  verschieden.  Im  ersten  Objectiv  sind 
beide  Linsen  Menisken,  die  ihre  concave  Seite  dem  Gegenstand  zu— 
kehren,  während  im  zweiten  Objectiv  die  Krongla.slin.se  convex-convex 
und  die  Flintglaslinse  ein  Meniskus  ist,  beide  Uusserc  Oberlliichon 
sind  hier  convex. 

45. 

Wenn  die  Flintglaslinse  vorangestellt  wird,  so  ergeben  sich 
J==  — 1.619,  ./'  = -+-  3.279 
Die  Kndgleichung  wird 

0 = »/’—  2 (0.9070)0  -t-  (1.8046) 

deren  Wurzeln 

</=■+■  9.236,  = -4-  6.890 

sind,  woraus  die  beiden  Objective 

/f  = + 2.951,  = -+-  0.583 

ir  = •+•  6.188,  = + 3.821 

H"  — — 0.570,  = — 2.736 

folgen,  die  wieder  von  allen  vorhergehenden  wesentlich  \ erschieden 
sind.  In  beiden  ist  die  Flintglaslinse  ein  Meniskus,  und  die  Kron- 
glaslinse  convex-convex,  alle  äusseren  Oberflächen  sind  convex.  Man 
kann  in  beiden  Fällen  mit  den  vorstehenden  Grundlagen  die  zweite, 
und  wo  nöthig  die  dritte  Annäherung  ausführen,  worauf  wir  je- 
doch, wie  schon  oben  erwähnt,  hier  nicht  eingehen  werden. 


At.k.»01.  d.  K S.  iJomII«*.  d.  Win»«).  XV.  SO 
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§ 3.  Von  den  Linsensystemen  mit  vier  Brechungen. 

46. 

Dem  im  vorigen  Abschnitte  untersuchten  Linsensysteme  sehliessl 
sieh  zunächst  dasjenige  von  vier  Brechungen  an.  Ein  solches  Linsen- 
system  lasst  sich  in  der  Anwendung  auf  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Arten  ausfilhren.  Man  kann  es  erstens  aus  zwei  von  einander  ab- 
gesonderten Linsen  zusanunensetzen , deren  vier  Oberflächen  Halb- 
messer von  verschiedener  Grösse  und  Lage  haben;  man  kann  es 
aber  zweitens  auch  durch  Zuziehung  von  drei  Linsen  bilden,  l>ei 
denen  der  zweite  Halbmesser  der  ersten  und  der  erste  der  zwei- 
ten Linse,  sowie  der  zweite  Halbmesser  der  letzteren  und  der  erste 
der  dritten  Linse,  einander  gleich  und  von  gleicher  Lage  sind.  .Man 
bringt  diese  Linsen  so  nahe  an  einander,  dass  die  beiden  Zwischen- 
räume für  Null  erachtet  werden  können. 

Zur  ersten  Gattung  dieser  beiden  Linsensysteme  gehören  die 
seit  lange  im  Gebrauch  befindlichen  achromatischen  Fernrohrobjeetive, 
die  von  verschiedenen  Künstlern  verschieden  conslruirt  worden  sind. 
Gaiss  hat  schon  vor  vielen  Jahren  gezeigt,  dass  man  in  einem  sol- 
chen Objectiv  zwei  Lichtstrahlen  von  verschiedenen  Brechungsver- 
hältnissen,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Centralslrahlcn,  wie  in  Bezug  auf 
die  Kandslrahlen,  vollständig  mit  einander  vereinigen  kann,  eine  Auf- 
gabe, deren  Lösung  vorher  für  unmöglich  gehalten  worden  war.  Seine 
Construction  ist  indessen  nicht  zur  allgemeinen  Anwendung  gelaugt, 
was  vielleicht  dem  Umstande  zuzuschreiben  ist,  dass  sie  auf  Linsenober- 
flächen von  sehr  grossen  Krümmungen  fuhrt.  Auch  ist  es  in  der  Thal 
nicht  unumgänglich  nothwendig,  die  Handstrahlen  zweier  verschie- 
denen Farben  strenge  mit  einander  zu  vereinigen,  da,  wie  man  im 
vor.  Abschnitte  gesehen  hat,  sich  ohnehin  Objective,  die  sehr  kleine 
Abweichungen  zeigen,  herstellen  lassen:  Objective,  deren  Linsen  weit 
geringere  Krümmungen  haben,  als  jene. 

Es  soll  hier  diese  Gattung  von  Linsensystemen  nicht  weiter 
untersucht,  dagegen  die  oben  genannte  zweite  Gattung  von  Linsen- 


Digitized  by  Google 


5t] 


DlOPTMSCIIB  UsTP.R.SlXHl  NGKN. 


747 


Systemen  von  vier  Brechungen  vorgenommen  werden.  Zunüchst 
werden  wir  untersuchen,  oh  in  diesen  sich  auch  zwei  Lichtstrahlen 
von  verschiedenen  Brechungsverhallnissen,  sowohl  für  die  Central- 
strahlen wie  für  die  Handstrahlen,  mit  einander  vereinigen  lassen. 
Die  Möglichkeit  dazu  kann  im  Voraus  nicht  in  Abrede  gestellt  wer- 
den, da  die  Aufgabe  auf  vier  Gleichungen  fuhrt,  und  die  vier  Halb- 
messer der  Linsenoherlhlchen  eben  so  viele  Unbekannte  darbieten. 
Es  handelt  sich  blos  darum,  ob  die  Gleichung  des  vierten  Grades, 
auf  die  man  schliesslich  hingeftlhrt  wird,  bei  den  Brechungs-  und 
Zerstreuungsverhaltnissen,  welche  die  bekannten  Glasarten  besitzen, 
reelle  Wurzeln  hat  oder  nicht. 

47. 

* 

Nehmen  wir  an , dass  die  erste  und  die  dritte  Linse  aus  der- 
selben, die  zweite  hingegen  aus  einer  anderen  Glasart  bestehe,  und 
wenden,  wo  nicht  ausdrücklich  eine  Abweichung  angegeben  wird, 
dieselben  Bezeichnungen  an,  «wie  im  Vorhergehenden,  so  erhallen 
wir  für  den  einen  Lichtstrahl  die  folgenden  Gleichungen: 

« = I 

n = .V,  oder  = M,  oder  = m 

n"  = N',  oder  = M',  oder  = m 

ri"=  N,  oder  = M,  oder  = m 

n"  = I 

Nn  — 7t  + [N—  1)/i 
iVV'x=  Nit,  + (A ' — :Y)  IV 
AV"  = N'tt„  — (N'—N)R" 
tT  = NtT,„—  [N — I )if"' 

TT,  = Ti'  -+-  n 1 d 
7T„  = 7l"  ■+■  Tt'^d' 
tt,„—  7i"'-+-  7r'"2d" 

Für  den  zweiten  Lichtstrahl  ergehen  sich  ähnliche  Gleichungen,  in 
denen  M statt  N,  und  M'  statt  iV'  zu~setzen  sind. 

48. 

Die  eben  aufgestellten  Gleichungen  gehen  leicht,  nachdem  inan 

li  — K — tJ 

iv  — r = 2 j' 

511* 
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gesetzt  hat, 

7tn—  7i  = 2 (iV — I ) -f-  i [S'- — I ) . / A' 

und  wenn  die  angedeutele  Veränderung  vorgenonnnen  wird, 
7t"—  7t  = 2 [M—  I )(./—./')  2 i*/'—  1 ) ./  -+-  II 

wo 

A'  = AVJ(/  H-  iY't"2  (/'-+-  .Y.t"'2</  " 

II’  = Mxni+M’x”l<r+  M 7t'"1  tl" 


sind.  Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  (a)  und  (a*)  des 
Art.  21,  so  findet  man,  dass  sic  mit  den  letzteren  bis  auf  die  kleinen 
Unterschiede,  dass  hier  J — statt  J vorkommt,  und  A'  und  B' 
jede  Hin  Glied  mehr  haben  als  A und  II,  identisch  sind.  Die  dort 
gegebene  Auflösung  kann  also  auch  hier,  mit  Berücksichtigung, 
dieser  kleinen  Unterschiede,  angewandt  werden. 

Setzt  inan  ncmlich 


l = {(lf+ A1),  f = i-(/r-A’) 

W-.V  . Af'-iV 

. in— 4 ’ * m'  — I 

so  werden  ' 


49. 

Die  zwei  anderen,  hier  zu  erfüllenden  Gleichungen  haben  beide 
ursprünglich  die  Form 

ü = l+C  -+-  11  -+•  L'"+  '±71  tl  L ■+■  ±7t"d' (L+ II)  — 2,t  "d"L" 
und  unterscheiden  sich  von  einander  nur  dadurch,  dass  in  der  einen 
N und  .V',  in  der  anderen  M und  .1/'  zu  substituiren  sind ; wir  brau- 
chen aus  diesem  Grunde  nur  die  Kino  derselben  zu  entwickeln,  und 
werden  dazu  die  von  A-  und  .Y'  abhüngendc  wühlen. 


50. 

Die  Ausdrücke  der  verschiedenen  L,  welche  wir  bei  der  folgen- 
den Entwickelung  benutzen  werden,  linden  sich  unter  (5)  und  (6) 
des  Art.  8,  und  zwar  soll  für  L und  II'  der  Ausdruck  (5),  sowie  für 
II  und  L"  der  Ausdruck  (6]  den  Entwickelungen  zu  Grunde  gelegt 
werden.  Wir  bekommen  demzufolge 
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L = JS*{R-*)'\ 

L = 1 N'(R'-„y-  Nn"(R'- n"Y\ 

L = - S-N’~  ->  \N'iß"- TT,,)3-  tfn„{R" — 7t.,)'  1 

i’"=  ~ ^ j (JT—  7f')3—Na,"[R"—  *")*j 

Die  Reduction  der  Summe  L -+•  L"’  ist  leicht  zu  bewirken.  Setzt 
man 

2s  = (R — jt)  -t-  (/{'" — .i,v) 

21)  = [II— rr)  — {R"'  — xn ) 

= 2.7 -t-  (»lv — ») 

woraus 

R — n = * -+•  D 
R"  — 7t"=  8 — Ü 

folgen,  so  bekommt  man  ohne  Mühe  aus  den  vorstehenden  Aus- 
drucken : 

L -+-  L"—^\(&D+N{^—7T))^  — iN{7i”+n)D8+2D3+N[7in—Ti)ül\ 

wo  s die  einzige  Unbekannte  ist. 

Die  Summe  L -+-  L"  litssl  sich  auf  gleiche  Weise  behandeln. 
Setzt  man  hier 

2ij  = (R'—t »")  -+-  (R"—it„) 

2 D'=  ( R'-n„ ) - (/r-.T„) 

= 2.7’  -t-  (jt„—  rr”) 

= 2 J'+Tl'^d' 

woraus 

/I  ’ — n"  = g'  -t-  I )' 

R"-n„=g'-Ü' 

folgen,  so  erhiilt  man  eben  so  wie  oben: 

L ■+■  L"=  A ''^7 ,v  | (6.Y7/ -4-  A' (g„ — ^",)y1  — 2.V(,t „+u")Ü'ij'+ 

+ 2i\'I>'i-hN(n„-n")D,1\ 

in  welchem  Ausdruck  aber  ausser  j noch  die  Unbekannte  (jr„  -t-  rr") 
vorkommt,  und  daher  eine  weitere  Reduction  erforderlich  ist. 

5 t. 

Die  Gleichungen  des  Art.  47  geben 

iV'n"  = 7t  -+-  (N—\)R  -+■  (N‘—N)R'+  Nn*d 

— if -f-  (A’—l) [N-—N)  R"—Nn'"*d" 
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folglich  wird 

N'{7T„-t-7i")  = n"-t-  rr  -+-  (iV — I)  (fl-t-fl’")  -+-  {X'~  X)  (fl'-t-fl") 

-+-  AV*d  — Xnm,dT 

Führen  wir  jetzt  die  Substitution 

2s'  = (fl'—  7t"')  + (fl"—  n") 

ein,  und  benutzen  ausserdem  die  schon  oben  angewandte  Substi- 
tution 

2s  = (fl—*)  -+•  ( fl"*—»") 

so  verwandelt  man  die  vorstehende  Gleichung  leicht  in 


rr„-t-  tt"  = (jr*v+  n)  •+■  2 


Ar— i 


,V3  d — ri"'2d" 


Die  Gleichung  des  vor.  Art.,  durch  welche  y'  eingeführt  wurde, 
giebt  aber 

2 </  = 2 s -+■  (n,v-t-  *)  — (*„-♦-  tt") 


und  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden: 


.v-i 

N,-i 


Aus  dieser  Gleichung  erhalt  man 


'2  J2 a NlN—1)  # {Af— <)s  j N i fkJJ  ( V i \ \ / '2  f 


■ A (a,v-t- ,t)  s 


^S'S_2^ÜV 

- 


AT 


((A7'—  SAT)  s'  -+■  2 (A’ — 1 ) s •+•  |A7'(rr''  + T))  (n*d-n"2d") 
womit  der  zu  Ende  des  vor.  Art.  erhaltene  Ausdruck  von  L -+■  L' 
übergeht  in : 

i:+  L = 2 ^IjA'1  (A"+ 2A)fl'-»- Y»”2rfj  «* 

— j 4iV(AT — 1 ) (A"+ X)  D‘  -+-  ArJ  (A7—  I ) tt"H'  js's 
+ |(ff-1)*(3A"+  2N  U -+-  f (AT— IjV'Vj*2 
— j a71  X'ü'y+  tt)  + iX^iX'-h  X)  ir  yid—j"H") } « 


+\XN'[N- \)D'{nn+  n)  +N(X—i){3N'+  2 X)l),y1d—n"2ir)>» 

+ j x,3i)'3  -t-  ~NN'1D"i7i'"id'+  j x! x d ■y+  tt) yd- ,y"j d -j  }j 


52. 

lliemit  ist  die  Gleichung  des  Art.  49  so  weit  entwickelt,  als 
erforderlich  ist;  führt  man  die  Substitutionen  aus,  und  setzt 
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« = A'  •*-  2 A)  ( A'  — N)D'-t-~(N'  — A)  ,t"2  d' 

b = lg{N-\){N'+  N){N'-N)D'+  %{N-*){N'-N)n”*d' 
c = {2=££(3N’+2N){N'—N)D'+3[N—\)D 

+ v (a-  > ) («--*) + ^ (A- ' m - ak^ 

c = Ni{N'~N)D'{nn+7t)-t-2^{N,-bN){A,'—N)D'{7i'2d—n"1d") 

/'  = A(A—  1)(A'— A)Z>'  (*"+»)  — N{N—\)D{itr+n) 

-h  ~(AT— 1)  (3 A'+  2A)(A”—  N)D'{jr'*il — 
g = A'’(A' — Ar)/)'3-»-[A — y (iY — 1)ZfJ  (,VT — n)-t-C 
wo  zur  Abkürzung 

C=  ^ (A*—  A)DW+  ~(A" — N)D,(iiK+  n)  {n1  d-n"1  d") 

+ JS'n'Ld  -+-  iVjt"{L+L)d’—  Niri"L"d" 
geschrieben  worden  ist,  dann  wird  die  eine  Endgleichung 
0 = an'1 — bx's  -+-  cs1 — es  -+•  fs  -+-  g 

Hier  dürfen  s und  x als  die  einzigen  Unbekannten  betrachtet  werden, 
da  die  Glieder,  welche  mit  d,  d',  d"  multiplicirt  sind,  auf  die 
nemliche  Art  berücksichtigt  werden  können,  wie  im  \or.  Abschnitte 
gezeigt  worden  ist.  Die  zweite  Endgleichung  bekommt  man  dadurch, 
dass  man  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  allenthalben  M statt  A, 
und  M statt  A'  schreibt.  Hezeichnet  man  die  durch  diese  Ver- 
wandlung entstehenden  Coeflicienlen  mit  den  gleichen,  aber  mit  einem 
Striche  versehenen  Buchstaben,  so  dass 

«'=  % (Ai  -t-  2M){M’-M)D' +£,{»r-  M)nn*d' 
etc.  etc. 

werden,  so  entsteht  die  folgende  zweite  Endgleichung 
0 = dt1 — b'x'x  -+■  ex'1 — e's'-t-  fs  •+-  ij 
Hat  man  aus  diesen  beiden  Endgleichungen  x und  « bestimmt, 
welche  Bestimmung  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  des  vierten 
Grades  führt,  so  ergeben  sich 

R = s + D + Jl 

R"=  8 — 1) + 7^ 

R'  = 8 + J'+  ) K+t) 

/{"=«'-  /'+  ’ (*'v+.-i) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 
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53. 

Diu  Frage,  ob  das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Linsensystem 
einer  Anwendung  fällig  ist  oder  nicht,  wird  am  einfachsten  durch 
die  Berechnung  eines  Beispiels  entschieden,  und  es  soll  daher  mit 
Anwendung  der  im  vor.  Abschnitt  angewandten  Brechungs-  und  Zer- 
strcuungsverhiiltnisse  ein  Fernrohrobjecliv  nach  den  eben  entwickel- 
ten Formeln  berechnet  werden.  Zuerst  soll  angenommen  werden, 
dass  die  beiden  iiusseren  Linsen  von  Flintglas  und  die  mittlere  von 
kronglas  sei.  Zufolge  des  Art.  27  sind  daher  unsere  Daten 

y = t. oi 8oo 
A''=  1.51870 
.1/  = 1.60024 
4f'=  1.53056 

und  ausserdem  sind  n = 0,  jt"  = I.  Die  Werthe  von  ./  und  ./’ 
brauchen  hier  nicht  von  Neuem  berechnet  zu  werden,  da  man  leicht 
einschen  wird,  dass  sie  unmittelbar  aus  dem  Art.  27  entnommen 
werden  können.  Für  die  erste  Annäherung  werden  hier 
J — J’ =■  — 1.1564,  ^'=+2.3417 

und  folglich 

./  = + 1.1853 

b = - »-  1.6853,  //’=  + 2 3417 

Die  obigen  Daten  liefern  ferner 

y—  y = — 0.00030,  m — m = — 0.12068 

A"+  N=  + 3.1367,  4i'  + .» I = + 3.1008 

A"  + 2A  = 4.7547,  41+24/  = 4.8600 

3AT’  + 2A‘  = 7.7021,  34/ +24/  = 7.0301 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  eine  kurze  Rechnung  die  beideu 
lündgleiehungen,  die,  nachdem  mit  den  Coefticienten  von  P dividirt 
worden  ist,  die  folgenden  sind : 

0 = P — 1.0076*’* — 1.6616*2 — 0.3103*'+ 1 .0050*  — 0.7854 
0 = P—  1,0474*'* — 1.3223*' — 0.3168*'+  0.8775*  — 0.4257 

Aus  «lern  Unterschiede  dieser  beiden  Gleichungen  erhalt  man 

, 8 .Hi  t .V2 — 3.225  54-8.282 

* s—  0.0628 

womit  *'  vollständig  aus  einer  derselben  eliminirt  werden  muss. 
.Mau  gelangt  dadurch  zu  einer  Gleichung  des  vierten  Grades  in  *, 
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welche  zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten  dient.  Hat  man  liiciuit 
die  Werthe  von  s erhalten,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  des 
ersten  Grades  in  * zu  jedem  Werthe  von  x den  entsprechenden 
Werth  von  *.  Es  ist  aber  im  gegenwärtigen  Falle  überflüssig  die 
genannte  Elimination  auszufUhren,  da  der  Ueberblick  schon  lehrt, 
dass  alle  vier  Wurzeln  der  genannten  biquadralischen  Gleichung  ima- 
ginttr  werden.  Es  lltsst  sich  also,  wenigstens  mit  den  der  obigen  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegten  Daten,  kein  Ubjcctiv  von  der  angenommenen 
Form  construiren,  welches  sowohl  die  Rand-  wie  die  Centralstrah- 
len zweier  verschiedenen  F'arben  mit  einander  vereinigt.  Man  darf 
auch  nicht  hollen,  diese  Vereinigungen  durch  Anwendung  anderer 
Giasartcn  zu  Wege  bringen  zu  können,  da  die  dem  Beispiel  zu  Grunde 
gelegten  zu  denjenigen  gehören,  welche  in  ihren  Brechungs-  und 
Zerstreuungsverlittltnissen  die  grössten  Verschiedenheiten  von  einan- 
der darbieten,  die  man  kennt,  und  die  Anwendung  von  Glasarten 
mit  geringeren  Verschiedenheiten  auf  Endgleichungen  hinfuhren  muss, 
deren  Coefflcicnlcn  noch  geringere  Verschiedenheiten  von  einander 
darbieten,  als  die  obigen. 


54. 

Obgleich  sich  voraussehen  litsst,  dass  die  Verwechselung  der 
beiden  Glasarten  mit  einander  ein  ähnliches  Resultat  herbeifuhren 
wird,  als  das  eben  erhaltene,  so  will  ich  doch  nicht  unterlassen,  die 
betrellenden  Zahlenwerthe  hier  anzusetzen.  Es  wird  also  jetzt  an- 
genommen, dass  die  beiden  Süsseren  Linsen  aus  Kronglas  und  die 
mittlere  aus  Flintglas  bestehen,  wodurch  mit  Beibehaltung  derselben 
Giasartcn  wie  oben  sich  die  folgenden  Daten  ergeben: 

N = t. 3 1870 
A"  = 1.61800 
M = 1.53956 
M = 1.66051 

Da  wir  nun 

J—J  = ■+■  2.3417,  f—  — 1.1564 
bekommen  müssen,  so  werden 

/)  = + 1 .6853,  I)  = — 1.1 564 
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und  da  aus  den  jetzigen  Daten 

N'—  iV  = ■+•  0.09930,  M — M = 0.12068 

N'+  N = 3.1367,  M-t-M=  3.1998 

Ä'+2AT=  4.6554,  M'  +ZM  — 4.7394 

3N'+iN  = 7.8914,  ZM' +iM  = 8.0599 

folgen,  so  erhalten  wir  die  beiden  Kndgleichungen : 

0 = s1—  0.92050*'«  — 3.76059  sJ—  0.34755*'+  1.86087*—  4.19871 
0 = *J— 0.94639*'«—  3.41985**—  0.35030*'  -*-1.60533«—  3.43965 
nebst 

, *4.75sa— 9.87«+ä9.3* 

« + «.106* 

*}  Der  Uuberbliek  zeigt  auch  hier  sogleich,'  dass  man  auf  lauter  imagi- 
näre Werthe  der  Unbekannten  * und  »'  kommen'  muss,  folglich  das 
Ubjectiv  wieder  unmöglich  wird. 

55. 

Obgleich,  wie  man  im  Vorhergehenden  gesehen  hat,  ein  Ob- 
jceliv  von  der  in  Hede  stehenden  Form,  in  welchem  die  CentraU 
und  die  Kandslrahlen  von  zwei  verschiedenen  Farben  mit  einander 
vereinigt  werden,  nicht  hergestellt  werden  kann,  so  lasst  sich  doch 
ein  solches  Ubjectiv,  in  welchem  die  Randslrahlen  mittlerer  Bre- 
chung mit  den  Centralstrahlen  vereinigt  werden,  ausführen.  Diess  soll 
jetzt  gezeigt  werden.  Da  wir  unter  der  letztgenannten  Bedingung 
nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  haben,  wahrend  die  Form  unseres 
Objectivs  uns  vier  Unbekannte  darbietet,  und  folglich  eine  beliebige 
vierte  Gleichung  den  drei  übrigen  hinzugefügt  werden  kann,  so  lässt 
die  gegenwärtige  Aufgabe  eine  grosse  Anzahl  von  Auflösungen  zu; 
strenge  genommen  eine  unendlich  grosse  Anzahl,  wenn  nicht  ange- 
nommen werden  durfte,  dass  eine  Anzahl  der  Auflösungen  wieder 
auf  imaginäre  Werthe  der  Unbekannten  hinfuhren  wurde. 

56. 

Es  soll  die  Auflösung  der  im  vor.  Art.  ausgesprochenen  Auf- 
gabe hier  nur  auf  eine  einzige  Art,  und  zwar  mit  HinzufUgung  der 
Bedingung,  dass  die  Halbmesser  der  beiden  üusseren  Linsenober- 

*)  Hr.  v.  Glasenapp  hat  die  Güte  gehabt , die  obigen  numerischen  Rech- 
nungen auszuführen. 
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(1  itchcn  einander  gleich  sein,  aber  entgegengesetzte  Lage  haben 
sollen,  durcligcftlhrt  werden.  Zufolge  dieser  Bedingung  erhalten  wir 
die  Gleichung 

it  + ir=  o 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  der  überhaupt  gellenden  Gleichung 

fl  — fl"=  2^ 

hervorgeht,  dass 

fl  = J,  H"=  — J 

folglich  bekannte  Grössen  sind.  Aus  derselben  Gleichung  geht  ferner 
hervor,  dass  die  im  Art.  50  eingeführte  Grösse  « den  Ausdruck 
s = — 

annimmt.  Es  zeigt  sich  hiemit,  dass  auch  die  Summe  L-4-/"'  eine 
bekannte  Grösse  wird,  welche,  wenn  man  wieder  die  mittleren 
Brechungsvcrhttltnisse  der  beiden  anzuwendenden  Glasarten  mit  tu 
und  tri  bezeichnet,  folgenden  Werth  annimmt: 

L+  £"=  ^ (2 IP+  + + 

wie  aus  dem  im  Art.  50  erhaltenen  Ausdruck  dieses  Aggregats  un- 
mittelbar hervorgeht. 

37. 

Um  den  Werth  von  /,'  -+-  L'  zu  erhalten , wenden  wir  uns  an 
den  dafür  im  Art.  50  gefundenen  Ausdruck,  in  welchen  wir  nicht 
nur  die  mittleren  Brechungsverhiillnisse,  sondern  auch 

k — mg' 

einführen.  Es  wird  hiemit  zun.lchst 

fl  -+-  fl"  = ^^j(6//-t-~(jr„—  w"))/c2—  iml)'  (n„+  x")  k ■+■ 

-+•  2 mW3-*-  mmD'\n„—  n")  j 

Sei  nun 

fl'  -t-  fl"  = io 

dann  erhalt  man  aus  der  Gleichung  des  Art.  50  für  g 
2 m'a  — ik-t-  ui  (jt„+  n") 

und  aus  dem  Art.  51 

m'(jr„-t- jt")  ==  ;r'v-t-  7i  + i [ni — m)o-t-«i(n'2d  — n"2d")  . . . (a) 
Die  Elimination  von  a zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  giebt 

m(n„+n")  = 2 + m (n'2d — n"nd")  ...  (6) 
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wodurch  der  obige  Ausdruck  filr  /,'  -+-  I"  in  den  folgenden  ver- 
wandelt wird,  in  welchem  k als  die  einzige  Unbekannte  betrachtet 
werden  kann:  7 

l + /;  = ir  -+-  ■>„_ - 

m:  ( V,  m'  m ' ' J 

— 2(/)'{;ti'-4-.t:  +mD'  (n'2d — n‘"2d"))k-i-2m'2D'z-i-  mml)'2  — n")  J 

Die  Gleichungen  (o)  und  (61  geben  ausserdem  durch  die  Elimination 
von  n„  -+-  ji" 

k 4“  t 1 “4“  71 ] 4 / »2  1 '”2 

0 = — 15 — -I-  l-(»  « — » u ) 

m * v ' 

womit  die  Aufgabe  schon  gelöst  ist,  da  man  vermöge  der  Bedeu- 
tung von  o und  J'  sogleich 

R'=a+J',  R"  = o — J' 

erhält. 


58. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 
n = 2 m (m  4-  2m ) I) ' -+-  m ”*  ~.m  7i"2d' 
b = [m  — n)  4 -»«(»«' — m)IYin2d — n'"2d") 

c = 2w',(i»'—  1)ßs-l-m(m— 1)H5(w*v — ») 

+ (m — 1)[iit  + Y)Ö/+3)1+  ™ »< — 1 ) (z*,v — jr)(i*lr-t-jr),-i-  C 
wo 

C = mm  [m — tn)D’in''2d'+2m27iLd+2m2!i"(L+L)d' — im2  n"  L"  d" 
und  wie  in  der  nächst  vorhergehenden  Aufgabe 

1)  = J -h  y (ffIV — Ä) 

i>'  = J'+±7l"d' 
sind,  so  wird  die  Endgleichung 

0 = ak2  — 2 bk  4-  c 

Nachdem  man  hieraus  die  beiden  Wcrthe  von  k gefunden  hat, 
berechnet  man  für  jeden  derselben 

o + 1 <n'2d-n"'2d") 

/f=n  + J\  R"  = 0 — J' 

während  stets 

li  = J,  R"'=  — J 
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sind.  In  der  ersten  Annäherung  werden  wieder  hier  wie  oben  die 
Glieder,  welche  von  den  Linsendicken  ahhiingen,  weggelassen. 

59. 

Um  zu  zeigen,  dass  hieraus  reelle  Objective  entstehen,  wollen 
wir  wieder  den  einfachsten  Weg  einschlagen,  und  ein  Beispiel  be- 
rechnen. Der  Kürze  wegen  soll  von  diesem  Beispiel  jedoch  nur 
die  erste  Annäherung  angegeben  werden,  da  jeder,  der  die  ge- 
naueren Werthe  der  Halbmesser  kennen  lernen  will,  leicht  selbst  die 
zweite,  und  wo  nütliig  die  dritte  Annäherung  hinzuftigen  kann.  Ks 
sollen  wieder  dieselben  Daten  angewandt  werden,  welche  oben  be- 
nutzt wurden,  und  das  Beispiel  auch  für  die  beiden  Annahmen  über 
die  Lage  der  zwei  Glasarten  ausgeführt  werden. 

Legt  man  zuerst  die  Kronglaslinse  in  die  .Mitte,  so  bekommt 
man , gleichwie  im  Art.  53, 

1.1853,  J' — + 2.3417 
D = + 1.6853,  //  = -+-  2.3417 

und  für  die  Berechnung  der  Pmdgleichung  sind 

m = 1.6391 
m=  1.5291 

zu  setzen.  Nachdem  mit  dem  Coeflicienten  von  k1  dividirt  worden 
ist,  erhalt  man 

0 = k2—  2(9.2016)  k—  (0.5778) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

k = -b  2.111  und  A = — 4.793 

woraus 

c = -h  1.593  und  a = — 0.789 

fl ’ = -b  3.935  R = -b  1.553 

fl"=  — 0.749  /{"=  — 3.131 

folgen.  Wir  haben  hier  also  wieder  zwei  verschiedene  Objective 
erhalten,  in  welchen  beiden 

fl  = + 1.185 
fl"  = — 1.185 

sind.  Die  Kronglaslinse  ist  in  beiden  biconvex,  und  sümmtlichc  Flint- 
glaslinsen sind  Menisken;  die  inneren  Halbmesser  sind  bedeutend 
von  einander  verschieden. 
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CO. 

Legen  wir  jetzt  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte,  so  erhalten  wir 
zunächst,  gleichwie  im  Art.  54, 

J = ■+■  1.1853,  J' — — 1.1564 

D = ■+•  1.6853,  «'=  — 1.1564 

und  die  Daten  zur  Berechnung  der  Kndgleichung  sind  jetzt 

m = 1.529 1 

m'  = 1.6391 

aus  welchen 

0 = f — 2(9.24l7)t — (1.1078) 
hervorgeht.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

k = •+■  3.758  und  k = — 3.410 

woraus 

u = H-  2.785  und  o = — 1.903 
«'=  + 1.629  «=  — 3.059 

«"=  3.941  «"=—0.747 

folgern,  zu  welchen  Werthen  wieder 

« = -t-  1.185 
«"=  — 1.185 

gehören.  Im  ersten  dieser  beiden  Objective  sind  die  zwei  ersten 
Linsen  Menisken,  die  dritte  biconvex,  im  zweiten  Objcctiv  hingegen 
ist  die  erste  Linse  biconvex  und  die  zweite  und  dritte  Menisken ; 
die  inneren  Halbmesser  sind  wieder  sehr  von  einander  verschieden. 


61. 

Als  Einleitung  zur  folgenden  Aufgabe  soll  noch  untersucht  wer- 
den, ob  dasselbe  Linsensjstcm,  welches  uns  im  Vorhergehenden  be- 
schäftigt hat,  init  Beibehaltung  der  zuletzt  eingefuhrten  Bedingung 
reell  wird , wenn  man  statt  der  beiden  äusseren  Halbmesser  die 
beiden  inneren  einander  gleich  und  entgegengesetzt  liegend  annimmt. 
Um  ganz  kurz  verfahren  zu  können,  sollen  hiebei  die  Linsendicken, 
die  wieder  als  sehr  klein  angenommen  werden,  ganz  ausser  Berück- 
sichtigung bleiben. 

Da  unter  der  gegenwärtigen  Annahme 
H’-h  «"=  o=0 
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ist,  so  wird 

k = - !(«»+*) 

und  der  im  Art.  57  für  C -f-  L"  erhaltene  Ausdruck  geht  über  in 

L + L"  = ,^[2m'JD'3  + fc^ßV'f+*)2| 

und  ist  völlig  bekannt.  Der  Ausdruck  des  Art.  50  fllr  L -+-  L"  kann 
mit  der  blossen  Veränderung  von  N in  m angewandt  werden.  Setzt 
mau  daher  hier 
a = ( m — 1)(6ß+m(jtIT — rt)) 
b — m (m — \ -t-  rt) 

c = 2(«i — 1)Ds+»»(m — I ) I)2  (n"' — n)  +2ro',(m' — m)I)'3 

+ (m'-m)&±2D'{n‘'+ny 

so  wird  die  Endgleichung 

0 = os2 — ibs  -4-  c 

Wendet  man  diese  Auflösung  auf  die  vorhergehenden  Daten  an, 
so  erhalt  man,  wenn  die  Kronglaslinse  in  die  .Mitte  gelegt  wird, 

0 = «J—  2(9.3707)*+  (9.4071) 
und  wenn  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  wird 
0 = sJ—  2(9.3450)«+  (9.9983) 

Die  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen  sind  iinaginilr,  und  folglich 
ist  es  unmöglich,  ein  solches  Objectiv  herzustellen. 


62. 

Aus  dem  Vorhergehenden  giebt  sich  zu  erkennen,  dass,  obschon 
sich  ein  Objectiv  von  vier  Brechungen  und  der  hier  in  Rede  stehen- 
den Form,  welches  zwei  Kandstrahlen  von  verschiedener  Brechung 
mit  den  Centralstrahlen  vereinigt,  nicht  herstellen  lässt,  man  doch 
ein  Objectiv  dieser  Form  herrichten  kann,  in  dem  die  Rand- 
strahlen mittlerer  Brechung  mit  den  Centralstrahlen  vereinigt  werden, 
mit  anderen  Worten,  ein  Objectiv,  welches  denselben  Bedingungen 
genügt,  wie  das  im  vor.  Abschnitte  berechnete.  Im  gegenwärtigen 
Falle  kann  ein  solches  Objectiv  auf  verschiedene  Arten  construirt 
werden,  da  eine  Bedingung  willkührlich  bleibt.  Es  ist  gezeigt  wor- 
den, dass  das  Objectiv  möglich  wird,  wenn  man  aimimmt,  dass  die 
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Uusscren  Halbmesser  einander  gleich  sind,  und  entgegengesetzte  Lage 
haben,  und  inan  würde  auch  unter  dieser  oder  jener  anderen  Be- 
dingung ein  solches  herstellcn  können,  aber  unter  jeder  Bedingung 
ist  es  nicht  möglich.  Diess  zeigt  der  zuletzt  betrachtete  Fall,  linier 
der  Annahme,  dass  die  beiden  inneren  Halbmesser  einander  gleich 
seien  unil  entgegengesetzt  liegen,  ist  das  Objecliv  unmöglich,  und 
noch  andere  solche  Falle  würden  sich  herbeifuhren  lassen. 

Alle  diese  Untersuchungen  sind  unter  der  Voraussetzung  ange- 
stellt, dass  die  Linsendicken  so  kleine  Grössen  seien,  »lass  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen  derselben  ausreicht;  es 
lasst  sich  daher  die  Frage  aufwerfen,  welche  Resultate  durch  ein 
Linsensystem  von  der  hier  in  Rede  stehenden  Form  erreicht  wertlen 
können,  wenn  man  annimmt,  dass  wenigstens  Eine  der  Linsendicken 
so  gross  ist,  dass  man  sie  strenge  berücksichtigen  muss.  Zur  Er- 
örterung dieser  Frage  soll  das  Folgende  einen  Beitrag  liefern. 


63. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Dicke  der  mittleren  Linse  so 
gross  sei,  dass  sie  strenge  berücksichtigt  werden  muss,  und  über- 
gehen wir  hiebei,  der  Kürze  wegen,  die  Dicken  der  beiden  ausseren 
Linsen,  die  als  sehr  klein  angenommen  werden  sollen.  Diese  Ueber- 
gehung  ist  zwar  durchaus  nicht  nothwendig,  da  die  genannten  Unsen- 
dicken  liier  eben  so  berücksichtigt  werden  könnten,  wie  bei  den  im 
Vorhergehenden  gelösten  Aufgaben;  ich  werde  sie  blos  der  kürzeren 
Darstellung  wegen  einführen,  und  dem  Leser  die  leichte  Ergänzung 
überlassen. 

Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  des  Art.  17,  die  für  sechs 
Brechungen  ausgeschrieben  ist,  und  entfernen  vor  Allem  daraus  die 
zwei  Brechungen , die  der  dort  angenommenen  grossen  Entfernung 
zwischen  der  dritten  und  vierten  brechenden  Oberfläche  zunächst 
liegen ; wir  eignen  dadurch  diese  Gleichung  dem  jetzt  in  Rede  stehen- 
den Falle  zu.  Betrachten  wir  hierauf  zunächst  nur  den  von  k 
unabhängigen  Tlieil  dieser  Gleichung,  welcher,  gleichwie  in  den  an- 
deren oben  behandelten  Füllen,  für  sich  gleich  Null  werden  muss. 
Substituircn  wir  hier  die  im  Art.  17  angegebenen,  unserer  Aufgabe  zu- 
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kommenden  Brechungsverhüllnisse,  und  wenden  die  mittleren  der- 
selben an,  berücksichtigen  auch  die  Gleichungen 

It  — H"'=  *J,  IC  — /!  "=  2 f 

so  bekommen  wir 

if — n = 2(wi — 1)  (J — ,'f)  -+-  2(m' — 1 ) J1 +m'n„w'd‘  . . . (a) 
wo  ti  die  grosse  Dicke  der  mittleren  Linse  bezeichnet. 

Betrachten  wir  unter  denselben  Voraussetzungen  den  mit  k'"  mul- 
tiplicirten  Theil  der  angezogenen  Gleichung,  so  wird  dieser,  wenn 
wir  zur  Abkürzung 

A 5=5  1 -+-  tt„  d' 

setzen : 

o = {L+qp  + L + r (t) 

Diese  Gleichungen  ( a ) und  (b)  sind  der  weiteren  Entwickelung  zu 
unterwerfen. 


Oi. 

Wendet  man  die  Gleichung  (a)  auf  zwei  verschiedene  Licht- 
strahlen des  Sonnenspectrums  an,  mit  anderen  Worten,  schreibt  man 
erst  N und  iV’,  und  darauf  M und  M'  statt  m und  m darin,  so  ent- 
stehen zwei  Gleichungen , welche  gleichwie  vorher  die  Bedingung 
des  Achromatismus  der  Centralstrahlen  bilden.  Die  Gleichung  ( b ) dient 
hierauf  mit  Anwendung  von  m und  m,  um  die  Kandstrahlen  mittlerer 
Brechung  mit  den  Centralstrahlen  zu  vereinigen.  Diese  Umstünde 
sind  die  nemlichen  wie  in  den  vorhergehenden  Aufgaben,  nur  müssen 
hier,  der  grossen  Linseudicke  d'  wegen,  die  erhaltenen  Gleichungen  an- 
ders behandelt  werden,  als  in  den  vorhergehenden  Aufgaben.  Da  die 
vier  Halbmesser  der  Linsenflüchen,  nebst  d',  fünf  verfügbare  Grössen 
ausmachen,  wührend  nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  sind,  so  kann 
man  zwei  willkuhrliche  Bedingungen  einführen,  und  diese  sollen 
darin  bestehen,  dass  wir  sowohl  die  beiden  üusseren,  wie  die  bei- 
den inneren  Halbmesser,  jedes  Paar  für  sich,  einander  gleich  aber 
enlgegengesetzt  liegend  annchmen.  Diese  beiden  Bedingungen  wer- 
den durch  die  Gleichungen 

n ir  = o,  ii  ■+•«"  = o 

ausgedruckt,  welche  in  Verbindung  mit 

n — ir=  2../,  /r—  /r=  ir 

Abhand  1 <1.  K.  8.  UeMll*eh.  d.  Wiü«en«rh-  XV.  51 
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die  Werthe 


geben. 


R = J,  /{'  = zt' 
/?"=  — J,  R = — zf 


Die  Gleichung  (a)  bleibt  nach  der  Einführung  der  beiden  eben 
genannten  Bedingungen  dieselbe,  aber  sie  lasst  sich  in  zwei  Glei- 
chungen zerlegen,  die  dazu  angewandt  werden  können,  um  derselben 
eine  andere  Uussere  Form  zu  geben.  Aus  den  im  Art.  47  aufgestellten 
Relationen  zwischen  den  Reciproken  der  Vereinigungsweiten  erhalten 
wir  jetzt,  wenn  wir  die  mittleren  Brechungsvcrhallnisse  anwenden, 
und  wie  oben  die  Linsendicken  d und  d"  übergehen,  die  Ausdrücke 
mit " = (m — •+•  (m' — n 
m'n r„  = — (m — I ) [zf — J’)  — (m — 
deren  Unterschied,  wie  man  leicht  findet,  mit  (a)  identisch  ist. 
Wendet  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  einander  an,  um  m in 
dem  Gliede  inn„n"d'  der  Gleichung  (a)  zu  eliminiren,  so  bekommt 
man 

(m-1  + (m—  \)J  = — 

(m — \){J — zf)  +■  {m-\)zf=* 

Nun  giebt  die  Gleichung 

7f„ — it"  = iT„n"d' 

des  Art.  12  leicht 

(1  — n"d')(\  +ir„d')  — 1 

und  die  Verbindung  dieser  mit  der  im  Art.  63  cingcführten  Grösse  / 
führt  auf 

(k) 1 — n"d'  = y > 1 -t-n„d'  = A 

womit  beide  obigen  Gleichungen  in 

(<:) (m  1)  {J  zf)  -i-  (tri  \)zJ  — 

übergehen.  Diese  Gleichung  ist  mit  der  (o)  gleichbedeutend,  ob- 
gleich sie  eine  andere  iiussere  Form  besitzt. 


Um  die  zwischen  d‘  und  A staufindende  Relation  zu  erhalten, 
bemerke  ich,  dass  die  Substitution  von  { c ) in  die  vorstehenden  Glei- 
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chungen  für  tri n"  und  m'n„ 

mV'=  (ti,v-»-7i) 

tritt,,  = — 

giebt;  eliminirt  man  liicmit  n"  unil  ,t„  aus  den  ( k ),  so  führen  beide 
auf  dieselbe  Gleichung,  nemlich 

AJ-(rfv-»-*)-,A  — I = 0 

' • m 

Sieht  man  nun  d‘  als  bekannt  an,  so  crhiilt  man : 


es  entsprechen  folglich  immer  jedem  Werthe  von  <V  zwei  reelle 
Werthe  von  A.  Sicht  man  hingegen  A als  bekannt  an,  so  wird 

d'  = 

n +n  l 

woraus  folgt,  dass  nicht  jedem  Werthe  von  A ein  statthafter  Werth 
von  d'  entspricht.  Denn,  vorausgesetzt  dass  positiv  ist,  so 

wird  d'  negativ  und  folglich  unmöglich,  wenn  entweder  A zwischen 
0 und  I liegt,  oder  wenn  X negativ  und  — A > I ist.  Wenn  hin- 
gegen [7t" -+-  tt)  negativ  ist,  so  sind  die  eben  ausgcsch'ossenen  Werthe 
von  A die  einzigen,  welche  ein  mögliches  </'  geben. 


67. 

Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  (c)  des  vorvor.  Art.  und  bezie- 
hen sie  auf  die  beiden  Lichtstrahlen  des  Soniienspcclrums , deren 
BrechungsverhUltnis.se  N und  N',  so  wie  liez.  M und  W sind,  dann 
erhalten  wir 

{j 

Hier  ist  vorausgesetzt,  dass  A wie  oben  vom  mittleren  Brechungsver- 
hültniss  abhängig  gemacht  werde,  welche  Annahme  eine  kleine  Uebcr- 
gehung  in  sich  scldiesst,  die  aber  nur  sehr  geringe  Wirkung  auf  das 
Resultat  Uussern,  und  schliesslich,  wenn  man  will,  auch  ausgeglichen 
werden  kann.  Losen  wir  statt  der  obigen  Gleichungen  ilie  folgen- 
den auf : 
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(AT—  |)  (!—!')  + (iV'-l)/'  = I 

+ = | 

(welches  durch  die  Ausdrucke  der  Artl.  21  oder  iH  geschehen  kann,) 
so  dass  / und  l'  bekannte  Grössen  werden,  dann  ergeben  sich 

y J71"—  Ini  st  Vn^-Vn). 

** TTT"  * J 

womit  . / und  ./  in  Function  von  A dargeslellt  sind. 

Um  überflüssige  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  von 
nun  an  annehmen , dass  parallele  Lichtstrahlen  auf  das  in  Betracht 
stellende  Linsensystem  eiufallen,  wodurch  jr  = 0 wird,  und  da  wir 
jedenfalls  n"  = 1 setzen  dürfen,  so  verwandeln  sich  die  vorstehen- 
den Ausdrücke  in  die  folgenden: 

J-  J'=J- 

I +1 • «+A 

welche  von  nun  an  ungewandt  werden  sollen. 


Gehen  wir  zur  Gleichung  (b)  des  Art.  03  über,  und  entnehmen 
für  diese  die  Ausdrücke  der  verschiedenen  L aus  den  Gleichungen 
(5)  und  (6)  des  Art.  8,  so  erhält  man  die  Formeln 

L = njr  {(•<*—»)*  — i»*(z/-jr)'ij 

L = -f-'  .V)*—  n )1 1 

W — mn„  (.'•/' -ir  .t„)2| 

L"  = + ”"Y+  »<*”  (4  + Y\ 

deren  Hntwickclung  wir  auf  die  folgende  Weise  ausführen  werden. 
Durch  Hülfe  der  Gleichungen 

* = 0,  /=  ^ 

erhalten  wir  sogleich 

(u) »r(l  A):l  L = (»i — l/‘ 

und  ziehen  wir  die  Gleichungen 


hinzu,  so  ergiebt  sich  ohne  Mühe 
{b)  ...  . m5(l+A)3£  = 

Da  ferner  wegen  n"  -+•  tt  = I 
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wird,  so  entsteht  der  Ausdruck 

m*(  I •+■  X'f  V — Jm'')m7'-|-  A '■’+  mk(m’l'  + A)*| 

welcher  durch  die  Knt Wickelung  der  Potenzen 
»«*  ( I +A)S  L"  = J(fH’+  im)A;,+  i»'(3«i’+  2«)/’AJ-f- 

+ t»'*(3m'+  m)  l"‘  A -4-  m'l'i  j (c) 
gieht.  Miin  kann  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  in  den  von  l. 
Übergeht,  wenn  man  in  der  rechten  Seite  A = — 1 setzt. 

Endlich  wird , wenn  man  ,-iIV  = I macht,  durch  Hülfe  der  vor- 
stehenden Gleichungen 

»i1  (I  -4-  A J L = (in — I)  ((/+ I -4-A)3 -m»(1 -4-A)  (f-4-1 -4- A)*| 
und  nach  der  Entwickelung  der  Potenzen: 

mJ I -4-A) J L"  — im — I)  j(m-4-l)A,-4-((2m-4-3)(/-4-l)  -4-  m)  A2  -+- 

-4-(  m-4-.t)  ,/-4-  I )2  -4-  im  l- 4- 1 ) ) A -4-  (/- 4-  I +»«)  (/+!)*}  </ 

wozu  bemerkt  werden  kann,  dass  der  obige  Ausdruck  von  L daraus 
entsteht,  wenn  in  der  rechten  Seite  A = — I gesetzt  wird. 

60. 

Stellen  wir  nun  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  (a  . b . 
(c),  d)  der  Gleichung  (b)  des  Art.  63  gemäss  zusammen,  und  setzen 
zur  Abkürzung: 

b = im—\)P 

h'  = ^ I ' 

„ m'—  w)  (ro'+  m 

a = ^ 

V = 2m)/' 

«r  j 

c"  — (nt* — »i)(3»i'-4-  *»)/'* 

e"  = ro'*(i»i' — m)l'3 

a"  — (m — I ) (m-t- 1 ) 

//"=  m — l)(2m-4-3)(/-4-l)  -4-  (m— l)m 
c'"  = m — 1)(m-4-3)(/-4-iy2-4-  2m  [in — 1)(/-4-l) 
e"  — m — l)(/-4-1  -4-m)(/-4-1)1 
so  wird  die  Endgleichuug 

0 = (a' -4- o”’)Al-4-(6-4-6'-4-6”-4- 6 A.2-4- (c  ’-l-c'  j A -4- (e' “4- e ) 
Hat  man  hieraus  A bestimmt,  so  findet  man 
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[)a  diu  vorstehende  cubische  Gleichung  immer  wenigstens  Eine 
reelle  Wurzel  hat,  so  wird  man  immer  wenigstens  Einen  mög- 
lichen Werth  fltr  </'  erhalten,  vorausgesetzt,  dass  nicht  immer  die 
oben  erörterten  beiden  Ausnahmefüllc  einlreten , welche  d‘  negativ, 
folglich  unmöglich  machen. 


70. 

Zur  näheren  Heurtheilung  der  Möglichkeit  des  in  Betrachtung 
stehenden  Linsensystems  sollen  jetzt  einige  numerische  Beispiele  lie- 
rcchncl  werden.  Zuerst  nehme  ich  wieder  dieselben  beiden  Glas- 
arlen  an,  welche  zu  den  vorhergehenden  Beispielen  gedient  haben, 
und  setze  voraus,  dass  die  mittlere  Linse  von  Kronglas  sei.  .Man 
erkennt  leicht,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Werthe  der 
mit  / und  /'  bezcichnetcn  Grössen  das  Doppelte  der  im  Art.  53  für 
.1  und  _/  erhaltenen  Werthe  betragen.  Wir  bekommen  daher  so- 
gleich 

/ = + 2.3700,  <'=-+-  4.6834 

und  es  sind  hier  ferner 

m = 1.6391,  m = 1.5291 

Durch  Anwendung  von  Logarithmen  von  blos  vier  Decimalen  erge- 
ben sich  die  Werthe 

b — -t-  8.51 
h'  = — 13.89 

a"  — — 0.149,  b"  = — 2.65,  t"  = - 15.02,  e"  — — 26.41 
a"  = •+  1.686,  b'"=  -h  14.58,  e"  = -4-  40.74,  <•'"=  -+-  36.38 
Die  hieraus  folgende  Endglcichung 

1.537 -4-  6.55  A3  -+-  25.72/.  + 9.97  = 0 
hat  nur  die  einzige  reelle  Wurzel 

/.  = — 0.4300 

welcher  Werth  zu  erkennen  giebt,  dass  das  in  Betracht  stehende 
Linsensystem  bei  den  hier  gewühlten  Daten  nicht  unmöglich  ist. 
Berechnen  wir  aber  die  Rcciprokcn  der  Halbmesser,  nebst  der  Dicke 
der  mittleren  Linse,  so  linden  wir 

II  — — II" = + 4.658 

11=  — II"  = 8.215 

</'  = 2.898 
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wodurch  sich  zeigt,  dass  das  Linscnsystcm , obgleich  theoretisch 
möglich,  dennoch  praktisch  unausführbar  ist,  wenigstens  wenn  dessen 
Brennweite  nicht  äusserst  klein  sein  soll.  Denn  da  die  Dicke  der 
mittleren  Linse* nahe  das  Dreifache  der  Brennweite  betrügt,  so  würde 
dieses  Linsensystem  schon  bei  massig  kleinen  Brennweiten  eine  un- 
ausführbar grosse  Dicke  bekommen  müssen;  um  so  mehr  ist  diess 
bei  grossen  Brennweiten  der  Fall.  Auch  werden,  wie  man  sieht, 
die  Krümmungen  der  Linsenoberflächen  hier  schon  sehr  gross,  wel- 
cher Umstand  die  OefTnung  der  Linsen,  schon  bei  den  kleinsten  Brenn- 
weiten, sehr  beeinträchtigen  würde. 

Als  besondere  Merkwürdigkeit  dieses  Linsensystems  kann  an- 
geführt werden,  dass  es  das  Bild  des  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstandes  aufrecht  zeigt,  wie  leicht  erkannt  wird. 


71. 


Als  zweites  Beispiel  sollen  dieselben  Glasarten  angewandt,  aber 
die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  werden.  Die  Werthc  von  l 
und  /'  entsprechen  jetzt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
denen  von  ./  und  ./'  des  Art.  54;  es  sind  ncmlich  jetzt 


l = + 2.3706,  f = — 2.3128 

nebst 

m = 1.5291,  »»'=1.6391 


Die  hieraus  folgende  Endgtcichung  wird 

1.468A3  + 8.60  A1  -4-  36.47  A -I-  25.80  = 0 


deren  einzige  recllo  Wurzel 

A = — 0.8547 


ist.  Es  ergeben  sich  hiemit 

ll  = — lt"=  ■+■  16.31 
/('  = — «"=  — 15.93 
d'  = 0.517 


Obgleich  hier  die  Dicke  der  mittleren  Linse  bedeutend  kleiner  aus- 
gefallen ist  als  im  vorigen  Beispiel,  und  nur  olingefähr  die  Bälde 
der  Brennweite  des  Linsensystems  beträgt,  so  ist  sie  doch  immer 
noch  zu  gross,  als  dass  dieses  Linsensystem  praktisch  ausführbar 
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vvitre,  wenn  nicht  die  Brennweite  sehr  klein  angenommen  wird. 
Es  tritt  hier  noch  der  störende  Umstand  hinzu,  dass  die  Krümmungen 
der  Oberflächen  der  Linsen  über  die  Maassen  gross  werden. 

Das  hier  erhaltene  Linsensystem  giebt  übrigens,  wie  gewöhnlich, 
umgekehrte  Bilder. 


72. 

Man  kann  die  Vcrmulhung  aufstellen,  ob  nicht  das  in  Unter- 
suchung stehende  Linsensystem  möglich  werden  könnte,  wenn  man 
es  aus  anderen  Glasarien,  als  die  bisher  zu  Grunde  gelegten,  zusam- 
mensetzt. Um  hierüber  Auskunft  zu  erhalten,  soll  statt  des  oben 
angewandten  Flintglascs  ein  solches  der  Kechnung  zu  Grunde  gelegt 
werden,  dessen  hier  in  Betracht  kommende  Brechungs Verhältnisse 

N = 1.58 
M = 1.61  i 

sind.  Ich  darf  annehmen,  dass  cs  Flintglasarten  giebt,  deren  Bre- 
chungsverhaltnisse  ohngeßthr  die  vorstehenden  sind.  Wahrend  ich  an- 
nehme, dass  die  beiden  ausseren  Linsen  aus  diesem  Glase  bestehen, 
soll  für  die  mittlere  Linse  wie  bisher  dasjenige  Kronglas  angewandt 
werden,  dessen  correspond irende  Brechungsverhaltnisse 

N'  — 1.5187 
M = 1.53956 

sind.  Die  mittleren  Brechungsverhaltnisse  worden  nun 

m — 1.5970 
m = 1 .529 1 

und  aus  diesen  Daten  bekommt  man  zuerst 

l = -+-  2.3736 
/'  = + 6.1410 

so  wie  die  Endgleichung 

1.460  A3 — 3.66  Al  -+-  21.81  A — 3.00  = 0 
deren  einzige  reelle  Wurzel  sehr  nahe 

;.  = •+-  0.14 

ist.  Dieser  Werth  von  A wird  aber  auf  einen  negativen,  folglich 
unmöglichen  Werth  von  W führen,  und  das  hier  betrachtete  Linsen- 
system ist  demnach  in  jedem  Betracht  unmöglich. 

Vergleichen  wir  nun  dieses  Resultat  mit  dem  des  Art.  70. 
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welches  A = — 0.13  gab,  so  folgt,  dass  für  Klintglasarten,  deren 
Brechungsverboltnisse  zwischen  den  dort  und  den  hier  angewandten 
liegen,  die  Werthe  von  A zwischen  — 0.43  und  -+-  0.14  liegen 
müssen.  Diesen  Werthen  entsprechen  aber  wachsende  Werthe  von 
d',  die  bis  ins  Unendliche  sich  steigern,  und  dann  unmöglich  wer- 
den. Da  nun  die  im  Art.  70  angewandten  Brechungsverhaltnisse 
des  Fiintglascs  zu  den  grössten  gehören,  die  vorhanden  sind,  so 
zeigt  sich  die  Unmöglichkeit,  ein  Linsensystem  von  der  angenom- 
menen Form  herzustellen,  welches  den  hier  geforderten  Bedin- 
gungen entspricht. 


73. 

Wendel  mau  wieder  die  Brechungsverhaltnisse  des  vor.  Art.  an, 
verlegt  aber  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte,  so  bekommt  man 

/ = -h  2.373 
/'=  — 3.768 

und  die  Endgleiehung 

1.421  AJ-f-  0.77 A2-t-  38.80  A -|-  20.23  = 0 
deren  einzige  reelle  Wurzel  sehr  nahe 

A=  — 0.32 

ist.  liier  ist  wieder  das  Linsensyslem  theoretisch  möglich,  aber  man 
erhalt 

H = — rt "’=  -i-  4.94 
11' = — II"  = — 7.83 
d'  = 2.24 

und  aus  den  oben  angeführten  Gründen  ist  also  auch  dieses  Linsen- 
system  praktisch  unausführbar. 


74. 

Da  ein  achromatisches  Linsensystem  von  der  in  Bede  sichenden 
Form  nicht  hergestellt  werden  kann,  so  wollen  wir  untersuchen,  ob 
sich  nicht  ein  solches  hersteilen  lasst,  in  welchem  man  von  der  Be- 
dingung des  Achromatismus  absicht,  und  blos  die  Handstrahlen  mitt- 
lerer Brechung  mit  den  Centralstrahlen  derselben  Brechung  vereinigt. 
Ein  solches  Linsensystem  kann  man  auch  so  deliniren,  dass  die 
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Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt  in  demselben  gehoben  ist;  es 
wird  mithin  zur  Klasse  der  sogenannten  Aplanaien  oder  aplana- 
tischen  Loupen  gehören,  welche  vielfache  Anwendung  finden. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  beruht  wieder  auf  der  Erfüllung 
der  Gleichungen  («)  und  (6)  des  Art.  63,  wahrend  in  (a)  die  mitt- 
leren Brechungsverhaltnisse  zu  belassen,  und  dieselben  wiederum  in  (6) 
oinzuführen  sind.  Wir  könnten  demgemäss  die  schon  gegebene  Ent- 
wickelung von  (6)  anwenden,  aber  da  diese  jetzt  anders  geordnet 
werden  muss,  so  wollen  wir  etwas  weiter  zurückgehcn. 

Setzen  wir  wieder  jt  = 0,  rr'y  = 1,  dann  erhalten  wir  aus  den 
Gleichungen  des  Art.  68: 
m5(l+A)JL  = (m—  \)P 
m5(1  -M)3L  = 

— *'*  (3m' •+•«)/'*  -t-  in  (3m' + 2m)/'  — (»*'-»- m)j 

mi{\+X?L,= 

m'2(3m'+m)A/'3  -+-  m'(3m'^-2m)A,/'  +•  (m'+m)A,| 

m7{\+lfL"= 

(m — 1)}f  -4-  (*+S)(1+A)P  + (2m+3)(1+A)*/+  (m+  l)(l  +A)‘| 
deren  Substitution  in  die  oben  angezogene  Gleichung  ( h ) 

(*—4){(1  +l*/+(*+3)(1  +).)l7+  (2m+3)  (1  +;.)1/+(»i+l)(l  +A}3| 
+ m'~im  jm'4(l  -f-A2)/'3  -+-  m'J  (3w'-+-  m)(1  -A)A/'J+ 

-»-  2m'(3m’+ 2m)AJ/'+  (m'-H»)(A — 1 )A2j  — 0 

ergiebl.  Seien 

^ ln— 1 ’ ^ in' — m 

und  zur  Abkürzung : 


a 

c 


Iw—Tj*  ’ 


(2m-*-3)(1+A)5, 


a'= 


b 

e 

b' 


£?(<+*) 

(m — 1)(»n-t-1)(1  -t-A)3 

!ü^L??M_A)A 

m — m ' * 


3 , (m'  — m,  lm"+  m)  /.  j\il 

mi  S , e ^ 


so  wird  die  vorstehende  Gleichung 

0 = a/i3  bk2- 1-  ck  -+-  e -t-  a k'J  - 1-  b' k'2  + c k'  -+-  e 


in  welcher  k oder  k'  eliminirt  werden  muss. 
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75. 


Durch  die  vorhergehenden  Substitutionen  haben  wir  schon  die 
Gleichung  (o)  des  Art.  63  in  die  folgende  verwandelt, 

(wi—1)/  -+-  (»»' — »»)/'  = I 

Führt  man  hierin  die  Grössen  k und  k'  des  vor.  Art.  ein,  so  gehl 
sie  Über  in 

k + k'  = 1 


womit  aus  der  letzten  Gleiehung  des  vor.  Art.  leicht  k oder  k'  eli- 
ininirt  werden  kann.  Kliminirt  man  k,  so  bekommt  man  die  lind- 
gleichung 

0 — a — a)k’'-+-  (//-+-  3 a-bb)k'2+ic’ — 3a — 2b — c)fc'-He'-*-u+6-t-c-t-e) 


Hat  man  hieraus  k'  berechnet,  so  werden 


R = - ir  = 


l -k‘ 


Im-  »)' <-M) 


ir _ U" 

im'—  m)H+T| 


womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


76. 

Da  die  Undgleichung,  welche  wir  eben  erhallen  haben,  von 
zwei  Unbekannten,  nemlich  von  k'  und  A,  oder  was  dasselbe  ist, 
von  k'  und  d'  abhitngt,  so  lassen  sich  viele  verschiedene  aplana- 
tische  Loupen  von  der  hier  verlangten  Form  herstellen,  von  denen 
manche  indess  nicht  annehmbar  sein  dürften.  Zur  Berechnung  muss 
man  ursprünglich  einen  passenden  Werth  von  d’  annehmen,  und  da- 
mit durch  die  Gleichung 

1 = 4(5±f/r+s) 

den  entsprechenden  Werth  von  A aufsuchen,  worauf  die  übrige  Rech- 
nung bestimmt  ist.  Da  jedem  Werthe  von  </'  zwei  Werthe  von  A 
entsprechen,  von  welchen  der  eine  positiv,  und  der  andere,  negativ 
ist,  so  bekommt  man  für  jeden  angenommenen  Werth  von  «/'  zwei 
verschiedene  aplanalischc  Loupen,  von  denen  jedoch  diejenige, 
welche  dem  negativen  Werthe  von  A entspricht,  gemeiniglich  ausge- 
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schlossen  werden  muss,  da  sie  auf  sehr  grosse  Krümmungen  der 
Linsenoberflachen  fuhrt. 

Zur  scharfen  und  definitiven  Berechnung  einer  solchen  aplana- 
lischen  Loupe  gehört  übrigens  noch  die  Zuziehung  der  Dicken  der 
beiden  äusseren  Linsen,  die  im  Vorstehenden  übergangen  worden 
sind.  Man  kann  diese  beiden  Dicken  immer  einander  gleich,  und 
als  sehr  klein  ansehen,  sie  folglich  durch  die  oben  entwickelten  all- 
gemeinen Ausdrücke  leicht  mit  in  Rechnung  ziehen.  Sie  sollen 
übrigens  weiter  unten  angegeben  werden. 

77. 

Zur  Berechnung  eines  Beispiels  werden  wir  hier  zuerst  dieselben 
Brechungsverhältnisse  annehmen,  die  uns  bei  den  meisten  Beispielen 
gedient  haben,  ncmlich 

m — 1.631)1 
ni=  1.5291 

und  die  Dicke  der  mittleren  Linse 

d'  = 0.2 

setzen.  Es  folgt  hieraus 

/.=  •+-  1.06752.  und  = — 0.93673 
wovon  nur  der  positive  Werth  angewandt  werden  soll.  Man  be- 
kommt nun  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  71: 
a = •+■  5.238,  b = -+•  15.007,  e = -t-  26.85,  e = -4-  1 1.9  I 

«'=  + 413.3,  b'=- 1-  i.079,  c'=  -+-  1 1.72,  e = — 0.011 

und  hieraus  die  Endgleiclumg 

408.1  ft'3  H-  34.80  ft'1-  60  85  ft' + 61.99  = 0 
deren  einzige  reelle  Wurzel 

ft'  = — 0.6600 

ist.  Schliesslich  werden  hiemit 

R = — /{"'=  -h  1.256 
R'  — — fl"  = -+-  2.901 
gefunden.  Diess  ist  ein  ausführbares  Resultat. 

78. 

Wir  wollen  noch  ein  Beispiel  mit  Zugrundelegung  der  mittleren 
Brechungsverhältnisse,  die  zu  dem  Beispiel  des  Art.  72  gedient  haben, 
durchfuhren,  nemlich 
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m = 1.5970 
tri  = 1 .529 1 

und  dabei  wieder  X = •+•  1.06752  setzen.  Es  werden  nun 
«=  6.001,  b=  15.78,  c = 26. i9,  e = 13.71 

a=  1084.7,  b'~  6.564,  c’=  11.60,  «'=—0.007 

1 078.7 fc'3 -»-  40.35/e'2  — 64.45k'-»-  61.97  = 0 
/:'=  — 0.4516 
11  = — I{"=  + 1.176 
ß'=  — /("=  ■+•  3.216 

welches  Resultat  vom  vorhergehenden  nur  wenig  verschieden  ist. 
Dass  aplanatische  Loupen  der  in  Rede  stehenden  Form  mit  Erfolg 
ausgefUhrt  werden  können,  ist  praktisch  nachgewiesen,  da  die  Herren 
Steinhbil  solche  anfertigen,  die  im  ganzen  nicht  unbeträchtlichen 
Gesichtsfelde  sehr  reine  Bilder  geben.  Dass  der  Mangel  an  Achro- 
matismus hier  keine  merkliche  Undeutlichkeit  hervorbringt,  kann 
vielleicht  als  eine  besondere  Eigentümlichkeit  des  Auges  angesehen, 
und  damit  erklärt  werden,  dass  das  Auge  bei  der  Betrachtung  eines 
Gegenstandes  durch  eine  Loupe  für  die  Abweichung  wegen  Kugel- 
gestalt weit  empfindlicher  ist,  als  fUr  den  Chromatismus. 


§.  4.  Anhang  lind  Nachtrag. 

79. 

Mil  der  Bezifferung  dieses  Artikels  bricht  das  Manuscript  des  Autors  plötz- 
lich ab,  ohne  die  am  Schlüsse  des  Art.  76  in  Aussicht  gestellten  Angaben  Uber 
die  Dicke  der  beiden  äusseren  Linsen  zu  enthalten.  Die  dem  Manuscript« 
beiliegenden  Brouillonblilller  geben  über  den  Inhalt  der  beabsichtigten  Fort- 
setzung keine  bestimmte  Auskunft:  cs  scheint,  dass  der  Verfasser  noch  die 
Differentialformcln  zu  entwickeln  gedachte,  durch  welche  der  Einfluss  einer 
Aenderung  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Vereinigungsweile  der  Strahlen 
bestimmt  wird*). 

Den  bezüglichen  Aufzeichnungen  des  Verfassers  entlehnen  wir  die  folgen- 
den Artikel. 


■ Vergt.  die  Anmerkung  am  Schlüsse  des  Arl  1(1 
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80. 

»Es  ist  in  Bezug  auf  achromatische  Objeclive  überhaupt  ein  wesentlicher 
Umstand  zu  erörtern,  niimlich  zu  untersuchen,  wie  viel  an  der  guten  Wir- 
kung des  Ohjeclivs  eingcbUsst  wird,  wenn  die  berechneten  Werlbe  der  Halb- 
messer der  brechenden  Oberflächen  in  der  Ausführung  nicht  genau  hergestellt 
worden  sind.  Es  ist  diese  Untersuchung  um  so  mehr  erforderlich,  da  auch 
der  geschickteste  Künstler  die  genaue  Ausführung  dieser  Maasse  nicht  ver- 
bürgen kann,  und  sie  ihm  Anleitung  gicht,  die  Halbmesser  zu  erkennen, 
deren  Aenderung  am  zwcckmiissigslen  vorgenommen  wird,  wenn  ein  ange- 
fertiglcs  Objecliv  bei  der  Prüfung  desselben  Verbesserungen  wünschenswert!) 
oder  nothwendig  erscheinen  lasst. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  in  der  Ermittelung  der  Diflerential- 
quotienten  der  Brennweite  in  Bezug  auf  die  genannten  Halbmesser,  wobei 
aber  genügend  ist,  diese  DiHerenlialquolienten  auf  die  mit  der  Abscissenaxe 
parallel  einfallenden  Strahlen  zu  beschranken.« 

81. 

Da  die  vom  Verfasser  angestellten  analytischen  Entwickelungen  der  Diffe- 
rentialformeln  eine  Bezeichnungsweise  vornusselzen,  die  von  der  in  der  vorher- 
gehenden Abhandlung  gewühlten  wesentlich  abweicht,  so  mag  hier  die  Mit- 
theilung der  numerischen  Anwendungen  genügen.  Dieselben  beziehen  sich 
auf  zwei  Objeclive.  welche  mit  den  im  obigen  §.  2 berechneten  nahe  Überein- 
kommen, wenn  man  die  Utngenmaassc  entsprechend  rcdueirl. 

»Setzt  man  die  Brennweite  / = 1127^7 
die  halbe  Ocffnung  k = 35.  0 

so  sollen  die  vier  Halbmesser  resp.  ilie  folgenden  Wcrthe  erhallen : 


1.  Objectiv 

11.  Objectiv 

r = + 1793*247 

r = 

+ 470*333 

r'  = - 277.974 

r = 

— 496.525 

r"  = - 277.974 

r"  = 

- 496.523 

r " = — (>47.532 

>*w= 

+26965.6 

Mit  diesen  Daten  findet  sich: 

für  das  erste  Objectiv 

ßr\ 

i<*r\ 

i 

l*f\ 

Ist) 

W 

M 

M 

rolhe  Cenlralslrnhlen  -+-  0.2055 

— 8.5340 

+ 10.1678 

- 1.8714 

rolhe  Bandslrahlen  -+-  0.20fif 

— 8.9169 

+ 10.5628 

— 1.8946 

violette  Cenlralslrnhlen  + 0.2138 

— 8.8745 

+ 10.8592 

— 2.0025 

violette  Bandslrahlen  + 0.2144 

- 9.2574 

+ 11.2542 

- 2.0227 
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für  das  zweite  Objectiv 

l»n 

i*r\ 

/»r\ 

wl 

W 

M 

rolhe  Centralslrahlen 

+ 3.0212- 

— 2.6875 

•+•  3.2020 

— 0.0010808 

rothe  Kandslrahlen 

3.0304 

— 2.7442 

+ 3.2674 

— 0.0010829 

violette  Centralslrahlen 

-1-3.1430 

— 2.7955 

■+  3.4207 

— 0.0011547 

violette  Randslrahlen 

+ 3.1522 

— 2.8522 

3.4864 

— 0.0041568 

82. 

»Man  siehl,  dass  ein  Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Ober- 
flächen in  diesen  beiden  Ohjectiven  sehr  ungleiche  und  verschiedene  Wirkung 
äussert;  beim  ersten  Halbmesser  ist  die  Wirkung  im  ersten  Objectiv  kleiner 
als  im  zweiten,  aber  bei  den  anderen  drei  Halbmessern  findet  das  Entgegen- 
gesetzte  statt.  Hie  Wirkung  eines  Fehlers  beim  dritten  Halbmesser  ist  hei 
beiden  Objccliven  am  grössten.  Habe  man  z.  B.  in  der  Ausführung  dieses 
Halbmessers  um  fünf  Linien  gefehlt,  so  werden  die  Aendcrungen  der  Ver- 
cinigungsw  eiten  der  ölten  betrachteten  Lichtstrahlen  der  Reibe  nach 

im  ersten  Objectiv  im  zweiten  Objectiv 
50*84  <6^01 

52.81  16.34 

54.30  47.10 

56.27  47.43 

grösste  Llingenabweichung  5*43  1 *42 

Nun  zeigte  aber  die  in  der  früheren  Abhandlung  geführte  Untersuchung 
des  Königsberger  Heliomelerobjectivs,  dass  in  diesem  bei  derselben  Gattung 
von  Strahlen  die  grösste  Abweichung  = 1 *24  4 ist*),  und  dennoch  ist  dieses 
Objectiv  eines  der  besten  vorhandenen , und  zur  Zufriedenheit  Bessrl’s  aus- 
gefallen. Man  erkennt  hieraus,  dass  eine  Längenabweichung  wie  die  eiten 
angeführte  für  die  Anwendung  ohne  sonderlichen  Nachthcil  bleibt,  und  dass 
daher  das  obige  zweite  Objectiv,  dessen  eben  erhaltene  grösste  Längen- 
abwcichung  nur  unbedeutend  grösser  ist,  als  die  des  Königsberger  Objectivs, 
in  dem  Halbmesser,  dessen  Fehler  den  grössten  Einfluss  äussert,  einen  Fehler 
von  5 Linien  verträgt,  während  Itei  dem  ersten  Objcclive  dieser  Fehler  wohl 
eine  merkliche  Abnahme  der  Deutlichkeit  der  Bilder  verursachen  würde.  Das 
zweite  Objectiv  ist  also  sicherer  und  leichter  herzuslellen  als  das  erste. 

83. 

•Wenn  man  annehmen  darf,  dass  der  Fehler  des  zweiten  und  des  dritten 
Halbmessers  in  der  Ausführung  dersellte  bleibt,  so  wird  die  Totalwirkung 
dieses  Fehlers  gleich  der  Summe  der  Einzelwirkungen  dieser  beiden  Halit- 
messer, folglich  in  diesem  Falle 

’ Siehe  Art.  77  der  ersten  dioptrisrlieu  Abhandlung,  S.  161  dieses  Bandes. 
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heim  ersten  Ojecliv 

+ 1.0338 


+ (.6459 
+ 1.9847 
+ 1.9968 


heim  zweiten  Ohjectiv 


+ 0.5445 
-4-  0.5232 
-+-  0.6252 


-4-  0.6339 


Die  Wirkung  eines  Fehlers  wird  also  unter  dieser  Voraussetzung  viel 
kleiner,  aber  beim  zweiten  Ohjectiv  mehr  wie  drei  Mal  so  klein  als  beim 
ersten , withrend  die  betreffenden  Halbmesser  des  zweiten  Objeclivs  weniger 
als  zwei  Mal  so  gross  sind  als  die  des  ersten. 


84. 


»Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen , muss  der  Umstand  mit 
hinzugezogen  werden , dass  der  bei  der  Ausführung  eines  Objeclivs  zu  be- 
fürchtende Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Oberflächen  bei  ver- 
schiedener Grosse  dieser  Halbmesser  verschieden  ausfallen  muss.  Ein  gleich- 
förmigeres Maass  des  zu  befürchtenden  Fehlers  erhält  man  durch  Einführung 
der  »Krümmung«  dieser  Oberflächen,  wenn  man  darunter  die  Abscisse  der 
Randstrahlen  in  ihrem  Einfallspunkl  versteht,  die  dem  Sinus  Versus  des  be- 
treffenden Centriwinkels  gleich  ist.  Bezeichnet  man  hier  diese,  jedesmal  von 
der  betreffenden  Oberfläche  an  gerechneten  Abscissen  mit  q,  q',  etc.,  so  erhält 
man  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  VVerlhe  der  Differential(|Uotienlcn 


if 


2£(t) 


etc. 


die  man  sowohl  auf  die  Ccnlralstrahlen  wie  auf  die  Randslrahlen  an- 
wenden darf. 

Nimmt  man  nun  0''0I  zur  Einheit  an,  so  findet  man  für  die  beiden 
obigen  Objeclive  dir  folgenden,  numerischen  Werthe: 


für  das  erste  Ohjectiv 


/an 

[ M\ 

/»M 

/ ir  \ 

1 

M 

ta'") 

für 

die 

rollten  Genlralstrahlen 

-4-  10.79  - 

10.31 

+ 42.28 

— 12.82 

- 

- 

- Randstrahlen 

-4-  40.82  — 

10.77 

+ 12.76 

— 12.97 

- 

- 

violetten  Genlralstrahlen 

+ 11.22  — 

10. 56 

+ 13.12 

- 13.71 

- 

- 

- Randslrahlen 

+ 44.25  - 

11.48 

+ 13.59 

- 13.85 

für  das 

zweite  Ohjectiv 

/»n  i 

<»r\ 

1 \ 

ta)  I 

r(r) 

W 

für  die 

rothen  Genlralstrahlen 

+ 10.89  - 

10.82 

+ 12.89 

— 13.31 

- 

- 

Randstrahlen 

+ 10.92  - 

11.05 

+ 13.45 

— 13.34 

- 

- 

violetten  Genlralstrahlen 

+ 11.33  - 

1 1 .25 

+ 13.77 

- 14.22 

- 

_ 

Randslrahlen 

+ 41.36  - 

44.48 

+ 4 4.03 

- 14.25 
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Also  die  Wirkung  eines  und  desselben  Kehlers  in  den  Krümmungen  der 
Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  ist  (vorausgesetzt,  dass  die  Kugel- 
gestalt dieser  Oberflächen  stets  erhalten  bleibt)  in  diesen  beiden  Objectiven 
bis  auf  Weniges  dieselbe,  nur  ist  beim  zweiten  Objectiv  die  aus  einem 
solchen  Fehler  entstehende  Aenderung  in  den  Vereinigungsweiten  der  ver- 
schiedenen Strahlengattungcn  geringer  als  beim  ersten  Objectiv.  Jenes  ver- 
tragt also  ohne  grössere  Beeinträchtigung  seiner  Wirkungen  grössere  Fehler 
in  diesen  Krümmungen  als  dieses.« 


Nachtrag. 


85. 

Im  Art.  80  ist  die  Gleichung  n" — n = P+Qk*  nufgestelll  und  behufs 
Beseitigung  der  sphärischen  Abweichung  in  die  beiden  Gleichungen 

ii  ' — n = P und  0 = 0 

zerfallt  worden.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  die  in  die  gegenseitigen 
Abstande  d der  Uinsenoberflilchen  multiplicirten  Glieder  in  P selbst  noch  von 

dP 

k abhöngen,  so  dass  P eigentlich  die  Form  P+  A2  annimmt,  mithin  Q um 
j P 

jp  zu  vermehren  ist.  Dadurch  erleiden  die  in  der  Abhandlung  gegebenen 
Entwickelungen  an  einigen  Orlen  gewisse  Modiflcationen,  welche  im  Folgenden 
aufgeftlhrt  werden  sollen.  Es  war  dein  Verfasser  keineswegs  entgangen,  dass 
die  in  seinem  Manuscripl  enthaltenen  Formeln  mit  einigen  in  Eclrr's  Dioptrii. 
abgeleiteten  Besultaten  nicht  völlig  im  Einklang  standen,  und  er  sprach  gegen 
den  Schreiber  dieser  Zeilen  das  Bedauern  aus,  dass  er  bei  dem  Zustande 
seiner  Augen  vorläufig  nicht  daran  denken  könne,  dem  Grunde  dieser  Ab- 
weichung nachzuforschen.  Ware  es  ihm  vergönnt  gewesen,  die  letzte  Hand 
an  die  Redaclion  seiner  Abhandlung  zu  legen,  so  wurden  die  hier  in  den 
Nachtrag  verwiesenen  Ergänzungen  vermuthlich  schon  im  Texte  der  Abhand- 
lung Berücksichtigung  gefunden  haben.  Einer  Entschuldigung  dafür,  dass 
der  Herausgeber  nicht  diese  Umarbeitung  unternommen , wird  es  hoffentlich 
nicht  bedürfen;  wohl  aber  hat  derselbe  ausdrücklich  zu  betonen,  dass  ihm 
für  die  Mangel  dieses  Nachtrags  die  Verantwortlichkeit  allein  zur  l.asl  fallt. 

86. 

Gehen  wir  von  den  im  Art.  Ui  gegebenen  Fundamentalgleichungen  aus, 
welche  wir  in  der  Form 

= n,+l  - n‘)  fl'  -t-  n'",  -t-  ~Ük*k* 

schreiben  können,  so  werden  durch  dieselben  die  reciproken  Vereinigungs- 
weiten ii  7t"  ii"  . . . als  (lineare  Functionen  von  ir*  liestimml.  Da  jedoch 

AMimJI.  il.  K.  8.  OMlwh.  d.  XV.  S3 
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die  auf  der  rechten  Seile  vorkommenden  Grossen  tr,  n„  n,„  . . . nach  Art  1 2 
den  Relationen 

([  _ t _t_  _ cT  = - L i s w 

n'  n,  1 n"  n„ 1 

genügen , so  müssen  auch  die  Glieder  nV„  n"n„...  von  k abhängen,  und 
cs  kann  diese  Abhängigkeit  innerhalb  der  Grenzen  der  hier  erforderlichen  Ge- 
nauigkeit dadurch  berücksichtigt  werden,  dass  man  aus  ihnen  die  resp.  Glieder 


a , in,  Jt'*  , „ ö :i  „ V* 

*n  usw- 


S HP*  i 


aussondert  und  mit  den  bereits  explicite  von  k abhängigen  Gliedern  ver- 
einigt. 

Dadurch  nehmen  die  erwähnten  Fundamentalgleichungen  die  Gestalt  an 

n‘+V+1  = (n,+1  - n‘)  fl‘  + n‘nt  -t-  ^ jz.'  + g A|  A' 

wo  jetzt  n,  n„  n„  . . . die  Werthe  dieser  Grössen  für  A = 0 , d.  h.  die  der 
Richtung  der  optischen  Achse  entsprechenden  reciproken  Vereinigungsweiten 
bezeichnen.  Aus  den  in  den  Arlt.  12  und  13  bewiesenen  Relationen  erhält 
man  leicht 

Ik'llin,  lk\iin'  , in,  ,k\*in' 

U 5P  = (?)  TU  odcr  JF»  = \Tp)  Tk*  u-  s-  w 

mithin  nach  ausgeführtcr  Substitution : 

riri  = (»'  — n)  H -+-  nn  ■+■  ~ l.k 5 

ri'n  = (n"  — n')  II'  + rin,  + -j  j/.'  + 2n'  ( k'1 

ri"n'"=  n")  fl"  + ri'n„  -+•  ^ )/."+  2 n"  |~j  * jj- ~ J A',J 

u s.  w.  Hieraus  ergehen  sich  durch  Differentiation 

**  JF  = '■ 

2n  ^ - /.  + 2»  (v)  TO  = t'+  (T)  /, 

2,1  5P»  — L + *“  (p)  5F5  ^ + (p)  L + (p)  i 

u.  s.  w.  Damit  gehen  die  Gleichungen  hervor: 


n'«'  — («'  — n ) fl  •+•  n « + y /.  A5 


= [n"  — ri)  fl'  -i-  «'«,  -+-  {/,  A4  -i-  /.'A'4) 

«")  H"+  n“tr„+  { Lk 4 + /.'A'<  + i'A"4} 

deren  Gesetz  sofort  in  die  Augen  springt. 


M! 
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Will  niiin  üus  den  vorslehenden  Gleichungen  durch  successive  Addition 
die  den  Formeln  des  Art.  15  entsprechenden  Ausdrücke  ablciteu,  so  darf  man 
nur  in  der  jedesmaligen  letzten  Gleichung  die  von  A abhängigen  Glieder  hei- 
behallen,  und  erhalt  folgende  Keihe  von  Gleichungen 

n'n'  = nn  •+•  (»»'  — n)  /I  -t-  y IA* 

n"n"  = nn  («'—  n ) H (n"—  n'j  H'-b  n'n'n,d  + y^j{/-A4-t-  IT4) 
n'"7i'"  = nn  + [n'—n)R  + I n" — «')/!'+  in'"  — n")  lt"+  n'n'n, d •+•  ri';i”n,jC 

+ + L'k'*+  TA''1} 


Hier  gellen  die  Wertlie  der  sünitnllichen  n auf  der  rechten  Seile  für  A = 0, 
wahrend  die  von  k abhängigen  Glieder  Vermöge  der  Relationen  des  Art.  13 
auf  die  Form  gebracht  werden  können 

nn  ...  j 4®{(l  -+-  n,  il)1  L + (1  — »'dj)JT) 

n'n'  . . . y A*{(1  -t-  n,  d}*  (1  n„<l')*L  + (1  - rr'rf)*  (1  + 7r„d"l*L'  + 

+ (1  -7id)*[  1 — rrV)1!'} 

Die  Abweichungen  dieser  Ausdrücke  von  denen  des  Art.  15  erklären  sich 
einfach  aus  dem  Umstande,  dass  dort  die  in  den  sogenanuten  Nebengliedern 
vorkommeuden  n n,  . . . noch  Functionen  von  A geblielien  sind.  Für  kleine 
Wcrthe  der  Entfernungen  d </'...  erhall  man  den  Gleichungen  des  Art.  16 
entsprechend 

n"n"  = »a  + (»'  — ui  H -+-  («”—  »’J  H' •+■  n'n"1  d ■+■  y A* {A+l'+S nd (I  — T) ) 
n‘"n"  = ...  -t-  y A*  {I+T  -t-  L'+ind  (L-L'~  L")  + 2™"d'(I + /.'-/.”)} 


elienfalls  mit  leicht  erkennbarem  Gesetze. 

Ebenso  nehmen  in  dein,  Art.  17  erörterten  Falle  von  sechs  Brechungen 
die  von  A abhängigen  Glieder  unter  den  jetzigen  Voraussetzungen  die  Form  an 

yA”'J  [I  + in"d"-b  2nV,v j {[I  + /.’+  I'  -t-  4 n'dL-bi  «V(I+T)](1  +wwtf')4+ 

-+■  (t"'-r-/.,v-4-  I»—  in'V"  (1"+  T;  - 4/iV,vT) 


88. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Modilicationen,  welche  in  Folge  der  vorstehenden 
allgemeinen  Entwickelungen  in  den  Anwendungen  auf  speciclle  Falle  cin- 
treten,  so  haben  wir  zunächst  die  Gleichung  (b)  des  Art.  22  zu  betrachten. 
Dieselbe  wird  zu  ersetzen  sein  durch 

0 — I + /.  + /.  + i /<  Ld—  \n  L d 

5»* 
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so  dass,  wie  leicht  zu  sehen , keine  weitere  Aendcrung  als  die  Verdoppelung 
der  Art.  25  eingeführten  Hülfsgrösse  C'  vorzunehmen  ist.  Schreibt  man  zur 
Abkürzung 

h -t-  iv  = 2t’ , u'-t-  w'  = 2 u' , dl)  = ’ - , in'  = - 

in  in’ 

so  erhält  man  leicht 

2 C = 4 (/I  — »)*  | ~ S l)  + 4 ilC-n"'}-)  _ ü^l’J  S tr 

Hiermit  gehen  bei  der  zweiten  Approximation  die  Eudglcichungen  der 
Artt.  2K  und  2!t  resp.  über  in 

(0.085891)  <f  + 2 (0.837887)  y + (4 .579097)  = 0 
und  (0. 084183;./* + 2 (0.835 147)«/+  1.575457)  =0 

Für  das  erste  Ohjecliv  folgen  daraus  die  Werlbc 

y = -«.53412,  H = + 0.631  46  , l{'  = — 4.05433,  H"  = — 1.73904 

mit  einer  Differenz  von  +67  Einheiten  der  letzten  Stelle,  während  für  das 
zweite  Objectiv 

y = -4.75857,  II  = +2.38630,  H'  = -2.28254,  H"  = -0.03041 

gefunden  werden.  Diese  Wcrlho  haben  um  579  Einheiten  der  letzten  Stelle 
abgcnonimen. 

Die  Rechnung  für  die  dritte  Annäherung  in  Bezug  auf  das  zweite  Objectiv 
ergibt  endlich 

A = + 0.0076429  J = + 2.334419 

« = +0.0079523  J’ — - 1.456448 

C = + 0.000895  I)  ss  + 2.336233 

2 r=  + 0.024  446  I)'  = - 1.155762 

nebst  der  Endglciehuug 

0.084 1906)  g1  + 2 (0.8351474)  y + (1.5754422)  = 0 

und  hieraus 

g =—  4.758163,  II  -.  + 2.38664«  , «'=—2.282192,  «"=+0.030706 

89. 

Bei  den  im  §.  3 behandelten  Linsensystemen  mit  vier  Brechungen  geht 
zunächst  die  Formel  des  Art.  49  in  die  moditicirte  Gleichung 

0 = /.+  //  + £"+  /,"'+  4 ndL  + 4 n"d’(L  + /.')  — 4 

f Uber,  wodurch  der  Werth  der  Art.  52  definirten  Hülfsgrüssc  C eine  enl- 
* sprechende  Aendcrung  erleidet.  Die  Glieder  der  zweiten  Zeile,  nämlich 

+ .V*  nid  + .V*«"(£  + L‘)  d'- .Y*  n"  Cd" 

haben  einfach  den  Factor  2 zu  erhallen.  Diese  Aendcrung  trägt  sich  auf  die 
in  den  le  iden  Endgleichungen  durch  y und  y bezeichnclen  Glieder  üImt,  von 
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denen  das  letztere  mit  der  in  den  Arlt.  50  und  51  ebenso  bezeichneten 
llülfsgrössc  g'  selbstverständlich  nicht  verwechselt  werden  darf,  ln  Art.  58 
sind  es  wiederum  die  Grössen  C resp.  c,  welche  durch  die  in  Rede  stehende 
Aendcrung  betrollen  werden.  Da  indessen  in  den  numerischen  Anwendungen 
allenthalben  die  Linsendieken  vernachlässigt  worden  sind,  so  bleiben  die  nur 
fUr  die  erste  Approximation  berechneten  Resultate  unverändert. 


90. 


Erst  bei  Art.  05  u.  folgg.,  wo  die  Dicke  der  mittleren  Linse  als  beträcht- 
lich vorausgesetzt  wird,  treten  wesentlichere  Modilicalionen  ein.  Die  Gleichung 
(ft)  des  Art.  65  verwandelt  sich  in 

0 = (L  + L'\  A4  -t-  L"+  L"‘ 

und  durch  Ausführung  der  'n  den  Artl.  68  und  69  gelehrten  Rechnung  in  die 
Kmlgleicbung 

ft  + ft')  A4  -t-  + u ) A 1 + ft  + ft  j A ^ -t—  {c"+  c")  A + c"+  e"’=  0 

welche  folglich  jetzt  auf  den  vierten  Grad  in  Bezug  auf  A steigt. 

Substiluirt  man  dagegen  die  Ausdrücke  des  Art.  74.  so  nehmen  die  dort 
aufgcstclltcn  Formeln  die  folgende  Gestalt  an: 

(w  — I ) { I -4-  A *)  /'*  (in  + 3)  {1  + A)  P + 2 iii  + 3,  [I  + A)3/  + tu  + 1)  (I  +■  A,  3) 

+ m~tp  ('«’*  (I  -+-  A4)  f 3 + m'*  (5  m'-t-  m;  I — X)  3 Xi'2 

+ m'(3m'+  im)  I + iJ  X‘t + (m’+  in)  (I  — A)  A3}  = ft 

mler 

0 = u k 3 -4-  ft  k2  + c X *+■  e -fr*  u t'  3 + b'k  2 -f-  c k -4-  e 


4 = (m  — I ) < , 

4 +i« 

" " (Ä=77*> 
c = (2ro  + 3)(4  + Aj», 


k'  = (m'  — m)  t' 


h = 


e = (m  — I ) (w  + I)  (1  -4-  4) 3 


ft' > 


!l  -A3A 


in — ih 
[«»'  — »i  fm’  + m. 


91. 

Es  sollen  jetzt  die  numerischen  Beispiele  der  Arlt.  70,  71,  72,  73,  77 
und  78  untersucht  werden. 

In  den  Füllen  der  Art.  70  — 73  erhalt  man  für  A die  Endgleichungen 
5.385  A4  — I.538A3  — 1 1. 922  A1  — 25.723  X — 9.955  = 0,  A = —0.17*3 

I.768A«  — M68A*—  10.376  AJ  — 36.472  A -25.797  = 0,  A=  -0.8677 

4 4.974  A4  — 4.460A3  — H .30*  A*  - 21 .823  A + 2.992  = 0 , A = +0.1286 

9.61 7 A4-  1.421  A3  — 10.363  A4  — 38.808  A—  20.243  = 0 , A = - 0.5760 


s 
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welche  zu  analogen  Betrachtungen  Anlass  gehen  , wie  die  in  den  angeführten 
Artikeln  nngeslellten , da  cs  sich  hier  - nur  uni  Wurzeln  A handeln  kann, 
welche  von  ±1  nicht  allzu  sehr  abweichcn.  Wahrend  indessen  in  dem 
Kalle  des  Art.  72  ein  entsprechendes  Linsensyslcin  Überhaupt  nicht  exislirte, 
fuhrt  jetzt  die  zweite  Wurzel  der  obigen  dritten  Gleichung 

A = + 1.3606 


auf  ein  Linscnsyslem  mit  den  Dimensionen 
ff  = — «"'=  + 1.0052 
«'  = — «"  = + 2.6009 


d’  = 0.9566 


Obschon  also  auch  hier  die  Dicke  der  mittleren  Kronglasiinsc  der  Brenn- 
weite nahe  gleich  und  folglich  praktisch  nicht  herstellbar  sein  wird , bleibt 
doch  die  Frage  offen , ob  durch  eine  weitere  Aendcrung  der  Brechungs- 
verhältnisse nicht  ein  Werth  von  A hcrheigefllhrl  werden  könnte,  der  die 
Kinheil  weniger  überstiege  und  damit  zulässige  Dimensionen  zur  Folge  hatte. 
Die  LinscnkrUmuiungcn  sind,  wie  man  sicht,  sehr  massig. 


92. 

Was  endlich  die  in  den  Artt.  77  und  78  berechneten  aplaualischcn  Systeme 
betrifft,  so  ergeben  sich  wiederum  nur  unbedeutende  Verschiedenheiten.  Die 
entsprechenden  Werlhe  stehen  wie  folgt: 

Erstes  System. 

n = + 5.628  b = +15.0076  c=  +26.8369  es  +14.9069 

«'=+444.290  6'=  +13.0870  c’=  +12.5424  e' = + 0.0107 

438. 66  A'3  + 44.979  — 61 .194  A'+  62.390  = 0 

A'  = —0.65160  « = —«"'=+  1.2499 

«’  = - IC  = +2.8653 

Zweites  System. 

« = + 6.450  *=+  15.9204  c=  +26.4771  e = +13.7019 

«'=+1166.877  6'=  +21.0576  c’ = +12.4086  e'=  + 0.0068 

<160.43  A'*  + 56.328  A'1 — 65.259  A'+  62.556  = 0 
k' - - 0.44586  «=—«"'=  +1.1714 

ff'  = - ff"  = +3.1773 


93. 

Zum  Schlüsse  mögen  die  Werthc  der  partiellen  Differenlialquotiuntun  der 
Vereinigungsweiten,  genommen  sowohl  nach  den  Heciprokcn  der  Linsenhalb- 
messer,  als  nach  den  Brechungsevponenlen  und  dun  Abständen  der  brechenden 
Flächen,  angeführt  werden.  Die  Ausdrücke  dienen  zur  Berechnung  der 

im  Art.  81  geforderten  Grössen  , und  zwar  findet  man  leicht 
bf  bf  _ I fl'  bf  _lli“\lbn"  bf  _ / «"'i  J 0 ■•>>* 

5r  — U*v|  T7T  ’ 57  — U1*/  ’ 57  ~~  In'*/  Tr  ’ 57^  “ Sr" 
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Den  Bezeichnungen  des  Art.  84  gemäss  hat  man  ferner 


q = r — V r1  — k* 
oder  mit  Vernachlässigung  von  k 4 

e = ’ Hk* , folglich  dg  = i-MU 

mithin 

di  * dji" 

rt-  = I — -V—  u.  s.  w. 


re 


Mit  Hülfe  der  Differentialquotienten  nach  ti  und  d kann  der  Einfluss  einer 
Aenderung  in  den  BrechungsverhUltnissen  und  den  Linsendicken  auf  die  Ver- 
einigungsweile der  Strahlen  ermittelt  werden. 

Die  Ableitung  der  betreffenden  DifferentialausdrUckc  bietet  keine  Schwierig- 
keit, als  etwa  die  Lange  der  Rechnung.  Benutzt  man  die  abgekürzten  Be- 
zeichnungen 

S = 3fH -«’)*  — in  (R-nr'),  S’  = 3(fl'-  n")*- in, {ff- n") 

T = 4 « [n  - n')  + 3 («'*  - n*) , V = 4«'(»,— ti")  +•  3(n"*  - w,*) 

<7=  («_  3 ti'] +«:{«- rr),  V = {«'- «")  (ff'—  3 «")  + rr,) 

1'  = (fl  - n')  ( R -in'),  V = («'- »")  (fl'—  2 re") 

u.  s.  w.,  so  erhiilt  man  mit  leichter  Mühe 


di 

da 

= 

(«' 

— »)  s » 

dL 

d n 

= — («  — «)  f/ 

di 

TC 

- (ff 

- «')  r 

di' 

dL' 

di' 

da 

= 

(» 

-">(=*)  r ■ 

d«'  “ 

1 (»”-  «') «' 

Jd" 

— n n 

,s  7" 

dt' 
d n 

= 

— 

(«— )(J)Jr, 

dL' 

d n’ 

’ 

L'-  (ff'— 

7T,\  V 

di' 

> s> 

= («' 

- jf'i  r 

di" 

da' 

= 

(»' 

— ) 

dL" 

SF  - 

(«"—  n 1 i 

r, 

di" 

S7r 

= (»' 

H",  S" 

d /." 
dd 

= 

1 »"  / 

di"  _ 
dd' 

»v„r 

dl" 
d m 

= 

— 

(«-rr)  ß§fr 

» 

dl"  _ 
du ' 

j'ff-rr] 

1 (^r^l 

\n  /?  ) 

1*—  (** 

- «.)  | 

lai r 

di" 

dl»" 

* 

(«' 

/r-/rw) 

...  di" 

L ’ dn"'  = 

{«"-  re"' 

-) 

U 

. s. 

w. 

94. 

Schreibt  man  noch  der  Kürze  halber 

IM) 

= Lk*  — L'k'* 

IM) 

= Lk*-L'k'*- 

- L"r« 

[2.1] 

= LA'  + LT«- 

- LT* 

etc., 

so  ergeben  sich 

mittelst 

der  Ausdrücke 

des  vorigen  Artikels 
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A ff ' n1 
dir  = ~ 

A ff'  R — tt 

A n n' 

Aff'  Ä— Jt' 

ö»'  « 
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für  eine  Brechung' 

1 +~Ski', 


jSA’j 


,+T*r** 


für  zwei  Brechungen  : 


sf  - T? &)*l 1 + T <»**  - T'k"!  + ^"1 


= ü!=5!  1 1 + 1 ffk-  J 

»«■  «"  I ^ * 


A n" 

Ad~ 

A ff"  _ 

An  n"  \ff'l 

Aff"  Ä'-ff,  (| 


JMM 

«'ff 'Ir  fc'  f 


t=(5A*|i  +1(17*1+  r*'i)  + 

n \n  f \ 4 ' ' « k k' 


A «' 


T 


t/'H 


-:r  i +l(v*i+  rri;  + 11-/ 

ff  / 4 » A * 


^ Ä — ff ' /ff_,|2 

iF-Tl'+T^I 

für  drei  Brechungen: 

£ = T?  (5$) *|«  + 7 («*■*  + rTJ  + rri)  + (/  + * 

r = ^ (£)>  +T«W,+  +.w'rj 


An 
Tr 

A ff1 

ATT 

An"'  _ «"'-«' 

A /r  ““ 

An' 

A d 
An 
Sd 


i + l.s"ri! 


4 = 4 j i + 1 rn  + rri;  + 1*1  + JkiL  -/-  { 

d n \ »"  f ( 4 « ff  k k n k k"  ) 

P - 4«J  I < +1  rri+JVä 

n"'  " I 4 n ff  Ar  / 


5?  = - g$)5  | 1 +1  <«’ + ^ + 3$ 

(^j,+^(rt,+  rn)  + i|(r 


»"A  k" 
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<n 


AnJ" 

sv 


/{'  — ff,  /ff„\ 2 


Aff"' 

i »" 


An" 

A 


■ ^ G$)T 1 + t » »*’  + re'  + rrr!  + iw  rf  + ££«/-  | 


CTi! 


■ w44  1 1 i + 1 r/,'i  + rr’i)  + -1-1  ,r 

\n' 7 (4  ' nkk 


■ -j-  r*"i 


Das  Bildungsgesotz  dieser  Ausdrücke  isl  leicht  erkennbar,  so  dass  dieselben 
ohne  Schwierigkeit  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Brechungen  ausgedehnt 
werden  können. 


Oclobcr  <87*. 
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l’rutk  von  Brtitkopf  and  iUrtnl  in  I^iptig. 
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